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Konvergenzverhalten der konjugierten 
Shannonschen Abtastreihe 

Holger Boche 

Abstract: This paper deals with a question proposed by F. Schipp, regarding the 
convergence behavior of the conjugated Shannon sampling series for non-bandlimited 
functions. The convergence behavior is characterized according to the Sobolev Spaces 
H5(R). If s > | then the sequence of the conjugated Shannon sampling series is 
uniformly convergent for all elements of the space HS{R). If s < \ then a function 
/ i £ HS(JR) will be constructed, so that the sequence of the conjugated Shannon 
sampling series is divergent everywhere. The Hilbert Transform f\ is a continuous 
function. 

Key Words: Shannon sampling series, conjugated function, Sobolev Spaces, Hilbert 
Transform 

Mathematics Subject Classification: 42A50, 41A05, 94A05, 94A12 

1. Einieitung und Ergebnisse 
Das Shannonsche Abtast-Theorem [9] [3] besagt, dafl jede bandbegrenzte quadra- tisch 
integrierbare Funktion / mit der Bandgrenze 7ra; in der Form einer Abtast-Reihe 

oo 

<•) ""'E'C^^f2 
/e = —oo 

dargestellt werden kann. Die Shannonsche Abtast-Reihe in (1) besitzt fiir die Anwen-
dungen eine grofie Bedeutung [9] [10] [llj.Hierbei heiflt eine quadratisch integrierbare 
Funktion bandbegrenzt, wenn fiir die Fourier-Transformierte die Beziehung f{x) = 0 
fast uberall fiir \x\ > TTUJ gilt. Die Zahl TTU heiBt Bandgrenze der Funktion / . Die 
Fourier-Transformierte ist durch 

oo 

f(x)--= f f(t)e-lxtdt 
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definiert, wobei das Integral als L2-Grenzwert zu verstehen ist [12]. Im weiteren be
trachten wir die Hilbert-Transformierte / der Funktion / 

0 0 

i [Ш, 
Ћ J t-T 

(2) f(t) = VP- ^ d т ,te 

Das Integral existiert als Cauchyscher Hauptwert [2]. Für quadratisch integrierbare 
Funktionen / mit der Bandgrenze TYOJ gilt bekanntlich [2] 

TTUJ 

(3) f(t) = ^ I f(x)sign(x)elxtdx. 

Für die Funktion / gewinnt man die Abtast-Reihe [3] [4] 

^Lü ' 77 (u)t — k) 
K = — OO 

In Anschluß an [3] [4] wollen wir diese Reihe im folgenden als konjugierte Shannonsche 
Abtast-Reihe bezeichnen. In den Anwendungen wurde die konjugierte Shannonsche 
Abtast-Reihe erstmals in [8] untersucht. In der Literatur [3] [4] [5] wurde bereits aus
führlich das Verhalten der Abtast-Reihen (1) und (4) untersucht. 
Bei diesen Untersuchungen wurde vorausgesetzt, daß die Funktion / stetig, 
quadratisch integrierbar und / G LX(IR) ist. Unter diesen Voraussetzungen kann 
gezeigt werden, daß 

(5) lim S / i - - ) ™ " * ? - * > = / ( . ) 
k = — oo 

und 
fa\ v V " xík^sm2z(ut-k) -

*->< J vco ' %(ut-k) 
k = — oo 

gleichmäßig auf ganz R. gilt. 
In dieser Arbeit sollen Divergenzaussagen für die Folge der konjugierten Abtast-Reihe 
bewiesen werden. 
Dazu sei im weiteren / G Co[0,1] und / die Hubert-Transformierte. Es gilt bekanntlich 
/ G L2(R) [2]. Mit Co[0,1] bezeichnen wir die Menge der auf dem Intervall [0,1] 
konzentrierten stetigen Funktionen. Die Funktion / muß nicht unbedingt stetig sein. 
In [3] wurde gezeigt, daß unter den genannten Voraussetzungen 

(7) 

OO _ , 

lim í\f(t)-Yf(-)SÍn?{?~~u?\2dt = 0 n^oo J r w Z-^J\n) n(nt-k) I 
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gilt. Da die Hubert-Transformation eine stetige und lineare Abbildung des Raumes 
L2(R) in sich ist, haben wir 

(8) 

CO _ , 

/
I - —̂> /k \ sin2 %(nt — k) i2 

I -—' v n y I (ní — k) I 

d.h. die konjugierte Reihe konvergiert in der L2-Norm gegen die Funktion / . 
Wir wollen nun das punktweise Verhalten der Folge der konjugierten Reihe unter
suchen. Da die Hilbert-Transformierte einer Funktion / G Co[0,1] im allgemeinen 
nicht stetig ist, müssen wir die Menge Co[0,1] geeignet variieren. 
Dazu bezeichnen wir mit Bi die Vervollständigung der Menge C%°[0,1] mit der Norm 

(9) H / I k =max( | | / | |c 0[o, i ] , l l / l lc(R)) . 

Der Raum Bi ist mit der Norm || • HD! ein Banach-Raum, und die Hilbert-Transforma-
tion ist eine lineare und stetige Abbildung des Raumes Bi in den Raum der stetigen 
und beschränkten Funktionen. 
Wie üblich [12] bezeichnet H5(R) den Sobolew-Raum aller Funktionen / € L2(R) mit 

(10) / | / ( x ) | 2 ( l + | ж | 2 ) î d x < o o 
/ 

Für die Menge definieren wir durch die Wurzel der linken Seite von (10) die Norm 
|| • | |H*(R)- Mit diesen Bezeichnungen erhalten wir den folgenden Satz. 

Satz 1. Es sei 0 < s < \ beliebig. Es existiert eine Funktion /1 € Bi f lH s (R) , so daß 

fc=l 

gilt. 

Eine positive Konvergenzaussage trifft der folgende Satz. 

Satz 2. Es sei s > | beliebig. Für alle Funktionen f G HS(R) existiert die unendliche 
konjugierte Abtast-Reihe 

k — — oo 
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und stellt eine bandhegrenzte Funktion dar. Es gilt weiterhin 

(13) lim | | / - S „ / | | c ( R ) = 0 . 
n—>oo 

Aufgrund von 

OO / OO \ 2 

j \f(x)\dx<C(s) J | /(z) | 2 ( l + | * | 2 ) * d x ) 
— OO \ —OO / 

für s > \ ergibt sich der Satz 2 aus dem bereits zitierten Ergebnis von P. Butzer und 
W. Splettstößer [3] [4]. 
Es soll nun noch auf eine Beziehung zur Theorie der konjugierten Fourier-Reihen bzw. 
Fourier-Integrale eingegangen werden. Bei Konvergenzuntersuchungen zu diesen Rei
hen bzw. Integralen spielt das konjugierte Dirichlet-Integral 

5/ 
^ s i n 2 f n ( ŕ - r ) 

f(т) f dт 

eine wesentliche Rolle [1]. Aus dem bekannten Resultat von L. Carleson [7] ergibt sich 

für a l l e / € Co[0,1] 

l i m l / 
n-+oo 7Г / 

ч s i n 2 f n ( ŕ - r ) - . 
/ ( r ) f d r = /( í) f.u. 

Die konjugierte Abtast-Summe Snf stellt eine Riemannsche Näherungssumme des kon
jugierten Dirichlet-Integrales dar. Der Satz 1 zeigt nun, daß beim Übergang vom kon
jugierten Dirichlet-Integral zu den konjugierten Abtast-Reihen die fast überall Kon
vergenz verloren geht. 
Die Arbeit ist während eines Arbeitsaufenthaltes an der RWTH-Aachen entstanden. 
Herrn Professor P.L. Butzer und Herrn Professor R. Nessel dankt der Verfasser für die 
stimulierende Diskussion zu dieser Arbeit. 
Die Arbeit wurde durch die Deutsche Forschungsgemeinschaft unterstützt. 

2. Beweis von Satz 1 
Für den Beweis des ersten Satzes benötigen wir das folgende Lemma. 



Konvergenzverhalten der konjugierten Shannonschen Abtastreihe 17 

Lemma 1. Es sei 0 < s < \ beliebig. Es sei { £ i , . . , £ j } eine beliebige Menge von 
Punkten aus dem Intervall (0,1) und {pi , . • ,p.} eine beliebige Menge von reellen 
Zahlen. Dann existiert eine Funktion f G Co[0,l] mit: 
i) /(£n) = p n n = l , . . . , l und | |/| |c0[o,i] < 2 m a x | p n | 

ü) ll/IIHMR) < ll/llc0[o,i] 

iii) Die Hubert-Transformierte f der Funktion f ist stetig mit 

| | / I | C ( R ) < | | / | | C 0 [ 0 , 1 ] . 

Der Beweis von Lemma 1 wird am Ende dieses Abschnitts gegeben. 

Beweis von Satz 1 Es sei 0 < s < \ beliebig. Es sei m > 2 eine beliebige natür
liche Zahl. Wir betrachten die Intervalle h,m = [^—^ m ~ ^ + 1 ) . 
Es seien m < po,m < • • • < Pm-i,m die ersten auf m folgenden Primzahlen. Mit U,m, 
i = 0 , . . . , m — 1, bezeichnen wir die größte natürliche Zahl, so daß 

U,m m — i — 1 

Pi,m m 

ist. Wir definieren nun eine Funktion <pm wie folgt: 
Es sei io eine beliebige natürliche Zahl aus dem Intervall [0 , . . . ,m — 1]. Dann setzen 
wir 

<t>m (~ ) = 1 für 1 < / < li0,m 
Pi0,m 

und 

4>m ( ) = 0 für li0,m <l <Pi0,m - l • 
Pi0,m 

Aufgrund von Lemma 1 kann die Funktion 4>m auf ganz R fortgesetzt werden, wobei 
0m G Co[0,l], ||0m||co[o,i] < 2, | | < M | H ' ( R ) -- 2 u n d ll^m||c(R) < 2 gut- Damit haben 
wir H^mllßj < 2. Betrachten wir den Banach-Raum B2 := Bi C\ HS(R) mit der Norm 

H/ l lB.^maxdl / l lB^II / I IHMR)) , 

so erhalten wir | |0m||ß2 < 2. 
Wir untersuchen nun das Verhalten der konjugierten Reihe der Funktion </>m. 
Dazu sei x 6 (0,1) beliebig. Es existiert genau eine Zahl k0 mit x G h0,m- Dann gilt 

Pk0,m-1 
2 V ^ / / s sin2 f (pfc 0 ,m£-Q 2 Y^T sin2 |(p/c0,mX - / ) 

Pk0,mn ^ "Pk0,m
J ( x - - b D Pfco.™* t í ( I _ ^ E фm( 

PkQ,m' 

_ ŷ " 1 
г7Г Ľ< X - -

--- fт L 
г 

P f c 0 ) m 7 Г ^ æ „ _ J _ 
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«0 ,m 2cOSpko,ml-X -r^T (-1)1 

,7T - - < Pк0,m-K f—' X ~ 
1 = 1 Pk0,n 

Damit ergibt sich 

PfcQ.m- 1 9 f̂cO-m 
2 V ^ JL / ' ^ m i ( P * o , m - c - 0 | ^ I 2 V -

— > 0m ) ; ; : > > 
7T .__/ yPk0,m' (X • ) I \Pk0,ml- -—< X  

7 — 1 U ' V VU~ ™ ' - U , , _ , n 

PfcO-m7 U ' /_1 Pk0,m 

Wir wollen nun die einzelnen Glieder der rechten Seite abschätzen. Dazu sei l^ die 
kleinste natürliche Zahl, für die 

h0,m > m - k0 + 1 

Pfc0,m ~~ ~n 

ist. Folglich erhalten wir 

Ikn.m t'fcn.m 

-E—Ч-I - -^-E 1 

I pA;o,mTT -—' _ 5 I Pk0,... 
°' l = l Pfco.m °' . = 1 m 

m —fcp + 1 l_ 
= 1 

ífc 

> 
Pк 

2, V ^ 1 

кn.-

1=1 к0 ,m 

2 v ^ 1 
l 

z ~r~^ 1 _ z -r~*v 
7T --—' li _ - l ~~ 7T ---—' 

= 2

Ш - iìaÆ +0(i) 
^" Ч 0 , m *lc0,m 

> 2 l n ( ( m - k Q + l Ь 0 , m _ _ m _ _ ) + 

7г v m Зpfco,^7 

= - l n ( m - k 0 + l ) + O ( l ) . 
7Г 

,1 > (m-A. 0 + l ) p f c ( ) | m _ _ _ _ lfcQ,m ^ __ 

fc0,m -1 m

 u l x , a

 pfc 

sei 1 < ko < m — ^/m, dann ist also für 

Dabei wurde lLm > i " — ^ - o - " - d _ _ • - _ _ • < £ beachtet. Im weiteren 

ж є J m : _ r Г _ _ _ _ _ _ ) - _ ) = г 1 _ 2 , ! ) 
L m 7 ym m ' 
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lfc0,™ 

(14) — V ^ — > - m m + O(l) 
pfc0,m7T -<-—' x TT 

° 1 = 1 Pk0,m 

Für das zweite Glied erhalten wir 
i 

_ Ş-T (-1)' 
7Г --—--' < !Pfc 0,m7T *-^ X I I r>, __•(<_. _ fcQ'm ^ 1 

-=-1 P * 0 . « Pfco .mTT^ p f c Q m ( 

Es ist aber x - ^ ^ > - - ^ - ^ ± i - ---̂ --m- = —-^—, also 
Pfc 0,W - Pk0,m Pk0,m Pk0,m ' 

: 1 V- (-1)1 I ^ 2 

г 7Г ----/ < -pfc0,m7Г --—-' X I 7Г 

Damit haben wir für alle m > mo 
(15) 

E l , s in T p f c 0 ) T 7 l x-I I 1 
0 m ( ) 2 ' — - — - > - l n m + O 1) > Oi l nm 

XVk.n.m ' X ( TT I p f c 0 , m 7 r -f--' V P / c 0 , m (X 
1 = 1 vk0,,,i 

für x £ Im. 
Es sei m > mo eine beliebige natürliche Zahl. Wir wählen eine Funktion fm £ Oo°[0,1] 

mit \\fm - </>m||H2 < inPm
1_1 ~ - Dann gilt für 2 < k < p m - i ,m 

1 2 ^ ^ , l s i n 2 f ( k x - l ) | | 2 ^ / . / !> . , l u s i n 2 f ( k x - 0 | , 

I^Z^^(k) (x_i) | * |^2 .U- ( fc ) -^(k ) ) ( X _ D | + 

+ 

. = i 

JLY^f ^l^sin2 f (kж -/) | 
k7ГZ..^(k)- (x-i) \ 

l=\ 

< O2І|/m - 0m||H2 lПk 
к~l - 2 тг, 

+ 
_ 2 _ г ^ Л , s i n 2 f ( k x - / ) | 

/ — 1 v fc' 1 = 1 

2 ^ , Л , s i n 2 f ( k . r - / ) | ! 

i=i k J 

< c*+ r-y/m(r) 
/ — 1 v fc / 

Bei dieser Rechnung wurde 

< l N s i n 2 f ( k x - Z ) , ^ ,._... ^ 4 | s i n 2 f ( k x - l ) | -____ 
:;{kx-l) I ' " " " " ' " ' ' ^ f(fcs_-0 2_J(jfc) ?(*x-n I - l l^o[o.i]2^|-fi 

1 = 1 
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te-l 

>( E 
,sin2 f (kx-l), 

I f ( f c i - í ) - 1 

E , sm 7- (/ex — tj .\ 
I f ( f e x - / ) " " ' / 

*=i;|*-£|>? 2 

< ll/llcoto,i,(5+ g l | ô - b ) l ) 
.=l;|x--tl>f 

< ll/lloo[o,i](5+^èf) 

< l l / l lc0[o, i](5+£ln(fc + l ) ) 

beachtet. 
Damit existiert zu jedem x G Im eine natürliche Zahl ko < pm-i,m mit 

I 2 \--i , / x sin2 %(kx - l) I 
16 L f _ y ^ / m ( I ) 2V ; > C 3 l n m . 

k7T - - - - / V k y (X - T ) 
1=1 V kJ 

Wir wählen nun induktiv eine Folge {rrii} von natürlichen Zahlen: 
Es sei mo das Anfangsglied und lm := pm-i,m. 
Angenommen, wir haben die Zahlen m i , . . . , m i bereits gewählt, dann sei m I + i die 
kleinste natürliche Zahl mit: 

1. ( lO lnm,) 2 < lnrai+i 

2. Ist 

Ft(x):=±^M, 
f-' Vlnm/e 
«=o 

so gilt 
i - , x 2 ^ / l N sin2 77 (nx - /) , 
Fi x V F i ( - ) 2V . ; < 1 VxGR 1 n7r -̂ ---/ v n ; (x - 1 ) ' 

i=i v n / 

für alle n > mi+i . 
Eine solche Wahl ist möglich, da Fi € Co°[0>l] ist, und somit die konjugierte Reihe 
gleichmäßig gegen die C°°-Funktion Fi konvergiert. Da weiterhin fm G P2 ist, haben 
wir 

\Mx)\ < £ % ö < 2 £ -̂ 4= = c4. 
f-^ V1n mfc f-' Vln mfc 
fc-=:0 K = 0 
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Damit ergibt sich für alle n > rrn+i 

i 2 \—> / l x sin2 5 (rix — l) , 
(17) p V F t - 2 V . ; < 1 + C4 V x G R . 

'n7r ---—' v n y (x - - ) ' 
. _ i v " y 

Wir betrachten nun die Funktion 

(18) /(*):=£%_=. 

Es gilt 

f—' Vlnrrifc f—' v l n m * 
/c=0 fc=0 

Es sei x £ (0,1) beliebig. Dann existiert eine natürliche Zahl io mit x £ Imi für alle 
i > io- Es sei i > io beliebig. Dann existiert eine natürliche Zahl q%, ml < qi < lmi 

mit 

2 y ^ 1 , l , s i n 2 f ( a ? ; a : - l ) , > 1 • 2 y ^ / / / N sin2 f (ajg 

9 i ' v ' * i = l 

i 2 y > 1
f , / . x 8 Í n 2 f ( g < x - 0 . 

Mit 

gilt 

Rг(x):= ] Г 

1 = 1 V Яi ' 

fmk(x) 

Vlnmfc 
fc=i+i 

i 2 \-^ / l x sin"5 ?(a»x - /) , ,, „ v-^ 1 
r E ^ H h -̂  Calnezi .fíi c0[o,il 5 _ - 7 f = 

z = i v 9ť y fc=i+l v * 

oo 

< 2C2V
/n^nTfT V * < C5 • 

--—--' - . / I r . TT..L -Уlnrnfc 
fc=г + l 

Damit erhalten wir 

9 i _ 1 ; o.«2 тr 2 V ^ x / / x s i n 2 f ( o i . r - l ) 
- E / R ,T WIГUl>C4чÆľ-Ca 
г7Г --—' V П У ( ж L ) I 

l g t 7 r ^ > „ ' ( * - - ; ) 
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für alle i > io, also ist der Satz bewiesen. 

Beweis von Lemma 1 Wir betrachten die Funktion 

h(t) : = m a x ( l - | t | ,0) 

Für die Fourier-Transformierte erhält man 

1 

iujt 

- / -
h(u) = / (1 - \t\)e~luJt dt 

i 

- • / 
(1 — t) cosutdt 

0 

1 — cos U) 
= 2-

Da 

oo 

/ |li(o;)i2(l + | c o | 2 ) d a ; < o o 

— oo 

ist, gehört die Funktion h zum Raum Hl(R). Damit sind durch 

oo 

C(s):= I \h(u>)\2(l + \w\2)sduj 

— OO 

für 0 < s < | endliche Zahlen gegeben. Mit hm(t) : = h(mt) haben wir hm(uj) 

-h(^). Folglich ergibt sich für 0 < s < \ 771 V 771 J 

OO o o 

í \hm(uj)\2(l + \uj\2)sdu> = -j- i \h(oj)\2(l+m2\uJ\
2)sduJ 

— OO — o o 

o o 

= ^/w(^Mr 
— oo 

oo 

< ^ / W - ) I 2 ( 1 + H 2 ) S ^ = ^ 
C{ţ_ 

2s 
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Da 1 — 2s > 0 ist, kann eine Zahl m\ so groß gewählt werden, daß 

C(s) 1 
m l - 2 a ^ 72 

für alle m > m\ gilt. 
Die Hilbert-Transformierte der Funktion h ist stetig, und es gilt [2] 

und somit 

h(t) = — / sïgn(u)h(u)eltùJ du 
2n J 

, 7 , •., , 2 / i . . . 1 — COS W | , 

M*) < ô - / N n ( w ) i d w 

Z7r y ' u ' 

= i l2l-^-i-Љ; = Ä(0) = l 
Ҡ J Lü2 

Bezeichnen wir mit lim die Hilbert-Transformierte der Funktion lim, so ist hm(t) 
h(mt). Damit haben wir \hm(t)\ < 1 für alle t G R. 

5 u ^ ! ! '! 

wir 

Es sei t\ < . . . < ^ und ö = min(tn+\ — tn). Für m > | und |£| > f haben 

ľíütWdrl < Ï \^l\dr 
J t-т I - y I V-т 

< 

f / |Лm(т) |dт 
m •! 

_ J_ 

2 

Es kann nun eine Zahl m 2 > mi so groß gewählt werden, daß 

2 1 
a i - 1 < I 
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für alle m > ni2 gilt. 
Wir betrachten nun die Funktion 

i 

f(t) = 22pnhm(t - tn) . 
n = l 

In der Summe ist höchstens ein Glied von Null verschieden. Damit ist 
\f(t)\ < max|pn| für alle t G R. 
Weiterhin haben wir 

i 

f(") = hm(uj)Y^Pne~itnUJ 

7 1 = 1 

und damit 

OO OO i 

f \f(w)\2(l + \oj\2)sdLü = f \hm(cj)\2\J2pne-lt«"\2(l + \oj\2)sdw 
J J n~l 

— OO —OO 
OO 

< l2(max|pn|)
2 / | l im(o;) | 2 ( l - f |u ; | 2 ) 5 du;< (max|pn|)2 

— OO 

Es sei x G R beliebig. Dann können genau die beiden folgenden Fälle eintreten: 

1. Es existiert genau ein Punk t tk mit \x — tk\ < 4. 
2. Es gilt \x - tn\ > f für 1 < n < l. 

Wir wollen nun den ersten Fall untersuchen. 
Es ist 

00 , 00 

^//^E-K/M^-)-
— 0 0 

Dami t erhalten wir 

1 °° 

E i-K/H^*)! 
n = l,rгӯ^/e 

. 0 0 

< E ы- \VP1- íhm{;-tn)dĄ 
t—J ' ' I 7Г J t — T n=l,nфk 
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i °° 
/ I I V ^ I T ^ D 1 f hm(T — tn) , I 
< max |p n | \ VP— / dr 

L—./ | 7f / t ~ T 
' ^ —oo 

< m a x | p n | - 2_^ l < m a x | p n | . 

-l.n-éfc 

Und mit 

erhalten wir 

oo 

|„, .(VPI/^U)|< I B 

— oo 

oo 

\VP~ / ^ ^ d r l < 2max |p n | . 1 7r y t.-r ' 

Für den zweiten Fall haben wir bereits 

VP- I í&-dт\ < m a x | p n 

t — т ' 
— oo 

gezeigt, und damit ist das Lemma 1 bewiesen worden 
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