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Konvergenzverhalten der konjugierten
Shannonschen Abtastreihe

Holger Boche

Abstract: This paper deals with a question proposed by F. Schipp, regarding the
convergence behavior of the conjugated Shannon sampling series for non-bandlimited
functions. The convergence behavior is characterized according to the Sobolev Spaces
H°(R). If s > 1 then the sequence of the conjugated Shannon sampling series is
uniformly convergent for all elements of the space H*(R). If s < 3 then a function
fi € H°(R) will be constructed, so that the sequence of the conjugated Shannon
sampling series is divergent everywhere. The Hilbert Transform f1 is a continuous

function.

Key Words: Shannon sampling series, conjugated function, Sobolev Spaces, Hilbert
Transform
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1. Einleitung und Ergebnisse

Das Shannonsche Abtast-Theorem [9] [3] besagt, daf jede bandbegrenzte quadra- tisch
integrierbare Funktion f mit der Bandgrenze nw in der Form einer Abtast-Reihe

(1) Z f sm7r(wt k)

Bt Tr(wt—k)

dargestellt werden kann. Die Shannonsche Abtast-Reihe in (1) besitzt fiir die Anwen-
dungen eine groBe Bedeutung [9] [10] [11]. Hierbei heifit eine quadratisch integrierbare
Funktion bandbegrenzt, wenn fiir die Fourier-Transformierte die Beziehung f(z)=0
fast iiberall fiir |z|] > 7w gilt. Die Zahl mw heiflt Bandgrenze der Funktion f. Die
Fourier-Transformierte ist durch

[eS]

f(z) = / FB)e= at

— 00
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definiert, wobei das Integral als LZ—Gren_zwert zu verstehen ist [12]. Im weiteren be-
trachten wir die Hilbert-Transformierte f der Funktion f

2) f(t):VP%/@dr tER.

Das Integral existiert als Cauchyscher Hauptwert [2]. Fiir quadratisch integrierbare
Funktionen f mit der Bandgrenze nw gilt bekanntlich [2]

— izt
(3) f@t) = o / f(z)sign(z)e'*" dx .
Fiir die Funktion f gewinnt man die Abtast-Reihe [3] [4]
_ > K sin® Z(wt — k)
(4) f(t)—k; f(;)w ,t€R.

In Anschluf§ an 3] [4] wollen wir diese Reihe im folgenden als konjugierte Shannonsche
Abtast-Reihe bezeichnen. In den Anwendungen wurde die konjugierte Shannonsche
Abtast-Reihe erstmals in [8] untersucht. In der Literatur [3] [4] [5] wurde bereits aus-
fithrlich das Verhalten der Abtast-Reihen (1) und (4) untersucht.

Bei diesen Untersuchungen wurde vorausgesetzt, daf§ die Funktion f stetig,
quadratisch integrierbar und f € L*(R) ist. Unter diesen Voraussetzungen kann
gezeigt werden, dafl

. > k\sinm —k
(5) Jim 31 (D) sy =10
und
(6) lim Z f k w = f(t)
u-#oo 2(wt )

gleichmiflig auf ganz R gilt.

In dieser Arbeit sollen Divergenzaussagen fiir die Folge der konjugierten Abtast-Reihe
bewiesen werden.

Dazu sei im weiteren f € Co[0,1] und f die Hilbert-Transformierte. Es gilt bekanntlich
f € L*(R) [2]. Mit Co[0,1] bezeichnen wir die Menge der auf dem Intervall [0,1]
konzentrierten stetigen Funktionen. Die Funktion f mufl nicht unbedingt stetig sein.
In [3] wurde gezeigt, dafl unter den genannten Voraussetzungen

) lim. /‘f(t)—Zf s‘fr”("t )'“) dt=0
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gilt. Da dic Hilbert-Transformation eine stetige und lineare Abbildung des Raumes
L*(R) in sich ist, haben wir’

n— 0o

) T =k sin® Z(nt — k) |2

d.h. die konjugierte Reihe konvergiert in der L?>-Norm gegen die Funktion f

Wir wollen nun das punktweise Verhalten der Folge der konjugierten Reihe unter-
suchen. Da die Hilbert-Transformierte einer Funktion f € Cy[0,1] im allgemeinen
nicht stetig ist, miissen wir die Menge Co[0, 1] geeignet variieren.

Dazu bezeichnen wir mit B; die Vervollstindigung der Menge Cg°[0, 1] mit der Norm

(9) 118, = max(||fllceron, Ifllcr)) -

Der Raum B, ist mit der Norm || -|| 3, ein Banach-Raum, und die Hilbert-Transforma-
tion ist eine lineare und stetige Abbildung des Raumes B; in den Raum der stetigen
und beschrénkten Funktionen.

Wie iiblich [12] bezeichnet H*(R) den Sobolew-Raum aller Funktionen f € L*(R) mit

(10) / 1f (@)1 +z|?) % de < oo .

Fiir die Menge definieren wir durch die Wurzel der linken Seite von (10) die Norm
Il - ||+ ®)- Mit diesen Bezeichnungen erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 1. Es sei0 < s < 1 beliebig. Es ezistiert eine Funktion fi € BiNH*(R), so daf
2 .k sin? Z(nt — k)
. 2 —
) lmewp |3 1) gt —my 1= WEOD

gult.

Eine positive Konvergenzaussage trifft der folgende Satz.

Satz 2. Es sei s > } beliebig. Fir alle Funktionen f € H*(R) ezistiert die unendliche
konjugierte Abtast-Reihe

sin® Z(nt — k)

(12) (B)®= 3 1) g

~—
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und stellt eine bandbegrenzte Funktion dar. Es gilt weiterhin

(13) Jim (1 = Sufllom =0

Aufgrund von

1

2

/ (@) dz < C(s) / F@PA + 2 da

fiir s > % ergibt sich der Satz 2 aus dem bereits zitierten Ergebnis von P. Butzer und
W. Splettstofer [3] [4].

Es soll nun noch auf eine Beziehung zur Theorie der konjugierten Fourier-Reihen bzw.
Fourier-Integrale eingegangen werden. Bei Konvergenzuntersuchungen zu diesen Rei-
hen bzw. Integralen spielt das konjugierte Dirichlet-Integral

/f sm 2,n(t -71) dr

t—T1

eine wesentliche Rolle [1]. Aus dem bekannten Resultat von L. Carleson [7] ergibt sich
fiir alle f € Co[0,1]

27
lim —/f ySin f”(t D gr = ft) i .

Die konjugierte Abtast-Summe S, f stellt eine Riemannsche Naherungssumme des kon-
jugierten Dirichlet-Integrales dar. Der Satz 1 zeigt nun, daf beim Ubergang vom kon-
jugierten Dirichlet-Integral zu den konjugierten Abtast-Reihen die fast iiberall Kon-
vergenz verloren geht.

Die Arbeit ist wihrend eines Arbeitsaufenthaltes an der RWTH-Aachen entstanden.
Herrn Professor P.L. Butzer und Herrn Professor R. Nessel dankt der Verfasser fiir die
stimulierende Diskussion zu dieser Arbeit.

Die Arbeit wurde durch die Deutsche Forschungsgemeinschaft unterstiitzt.

2. Beweis von Satz 1

Fiir den Beweis des ersten Satzes bendtigen wir das folgende Lemma.
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Lemma 1. Es sei 0 < s < % beliebig. Es sei {t1,...,t;} eine beliebige Menge von

Punkten aus dem Intervall (0,1) und {p1,...,pi} eine beliebige Menge von reellen
Zahlen. Dann ezistiert eine Funktion f € Col0,1] mit:

i) f(ta) =pnn=1,...,1 und || fllcoo,1) £ 2max |pa|
i) (| fllas ®) < I flleoton

ii3) Die Hilbert- Transformierte f der Punktion f ist stetig mit
Ifllem) < I flleoon-

Der Beweis von Lemma 1 wird am Ende dieses Abschnitts gegeben.

Beweis von Satz 1 Es sei 0 < s < % beliebig. Es sei m > 2 eine beliebige natiir-
liche Zahl. Wir betrachten die Intervalle — Ij n = [Zk, mokdl

m m :

Es seien m < po,m < ... < Pm—1,m die ersten auf m folgenden Primzahlen. Mit ; m,
1=0,...,m — 1, bezeichnen wir die grofite natiirliche Zahl, so daf§

liym < m—1—1
Pi,m m
ist. Wir definieren nun eine Funktion ¢, wie folgt:

Es sei io eine beliebige natiirliche Zahl aus dem Intervall [0,...,m — 1]. Dann setzen
wir

l

Pig,m

ém

=1 fir 1<I<liym

und !
$m (=
i0,m
Aufgrund von Lemma 1 kann die Funktion ¢ auf ganz R fortgesetzt werden, wobei
¢m € Co[0,1], lomllcoro,n) < 2, llpmlls®) < 2 und [[¢nllcw) < 2 gilt. Damit haben
wir ||¢m||B, < 2. Betrachten wir den Banach-Raum B, := By N H*(R) mit der Norm

IfllB, = max(||fll., | fllaew) »

so erhalten wir ||¢ml|B, < 2.
Wir untersuchen nun das Verhalten der konjugierten Reihe der Funktion ¢m.
Dazu sei z € (0,1) beliebig. Es existiert genau eine Zahl ko mit & € Ix,,m. Dann gilt

) =0 fir ligm <l<pigm—1.

Pko,m_l lko.m

2 z " ( l )sin2 T(pkomz —1) 2 Z sin® £ (Pko,ma — 1)
m =
Pko,m™ = Pko,m (z — Fkol,m) Pko,m™ Py (11 . Pkol,m)
~ lkg,m 1
DPko,m™ r — L

=1 Pkg,m
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lkg,m
2 COS Pky,m T (1)}
- Z i

pko,m"r xr —

=1 Pko.m
Damit ergibt sich
Pko,mT "\ Digm (z—pkolym) T A PkomT P x"pk;,m
2 §F ey
'Pko,mﬂ — :%.T)‘

Wir wollen nun die einzelnen Glieder der rechten Seite abschitzen. Dazu sei l,ﬁo m die
kleinste natiirliche Zahl, fiir die
Ly m S, m—ko+1

Pko,m m

ist. Folglich erhalten wir

Uk
0.m
2

2 1
,pko,mﬂ' Z X — l ’

=1 Pkg,m

\Y%
3
ol
2
3
3
3
|
ol
=
|

v
=
L
S |
3
3
I
-

ll
1=1 ko.m 1=(1

I
In e +0(1
ll%:g,m - lk‘o»m ( )

(m —ko+ 1)prg,m m
. O(1
( m 3pk0,m) +0(1)

In(m — ko + 1) + O(1) .

\Y%
I 30 3o
=3

1
(m*koi—nl)mo,m und bhgom  lkg,m <

3 .
= chtet.
P " Phom S m beachtet. Im weiteren

Dabei wurde l,lcO'm >
sei 1 < ko < m — \/m, dann ist also fiir
m— (m—+/m)—2 1 1

z €Iy = [~——7n—-—, ):[—7-7;~%,1)
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lkg,m

2 1 1
14 > =1 +0(1) .
( ) Pko,m™ Z T — L - m m ( )

=1~ Pkg.m

Fiir das zweite Glied erhalten wir
lkg,m 9

2 1)
‘pk T Z T'(* )l ,' S lkg_m
oty ¥ Pkg mm(x —

Pko.m » Pkg.m

lkg,m lgomtl  legom 1 also
Pkg.m — Pkg.m Prg.m  Pkg.m’

Es ist aber z —

lkg,m

e 5 s
Pko,mT xr — -

=1 Pko m

Damit haben wir fiir alle m > mg
(15)

Pro.m =1 1 sin? 2( z —1) 1
Z d)m 2 \Pho.m | >=lnm+0O(1)>Cilnm
Pk s

0,m (z — mol,m)

Pko,mT

firz € I,,.
Es sei m > mo eine beliebige natiirliche Zahl. Wir wihlen eine Funktion fm € C5°[0,1]
mit || fm — ¢mllB, < Wm Dann gilt fiir 2 < k < pm-—1,m

l in® Z(kx —1 2 g 1 l in ——(k ~1
lk,rDm JEEED) < |2 () - om()) D

k) ﬂl:l TT%

2 &4 1, sin® Z(kx —1)
+’HZf (/1‘ (1—% !

=1

< Collfm = dmll, Ink +
k-1
2 1 sin® Z(kz — 1)
MR
sm Z(kz 1)
< Co+ fm -2 7
Ik Z I—TIE)

Bei dieser Rechnung wurde

o qm = (ko — 1) sin® Z(kz — 1)
IZf Wl < ”f”Co[01]Z| 7r(kac--l |

=1
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k-1
sin? —(kz—l)
< Wlewon( X 1Sager
I=1|z-L1<2
k-1 2
l(z—l)>
2
P 5 ey
=1z~ f1>%
k-1
< l|f||C(01](5+ ]*1—‘)
= ol0: Z(kz — 1)
I=1iz—£|>%
41
< ||f||co[o,1](5+;lzi)
=1
4
< Hf||00[o,1](5+;1n(k+1))

beachtet.
Damit existiert zu jedem z € I, eine natiirliche Zahl ko < pm—1,m mit

k—1

(16)

l)sm Z(kx — )l > Calam

‘ . fm ( I
ke =1 k (@ - k)
Wir wihlen nun induktiv eine Folge {m;} von natiirlichen Zahlen:
Es sei mo das Anfangsglied und Iy := pm—1,m.

Angenommen, wir haben die Zahlen m,,...,m; bereits gewihlt, dann sei m;y; die
kleinste natiirliche Zahl mit:

1. (101nmi)2 <Inm;

2. Ist )
F1(x) — fnl"’-)c(z) ,
= Vinmg
so gilt .
- 2« l sinz—’z}(nz—l)
IFi(Z)_E;Fi(E)———‘(I_%) |<1 veeR

fiir alle n > miq1.
Eine solche Wahl ist moglich, da F; € C§°[0,1] ist, und somit die konjugierte Reihe
gleichmiBig gegen die C*°-Funktion F; konvergiert. Da weiterhin fn € Bg ist, haben

wir
fmkH 2 1
z)| < E I frms Nl E o =Cs.

k=0
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Damit ergibt sich fiir alle n > mi4)

ta

(a7 |23 R()

=1 n (x——")

sin® Z(nz
S0 5 D) 140 VeeR.

Wir betrachten nun die Funktion

fms ()
(18) f(): Z e
Es gilt

1flls, <}:”f"‘k”32<22 =

Es sei ¢ € (0,1) beliebig. Dann existiert eine naturhche Zahl 1o mit x € I, fiir alle
t > to. Es sei ¢ > io beliebig. Dann existiert eine natiirliche Zahl i, m; < ¢i < I,
mit

2 N 1, sin’ gz —1) S & 1, sin® Z(giz — 1)
|qi—,r§f(n) @-1) | 2 \/m—|q1 X:: '"'(ﬁ)(z—_q‘_ij—|_
2 & " sin? gz —1)
A LICES LI
2 % l sinzg(qix—l)
—|qi1r ZRZ(;)WI .
=1 qi
Mit
o~ I (®)
R; =
(z) k:zH-l lnmk
gilt
2 I, sin® Z(gix —1)
H;R’(ﬁ)-—_(fj}:rl < Cilngi||R; ”Co[Ol' Z \/ln—

k=i+1

< 2C3\/Inmiy

-'H»l
Damit erhalten wir
qi—1

1. sin?
2 Ef(;)s——(—(_—j“l Ca/Inm; — Cs

™
i
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fiir alle 2 > 19, also ist der Satz bewiesen.

Beweis von Lemma 1 Wir betrachten die Funktion
h(t) := max (1 - lt|,0) .

Fiir die Fourier-Transformierte erhilt man

1
hw) = /(1— [t])e™ ™ dt
-1
1
= 2/(1 —t) coswt dt
0
1 —cosw
= e
Da -
/ B (W) + |w]?) dw < 0o

ist, gehort die Funktion h zum Raum H*(R). Damit sind durch

C(s) = [ A1+ |w|*)® dw

é\g

fir 0 < s < 1 endliche Zahlen gegeben. Mit hm(t) := h(mt) haben wir hm(w) =
#ﬁ(;‘;—) Folglich ergibt sich fiir 0 < s < 3

[t ar = o [ RO+ o)

1 - 1 s
= W/|h(w)|2(m+|w|2) dw

C(s)

ml—2s °

[o o)
1 N
< g [ PO+l o=
— 00
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Da 1 — 2s > 0 ist, kann eine Zahl m; so grof§ gewdhlt werden, dafl

C(s) 1

ml-?s 12

fiir alle m > m, gilt.
Die Hilbert-Transformierte der Funktion h ist stetig, und es gilt [2]

h(t) = 2_—7: / sign(w)h(w)e™ dw

und somit
(e <]
- 2 . 1—cosw
OIS 5;/|sxgn(w)—w2—|dw
1—
= l/ CRY dw =h(0) =1
™ w

Bezeichnen wir mit - die Hilbert-Transformierte der Funktion hn., so ist hm(t) =
h(mt). Damit haben wir |hm(t)] <1 fiir alle t € R.

Es seit; < ... < t; und § = min(tnt1 — tn). Fir m > g— und |t| > % haben
wir

hm (T)
t—1T1

IA
\Bl"
-
NER
S |3
>

drl

Sl"\gl..-

IA
-
ik~

=
3

O
Sy
3

<
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fiir alle m > mo gilt.
Wir betrachten nun die Funktion

l
f@&) =Y pahm(t —t) .
n=1

In der Summe ist hochstens ein Glied von Null verschieden. Damit ist
| f(t)| < max|p,| fiir alle t € R.
Weiterhin haben wir

l
f@) = hn(w) Y pre™H
n=1

und damit

n=1

oo (e o} 1
J @Ry ar = [P 13 pe P+ of)* o

[

12 (max [pa])? / o (@) (1 + [w?)® doo < (max pa)®

—00

IA

Es sei z € R beliebig. Dann kdnnen genau die beiden folgenden Fille eintreten:

1. Es existiert genau ein Punkt t; mit |z — tx| < %.
2. Bsgilt |t —tn| > fiir 1 <n <L

Wir wollen nun den ersten Fall untersuchen.

Es ist
o0 l (o}
1 [ f(n) ( 1 [ ho(r—t,) )
- CALEE = . P=- “mA  nJ .
vP— [ dr len VP e dr
— 00 n= — oo

Damit erhalten wir

3 (v [ )

!
n=1,n#k

—o00

1 (o]

1 hm (T — tn)
S 3 il fvry [P

n=1,n#k —00
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1 [e e}

1 hm (T —ta)
< p= Dm\’ — tn)
<  max|pa| Z ‘/Pﬂ_/ - dr

n=1,n#k oo
1 1
< max[pnli Z 1 < max |pn]| .
n=1,n%k
Und mit
1 hm(T—1
o (vP2 [ 2=t ar) <

erhalten wir

[vpl/f—(fldrlg2max|pn|.
m t—T1

Fiir den zweiten Fall haben wir bereits
lVP-l— / Mdrl < max |pa|
™ t—T

gezeigt, und damit ist das Lemma 1 bewiesen worden.
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