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Eine axiomatische Charaktersierung der
Hilbert- Transformation
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Abstract: The behaviour of the well known Hilbert-transform is investigated in the paper.
An axiomatic characterization of the Hilbert-transform is given. The result extends E.M.
Stein’s Theorem about the characterization of the Hilbert-transform.
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1. Einleitung und Problemstellung

In dieser Arbeit wird die Hilbert-Transformation von einem axiomatischen Stand-
punkt aus gesehen untersucht. Es wird eine genaue Charakterisierung des Input
Output Verhaltens der Hilbert-Transformation angegeben.

Im weiteren wird mit L2(R) der Raum der quadratisch integrierbaren Lebesgue
mefibaren Funktionen betrachtet. Mit C§°(R) wird die Menge alle unendlich oft
differenzierbaren Funktionen mit kompakten Tréger bezeichnet. Fiir eine Funktion
f € C&°(R) ist die Hilbert-Transformierte f durch

fo = onw=ims [ 10 4 (1)
[t—7|>€
- vpl [10 4 2)
T t—T1

gegeben. Der Grenzwert in (1) existiert fiir alle ¢ € R. Die Hilbert-Transformierte
f einer stetigen Funktion ist nicht unbedingt beschriankt. Zu jeder Menge E vom
Lebesgueschen Maf# Null kann eine steige Funktion f; € L?(R) der Gestalt ange-
geben werden, daB fi(t) = oo fiir t € E gilt [5]. Fiir Untersuchungen in dieser
Richtung und Relationen zum Verhalten des Poissonschen Integrals sei auf [4], [5]
und [6] verwiesen.



12 Holger Boche

Im weiteren wird mit f die Fourier-Transformierte der Funktion f bezeichnet, d.h.
es gilt fir alle f € C§°(R)

flw) = / Ft)e“t ds 3)

Fiir beliebige Funktionen f € L?(R) kann die Fourier-Transformierte f als L2(R)-
Grenzwert definiert werden. Aufgrund der Parsevalschen Gleichung gilt f € L?(R).
Fiir Funktionen f € C§°(R) besitzt die Hilbert-Transformation ebenfalls die Form

oo

=L f(w)(—isign(w))e™t dw . (4)
2T

—00

Hierbei wurde die Funktion

1 w>0
sign(w)=¢ 0 w=0

-1 w<o0

benutzt. Aufgrund der Parsevalschen Gleichung gilt damit

(WP dt = / F)dt (5)

8\8

d.h. man hat ||f]|2 = ||f|l>. Hierbei wurde mit |||l die L?(R)-Norm der Funktion
f bezeichnet.

Da die Hilbert-Transformation ein singuléres Integral ist, treten numerische Schwie-
rigkeiten bei der Errechnung der Hilbert-Transformation auf [2] [3].

Die Hilbert-Transformation spielt ebenfalls beim Leistungsbegriff in der Theorie
der elektrischen Netzwerke eine wichtige Rolle. Auf eine Darstellung der Rolle der
Hilbert-Transformation wollen wir jedoch nicht eingehen. Der Leser sei dazu auf
die Arbeiten [15] und [16] verwiesen.

Als néchstes werden einige wichtige Operatoren eingefiihrt.
Es sei 7 € R eine feste Zahl. Dann ist der Verschiebungsoperator T, durch

(TN = ft-1) _ (6)

definiert. Man hat ||T- fll2 = I f]l2-
Fiir eine reelle Zahl a, a # 0, ist der Delitationsoperator U, durch

(Uaf)(t) = f(a-t) (7
definiert. Es gilt ||Uasfll2 = jﬁ”f”z
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In der Arbeit werden nur lineare Operatoren S : L2(R) == L?(R) untersucht, fiir
welche ebenfalls
(IS]| = sup [ISfll2 < oo (8)

[Ifllz<1

gilt. Alle Operatoren sind somit beschrankt und linear.

Mit den eingefithrten Begriffen ist es nun mdglich, eine genaue Charakterisierung
der Hilbert-Transformation zuerzielen.

Es sei I'; die Klasse aller der Operatoren S, welche fiir alle Funktionen f € L?(R)
die folgenden Eigenschaften besitzen.

ai) Es gilt fiir alle Funktionen f € L2(R) und alle 7 € R

ST, f=T:;Sf . 9)
aii) Es gilt fiir alle Funktionen f € L?(R) und alle Zahlen a > 0

SUf =UaSf . (10)
aiil) Es gilt stets alle Funktionen f € L%(R)

SU_\f=~Sf . (11)

aiv) Fiir alle Funktionen f € L%(R) gilt die Gleichung

/ (S dt = / F)? de (12)

Eine genaue Charakterisierung der Operatoren, welche die Bedingungen ai)-aiv)
erfiillen, wurde von E.M. Stein [17] angegeben.

Satz 1. (E.M. Stein) Es sei S ein beliebiger Operator mit den Figenschaften ai)-
aiv). Es existiert dann eine komplexe Zahl X\, |A| = 1, mit S = A\H, d.h. im
wesentlichen (bis auf einen konstanten Faktor) ist die Hilbert- Transformation der
einzige Operator, welcher die Bedingungen ai)-aiv) erfillt.

Im weiteren wird das von E.M. Stein bewiesene Resultat untersucht. Vom prak-
tischen Standpunkt aus gesehen erweisen sich die Bedingungen ai)-aiv) als zu ein-
schrankend. Im weiteren soll die Forderung, dafl die Beziehungen ai)-aiv) fiir alle
Funktionen f € L?(R) gelten sollen, fallen gelassen werden. Es wird als nichstes
ein geeignetes Testsignal eingefithrt. Dazu wird die Bezeichnung

sin 7t

q(t) = » teR\{0}, (13)

Tt
und ¢(0) = 1 benutzt. Man hat

oo

/ lg(t) 2 dt =1

—o0
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Im weiteren wird gezeigt, dal eine grofie Klasse von linearen Operatoren allein
durch ihr Verhalten fiir die Funktion ¢ eindeutig bestimmt sind.

Es sei I'y die Klasse aller Operatoren S, die die folgenden Bedingungen bi)-biv)
erfiillen.

bi) Es gilt fiir alle 7 € R
ST,q=T,Sq . (14)

bii) Es gilt fiir alle a > 0
SUaq =U,Sq . (15)

biii) Die Funktion Q = Sgq ist eine ungerade Funktion, d.h. es gilt fiir alle t € R

stets Q(t) = —Q(—1).
biv) Fiir die Norm der Funktion @ ist

/ Q)|2dt =1 . (16)

Die Bedingungen bi)-biv) sind wesentlich schwécher als die Bedingungen ai)-aiv).
Fir die Operatoren S aus der Klasse I'y wird im néachsten Abschnit der folgende
Satz beweisen.

Satz 2. Es sei S ein beliebiger Operator mit den Eigenschaften bi)-biv). Es
ezistiert dann eine kompleze Zahl \, |\| =1, mit S = \H.

Mit Hilfe des Satzes 2 wurde eine axiomatische Charakterisierung der Hilbert-
Transformation erzielt. Eine &hnliche Charakterisierung existiert ebenfalls fiir die
periodische Hilbert-Transformation H,. Diese ist durch

e = imo [ L (a7)
e—0 27 tan '—Z—T
e<|t—T1|<m
1 [ f(n)
P— 1
27 tant—gl (18)

definiert. Hierbei ist f eine beliebige 27-periodische unendlich oft differenzier-
bare Funktion. Unter diesen Voraussetzungen existiert der Grenzwert in (17)
fir alle t € [—m, 7). Fir ausfiihrliche Untersuchungen zur periodischen Hilbert-
Transformation sei auf [10], [11] und [18] verwiesen.

2. Beweis von Satz 2

In diesem Abschnitt wird der Satz 2 beweisen. Dazu werden als erstes einige Be-
zeichnungen eingefiihrt.
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Im weiteren wird mit Wy, @ > 0, die Menge aller stetigen Funktionen f € L2(IR)
bezeichnet, fiir die Beziehung

/ \F(O) dt = / 1F ()P do (19)

—QaTm

gilt. Damit hat man f(w) = O fiir fast alle |w| > ar. Die Funktion f heifit
bandbegrenzt mit der Bandgrenze o - 7.
Fiir die Hilbert-Transformierte ¢ der Funktion ¢ gilt

kg

(1) = -5"; / sign(w)e™! dw

_ 1 —cosmt
- 7t ’

Hierbei wurde fiir die Fourier-Transformierte ¢ der Funktion g die Darstellung

1 |wl<m
iW={1 lf=n
0 |w>m

benutzt. Weiterhin wurde die Darstellung (4) der Hilbert-Transformation bertick-
sichtigt. Wenn eine Funktion zur Menge W, gehort, dann gehort ebenfalls die
Hilbert-Transformierte f zur Menge W,. Dies folgt unmittelbar aus der Darstellung
Darstellung

ft) = —-2% / sign(w)f(w)ei“’tdw .

—Qam

Fir die Funktion f aus der Klasse W, gilt die Darstellung

f(t)—iri ()i’iﬂ— Zf() at-k)  (20)

wobei

dt=0 (21)

M< S G

gilt. Die Beziehung (20) stellt die Shannonsche Abtastreihe dar [13], [14]. Die
Beziehung (22) ist eine unmittelbare Konsequenz der Beziehung (21). Fir eine
ausfiihrliche Diskussion dieser Resultate sei auf [7], [8] und [9] verwiesen.

[ 50 - }: 7(£) -atat - 1)

und
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Da die Funktion f ebenfalls zur Menge W, gehért, hat man

=;Zf( )—Cos—mrfft‘:;) (23)

wobei die Reihe auf der rechten Seite von (23) ebenfalls beziiglich der L?(R)-Norm
und gleichméafig auf ganz R konvergiert. Mit den eingefiihrten Bezeichnungen wird
der Satz 2 bewiesen.

Beweis: (Satz 2)

Der Beweis wird in 2 Schritten gefiihrt. Als erstes wird die Gleichung Sf = \-H f
fiir alle f € W, bewiesen. Dann wird das Resultat fiir alle Funktionen f € L?(R)
gewonnen.

1. Schritt: Es sei f € W) beliebig mit der Darstellung

.S f T = S FRTa)e)

k=—o00 k=—00

Die Reihe ist beziiglich der L?(R)-Norm konvergent. Damit ist
(SHE) = Z FR)Q(t k) , (24)
k=—o00

wobei die Reihe beziiglich der L?(R)-Norm konvergiert. Hierbei wurde die Bezei-
chung Q = Sq benutzt. Diese Tatsache folgt unmittelbar aus der Stetigkeit des
Operators S. Jede Funktion f € W) gehort ebenfalls zur Menge W, a > 1. Damit
erhilt man ebenfalls fiir alle @ > 1

Z £(5) et - Z iG) v @)

Die Konvergenz von (25) ist ebenfalls beziiglich der L?(R)-Norm gegeben. Dies
ergibt nun

> (&) svrnan=- 3 (5 w.rsow

k=—o00 k=—o0
. 7(£)Qtat -5 (26)
k=—00

Es wird nun die Fourier-Transformierte S f untersucht. Dazu nutzt man die Parse-
valsche Gleichung und die Darstellungen

2 L 2

=5 [ |fw -

-7

(o)

/

— 00

N

1= f(k)att—k)

k=—N

i f(k)e—“w dw (27)

k=—N
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bzw
/ f(t) - Z f(a)-q(at—k) dt =
e k=—N
== 7 lf”(cu) . ‘Z: f(ﬁ)e“if“ 2 dw . (28)
27 a " \a

Mit (27) und (28) erhidlt man
; = —ikw __ 1 - k —iky
flw) = k;mf(k)e ko = Ek;wf(a)e ko (29)

wobei die beiden Summen auf der rechten Seite von (29) in der L?(—an, ar)-Norm
konvergieren. Mit den Darstellungen (24) und (26) erhilt man fiir die Fourier-
Transformierte Sf der Funktion Sf die Darstellung

SH@ = Y f(k)e™ Q) = fw) - Q)

k=—o00
kel
=§k§mf(;)e -(3)
=fw-Q(%) (30)

wobei die Beziehung (30) fiir fast alle |w| < 7 gilt. Da (30) ebenfalls fiir alle f € W,
gilt, hat man fir fast alle |w| < 7

Q) =Q (%) . (31)

Da die Beziehung (31) fiir alle Zahlen a > 1 gilt, und Q ist eine ungerade Funktion.
Damit existiert eine Konstante Cy mit

s, | C w € (0,m)
Q) = {—62'2 w € (=m,0) . (32)

Nun wird die Darstellung

sinm(t —7) 2. sinw(k — 7) sinw(t — k)
(t—1) z mwk—-71) 7w(t-k)

=—00

benutzt. Es gilt also

(T,q)(t) = Y (Trq)(k) - (Tkq)(t) . (33)
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Die Reihe auf der rechten Seite von (33) ist in der L?(R)-Norm konvergent. Damit
ist

Qt —7) = (STrq)(1) Z (T-q)(k) - (Tq)(t)

k=—00

> (Trg)(k) - (STq)(t)

k=—o00

- i sinm(k = 7) 04— gy | (34)

Bt w(k — 1)

Il

Durch Anwendung der Fourier-Transformation ergibt sich daraus
2. sinw(k —7)
A —iTw __ - —ikw | A A A —iTw
Qw)e™ = k:;oo ko) QW) = q(w)Q(w)e :

fir fast alle w € R.
Damit muf3

Qw) =0 (35)

fiir fast alle |w| > 7 sein. Folglich ist

1—/|Q ()2 dt = /ICz|2 =GP,

womit |Cy| = 1 gilt. Fir die Funktion @) gewinnt man somit die Darstellung

™

Qt) = Cs - i/sign(w)eiw‘dw =i Gy LT (36)
2m 7t
Dies ergibt mit Cy =i - C, fiir alle Funktion f € W)
s (i
SHO=Co- S 1K) B e, (37)

k)

womit der Satz 2 fiir Funktionen f € W; bewiesen wurde.

k=—o00
2. Schritt: Es sei nun f € L?(R) beliebig. Es sei weiterhin ¢ > 0 eine beliebige
Zahl. Es wird die Funktion f,, mit

fn(w) - {f(w) lw| < nm

0 Jwl>nn

betrachtet. Fiir die Funktion f,, mit

— 1 uut
= / duw (38)
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ergibt sich aufgrund der Parsevalschen Gleichung
1O - /@ de=1j |/ do (39)

—co [u>[>n7r

d.h. es existiert eine natiirliche Zahl no, so daB

2

J )-fu()\'dt\ <e (40)
ist. Nun hat man

/«<*)= E /noi-1"Cf0" E /-OAW"X*), 41)

n(n

! VnO/ Tr(n,t - Vn,/
also
(5/no)(*)= E foo(-)(SUn,T+q)(1)
/" Nhyoovo
E /«(=)<2(«0i - k) = C(Hf)(D) . “2)
jfe=—co

Darnit erhdlt man

\(Sf)(t) C,*» (Hp@W\'d) =i I1\(SHD® - (S}, )0 +

0, (D - C - (HYW\d)®

co

< T \SHO-(S)\dt\  +

I \C(Hf,)(®) - CAHP®)\' dt

NN \f(t)fn(t)\dt\ t

F T VO
<(||5]| + D-e. (43)

Da aber e > 0 beliebig ist, hat man §f = C, * (W/). Da ebenfalls / <E L’(E) eine
beliebige Funktion ist, wurde der Satz 2 bewiesen.
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3. Absolut integrierbare Funktionen

In Abschnitt 2 wurden nur quadratisch integrierbare Funktionrn zugelassen, d.h.
es galt stets f € L?(R). Es wurde gezeigt, daB ein Operator S, welches den Be-
dingungen bi)-biv) genligt, stets die Form S = A besitzt. Es war von vornherein
klar, dafl iiberhaupt ein System S mit den entsprechenden Transformationseigen-
schaften existiert. Hier war die Hilbert-Transformation #H ein spezieller Kandidat
fiir ein solches Operator S. In diesem Abschnitt soll nun eine weitere Fragestellung
in dieser Richtung untersuchen. Es wird der Frage nachgegangen, ob ein Operator
S existiert, welches die Bedingungen bi)-biii) erfiillt und fiir das fiir alle absolut
integrierbaren Signale f, d.h. f € L*(R), stets die Beziehung

] (SF) ()] dt < Cs / \F(0)] dt (44)

gilt. Die Konstante Cs in der Ungleichung (44) soll dabei von der speziellen Funk-
tion f unabhingig sein. Es wird gezeigt, dafl kein solcher Operator S existieren
kann. Dieses Resultat fassen wir in dem folgenden Satz zusammen.

Satz 3. Esseit S ein beliebiger Operator, welcher den Bedingungen bi)-biii) genigt.
Dann kann eine Funktion f; € L*(R) mit

/ (0] dt < 1

konstrutert werden, so daf

o]

- / (SA)(®)]dt = oo (45)

—00
ist. Damit kann das System S nicht der Ungleichung (44) geniigen.

Beweis:

Der Beweis des Satzes 3 soll indirekt gefiihrt werden. Es wird also angenommen, dafl
doch fiir alle absolut integrierbare Funktionen f die Beziehung (44) gilt. Hierbei
muf die Konstante Cs von der entsprechenden Funktion f unabhingig sein. Es
wird die Funktion k, welche durch die Beziehung

1 lwl < 3
kw)=q20-4) 2 <<

definiert ist, betrachtet. Die Funktion k ist absolut integrierbar, d.h. es gilt k£ €
€ L'(R). Fiir alle absolut integrierbaren Signale f mit f € W,, 0 < a < %, erhilt
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man

Il

10 = [ ke -rydr=5- [ foh@e @

> FOkE-1) .

l=—o0
Im weiteren wird nun K = Sk gesetzt. Die Funktion K ist aufgrund der Bedingung
biii) ungerade. Dies ergibt

SHKY =Y FOKE-1).

l=—o00

Die Funktion Sf ist nach Voraussetzung absolut integrierbar. Dies ergibt

ShHew) = ( f: fe™ ™) R (w)

I=—o00
= fwK (W) .
Es sei nun 0 < 3 < 1 beliebig und mit fg(t) = f(5t) erhilt man

(Sfp)t) = (SH)(BY) .
Dies ergibt

%(s‘f)(—;-) = fs@R W) = 2 ()R W) .

Somit erhalt man fiir alle 0 < <1
(SHW) = F@K (W) , o] < 3 -

™| =
™| &

Damit muf A R x
R(w) = R(pw), ol < 7, (46)

fir 0 < B < 1 sein. Die Funktion K ist nach Voraussetzung absolut integrier-
bar. Damit muf§ die Funktion K gleichmaBig stetig sein. Dies ergibt aufgrund der
Gleichung (46)

|K(w)]=Cy >0
fiir |w] < %. Fir0 <w < % ist
K(w)=Cs .
Da die Funktion K ungerade ist, mufl
|K (w) - K(~w)| = 2ICs| >0
fiir 0 < w < § sein. Damit kann nicht
o, ) = i, K@)

gelten. Somit ist die Funktion K nicht absolut integrierbar. Folglich ist der Satz 3
bewiesen worden.

Natiirlich gilt fiir 1 < p < oo stets H : LP(R) — LP(R). Der Satz 3 zeigt, daf} der
Fall p = 1 eine Sonderstellung einnimmt. Die Ursache hierfiir ist in den geforderten
Translations- und Dilatationseigenschaften zusehen.
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4. AbschlieBende Bemerkungen

Es ist bekannt, dabei der numerischen Berechnung der Hilbert-Transformation eine
ganze Reihe von Problemen auftreten. Die Arbeit stellt einen Beitrag dar, Systeme
zur Ermittlung der Hilbert-Transformation zu entwerfen. Unterschiedliche Systeme
zur Ermittlung der Hilbert-Transformation sind unter anderem in der Optik schon
lange bekannt [1], [12]. Mit Hilfe des Satzes 2 ist es nun moglich, alle in Frage
kommenden Systeme genau zu charakterisieren. Es mufinur noch das Input-Output
Verhalten des Systems fiir ein Signal untersucht werden. Damit konnte das Problem
des Systementwurfs wesentlich erleichtert werden.
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