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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CLANKY A REFERATY.

O pojmu pravdépodabnosti.

Otomar Pankraz.

V zimnim semestru 1938—39 a v letnim semestru 1939 jsem
konal na Karlové université prednasky z poétu pravdépodobnosti.
pii ¢emZ jsem byl nucen vypracovati pro své posluchade Gvodni
kapitolu o pojmu pravdépodobnosti obsirnéjsim zptisobem, nez jak
uéinil na pi. Kolmogoroff ve své knize .,Grundbegriffe der
Wahrscheinlichkeitsrechnung® (Berlin 1933). Ukézalo se
totiz, Ze jest nutné vyloziti mnohé dilezité pojmy a vztahy, diive
nez se zavedou pravdepodobnostm ax1omy Hledél j | jsem tak uéiniti
zpisobem struénym, presnym a jasnym, ale p¥i tom wplnym.
Jestlize nékteré pojmy, jako na p¥. isomorfismus, nejsou v této
stati vyloZeny, odkazuji &tendfe na svoji studii ,,0 axiomech
poétu pravdépodobnosti (Rozpravy Jednoty pro védy po-
jistné, Praha 1939), kde jsem diskutoval hlavné problematicka
mista v zdkladech tohoto podtu. Pfipominam, Ze tavahy, které
piedkladam, jsou schopny zobecnéni na t. zv. svazy (angl. lattices?)
a Ze jich lze pouziti jak pro obytejné statistické teorie, tak i pro
statistiky fysikdlni. K uveifejnéni této stati dochazi na Zadost
posluchaéi, aby méli vhodny dvod k rtznym novéjsim pracim
z poétu pravdépodobnosti.

I.
MnoZiny uzaviené vuéi operaci. Téleso.
Nejlepsim formalné matematickym nastrojem kterékoliv teorie

poétu pravdépodobnosti jest teorie mnozin a proto jevi se ucelné
zavésti predem nékteré teoretmkomnomnove definice.

Budtez
a, b cd,...

elementy zcela abstraktni povahy a

- 1) O souvislosti svazl a plavdepodobnostl viz na pr. V. Glivenko,
Théorie générale des structures.’ (Actuahtes sei. et industr. No. 652
Paris 1938) Str. 7, 26~ . : '
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M ={a.b.c,d....} A

mnoZina z nich sloZena. Okolnost, Ze element a patii do M pidme —

jak jest obvyklé — jako .
o ' aeM:

je-li N podmnozZina (8isteénd mnoZina) pro M anebo jsou-li obé

tvto mnoziny stejné, pak tento jejich vztah oznaéime

M2N.,

Necht pro uspoifadanou dvojici elementi a, b ¢ M jest defino-
van predpis (bmarm dvo;clenna operace) @, pomom kterého se
k této dvojici pfifazuje jeden a jen jeden symbol e. coZ piseme

D(a.b) = e anebo také (a Pb) =e.

Nyni jsou mozné piipady:

1. Bud symbol e ma smysl. takZe znadi abstraktni element
a potom pravime ,operace @ jest v M definovdna‘. Obecné pii
tom: bud’ e € M anebo e nepatii do M. e sluje vysledek operace @.

. Anebo symbol e jest beze smyslu, takze @ pro danou dvojici
a, b neni definovina, protoze e nepredqtavu]e zadny abstraktni
element.

Pomoci téchto pojmi si zavedeme nasledujici dvé definice:

Definice 1. Jestlize operace @ pro libovolnou dvojici ele-
mentt z M dava vysledek, ktery opét pat¥i do M, pak M sluje
uzaviend mnozina vzhledem k @.

Pro elementy z M mutize byti obecné definovano vice operaci @;.
D, D,, . ... piidemz jest lThostejné. jsou-li tyto operace navzajem
na sobé zavislé ¢i nikoliv.

Definice 2. MnoZina M se nazyva télesem, je-li uzaviena
vudéi kazdé operaci, kterd v M jest definovana.

Prozatim jsme uvaZovali jen dvoudélenné operace, coz vSak
neni nutné. Pro tdele teorie pravdépodobnosti jest haopak vyhodné.
jestlize se definice uzavienosti a télesa vztahuji na operace bez
ohledu k tomu, jsou-li jednoélenné (unirni) & dvouélenné.

. o IL
Pojem nahodného jevu.?)

Ve védeckych teoriich popisujeme ]evy pomoci vét téchto
druht:

1. Véta kausalni. ,,Jev B se uskutecm tehdy a jen tehdy,
kdyZ pfed nim nastane jev 4.

2) Rozeznavam slovo ,,ndhodny‘ od ,néhodovy‘. Nahodnym muze
byti jev (tedy jen to, co se uskutetiiuje). Vyrok (véta, funkce, veli¢ina a pod. ),
ktery popisuje nahodny jev, jest ndhodovy.
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4 nazyvime pii¢inou jevu B a B uéinkem (nebo: ndsled-
kem) jevu 4.

2. Ndhodova véta Vx. Budiz
JIIX = {E) 7, C: .. '}

mnozina elementt &, 1, ¢, ..., které nazyvejme elementidrnimi
jevy. Pak jest
Vx =,,Jev X se uskuteéni tehdy a jen tehdy kdw pred nim

se vyskytne jeden z elementarnich jevi mnoziny M x*.

X sluje ndhodny jev.

Ma-1li mnozina Mx jen jediny element, pak véta Vx prechdzi
ve vétu kausalni.

Ma-li se uskuteéniti jev X, musf byti splnéna tato nutni
a postadujici podminka: pfed vyskytem jevu X musi se uskuteéniti
jeden a to jen jeden (nezalezi vSak na tom ktery) elementarni jev
z mnoziny Mx. Jev X se tedy neuskuteéni, jestlize pfed nim nastal
jev, ktery nepatii do M x. Nahodnost jevu X jest zplsobena prave
okolnosti, Ze jeho vyskyt nenastane jen pii jediném elementarnim
jevu, nybrz pii vice takovych jevech.

Mnozina M x muZe byti koneéna, nekoneéna spocetna anebo
nespodetna.

Znime-li mnoZinu M x, zname tim také aplné jev X a obracens.
Kazd4 mnozina My definuje tedy uréity nahodny jev X a vSude,
kde v nasich tvahach pichazi X, miZeme jej nahraditi mnoZinou
Mx. Jest proto zcela ekv1valentn1 mluvime-li bud o ,.jevu X*
anebo o ,,mnoziné M x*.

III.
Struktura statistické teorie.

Diuvod, aby néjaka védecka teorie £ mohla byti oznadena jako
statistickd, leZi v okolnosti, Ze 2 prostiednictvim nadhodovych vét
Vx, Vg, . .. pojednava, o nihodnych jevech X,Y,... KaZdou
statistickou teorii 2 maZzeme proto povazova‘m za mno¥inu urmtych
nahodovych vét:

={Vx, Vy,...}.

Tazati se po struktufe teorie ©Q znamena:

1, udati transformativni pravidla, jak z danych nahodovych
vét z Q pomoci uréitych elementarnich vétnych spojeni, kters. 180‘[1
v Q defmovana lze odvozovati nové nadhodové véty, a .. ..
2. zjistiti, zdali soubor viech vit teorie £2 jest uzavieny éi
nikoliv.

(1.) Za elementarni vétna sp03e111 (t. j. operace v mnoziné ),
kterym kaZd4 statisticks teerie musi Vyhovovatl budeme pova-
zovati nasledujici t¥i,operace: . *-. . SERRTE:
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1. binarni operaci ,,a‘“: ,,Vx a Vy“, to zn. ..plati obe véty
Vx a Vy“;

2. binarni operaci ,,nebo*: ..V y nebo Vy nebo obeji”, t. zn.
,,plati aspoii jedna z vét Vx, Vy*;

3. undrni operaci ,,ne (nikoli)*‘: ,.nikoli Vx*. to zn. ..plati-li V.
pak véta Vx neplati (a naopak)‘.

K tomu ihned lze odvoditi nasledujici ekvivalentni réeni:

pro nahodné jevy pro mnoziny elementarnich jevi

1. jevy X a Y se vyskytnou sou- | 1. prinik My . My;
éasné (nastanou pravé jevy

X, Y); ‘
2. nastane aspoil jeden z jevi | 2. soubet My 4+ My;
X Y;
3. jev X nenastane. 3. znaéi-li EFo mnozinu vsech

elementarnich jevi, Kkteré

v teorii Q prichizeji v tvahu.

pak jde o mnoZinovy doplnék
o— Mx.

(2.) Abychom zodpovédéli otazku uzavienosti teorie £2. po-
uwzijeme principu logického empirismu:

Kazd4a véta Vx statistické teorie 2 musi byti vétou
empiricky kontrolovatelnou; véta, ktera se neda (at
pr¥imo ¢&éi nepiimo) empiricky zkontrolovat, jest pro 2
beze smyslu.

Tento princip zasahuje velmi radikalné do védeckého mysleni,
protoze odistuje teorie od vét nedokazatelnych, které jsou jen pii-

ey

tézi védeckého vyzkumu.

Nyni jsou v zisadé mozny dva piipady:

I. Vysledek spojeni dvou libovoln}’rch vét teorie 2 jest véta
empiricky kontrolovatelna. Pak rovnéz popisuje ndhodné jevy.
z teorie 2 a jest tedy vétou, kterd patii do Q.

Z toho plyne: Véty statistické teorie 2 tvoii (v tomto
pFipadé) téleso (vétné).

Piejdeme-li od vét k mnozindm elementarnich jevi, obdrzime
ekvivalentni vysledek: MnoZiny elementarnich jeva statis-
tické teorie 2 tvori (mnozZinové)téleso, které obsahuje Hy,
jakoZto nejvétsi mnoZzinu. Kaidd mnoZina My elementirnich
jeva teorie 2 jest podmnozinou pro Eg:

Eq2 My.

lvrzem obsazens v téchto vysledeich muZeme oznadéiti ]ako

spojovatelnost vét v teorii 2. V tomto piipadé jsou zahrnuty
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na pi. teorie vitdlni a hospodarské statistiky a vibec vSechny
statistické teorie, které se tykaji makroskopickych jevi.

II. Spojovatelnost vét neplati v8ak obecné pro mikroskopické
jevy kvantové fysiky. Je-li £ uréitd statisticka teorie kvantové
fysiky, pak spojenim dvou vét z této teorie obdrzime

1. bud vétu, ktera jest empiricky kontrolovatelnd, tedy
vétu v O,

2. anebo vétu, kterou empiricky nelze prokazat (tedy vétu
empiricky beze smyslu), takZze vysledek vétného spojeni nepatii
do 2, adkoliv obé véty, na kterych toto spojeni bylo pouZito, do £
patii.

Rozhodnuti, ktery z téchto dvou piipadd v kvantové fysice
nastane, opira se o Heisenbergovy relace neuréitosti: plati-li pro
dva ndhodné jevy z 2 Heisenbergova relace neuréitosti,
pak véty témto jevim prifazené nejsouschopny spojeni.

Mame tedy vysledek: MnoZina vét urdité statistické
teorie kvantové fysiky neni uzaviend viadi zdkladnim
vétnym spojenim (tedy: netvori vétné téleso). K této mno-
Ziné existuje sice mnoZinovy systém mnozin elementarnich jevu, ale
tento systém neni mnozinovym télesem. Lze vSak naproti tomu
dokazati: Mnozina v8ech vét statistické kvantové teorie
d4a se nahraditi mnozinou projektivnich operatoru v ab-
straktnim Hilbertové prostoru. (J. v. Neumann: Mathema-
tische Grundlagen der Quantenmechanik. Berlin 1932. Str. 130
az 134.) '

%

Dva ndhodné jevy X, Y, které se navzajem vyluéuji. sluji
alternativni. Jest to pfipad, kdy pranik odpovidajicich mnozin
Myx, My jest nulovd mnozina:

Mx. My =0,
to zn., ze My a My jsou disjunktr_xi mnoziny.

K této nulové mnoziné patii véta:

Vo = ,,zadny z nahodnych jevi nenastane‘.

Véta V, patii do kazdé statistické teorie, protoze bez ni bychom
nemohli vysloviti ¢etné jiné véty téchto teorii.

IV.

Pojem pravdépodobnosti.

Budtez X, Y dva nédhodné jevy statistické teorie Q a M x, My
jim odpovidajici mnoZiny elementérnich jevi.
Polozme si néasledujiei otdzku, ktera tvofi jadro problému
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indukce: Vime-li, Ze se uskuteé¢ni jev X, kdy muzeme
z toho usuzovati, %Ze se uskuteéni jev Y'? _

Matematické zpracovani tohoto problému lze provésti riznym
zpusobem.

Necht My resp. My jest mnoZina elementarnich jevi, pii
kterych nastane X resp. Y. Pak nutnd podminka, aby platil vétny
vztah .
. Kdyz Y, pak X*

jest platnost mnoZinového vztahu
My 2 My.
Tato podminka neni v8ak postadujici, protoze obecné:
,, Kdyz X, pak muzZe, ale nutné nemusi Y.

Vztah My 2 My tedy sam o sobé nepostacuje k rozhodnuti
problému indukce. K tomu jest tieba, aby mezi mnozinami M x, My
bylo tésnéjsi spjeti neZ jest pouhd teoretickomnoZinova inkluse.
O podminkach této tésnosti pojednava teorie £. Soubor téchto
podminek ohodnotime tim, Ze ke vztahu Mx D My prifadime jedno
a jen jedno &islo P(X, Y) jakoZto miru t8snosti mezi My a My.
Cislo P(X,Y) budeme nazyvati pravdépodobnosti jevu Y
vzhledemk jevu X anebo také ,,pravdépodobnost, ze X, kdyz Y.

Patrno, Ze obecné jde o vétny vztah
,,Jestlize X, potom Y s pravdépodobnosti P,

to zn., patii-li néjaky element do X, pat¥i s pravdépodobnosti P
také do Y*.

-Pravdépodobnost jest tedy &islo pfifazené uréitému vztahu
mezi dvéma ndhodnymi jevy X, Y a ma smysl jen se zietelem
k dané statistické teorii £2. V riznych statistickych teoriich pro
tytéz jevy X, Y muze miti éislo P rtzné numerické hodnoty. pro-
toZe ohodnoceni vztahu Mx 2 My zavisi na hledisku (principech),
které v té&chto teoriich zastdvame.

Zavislost ¢isla P(X, Y) na dvou argumentech vyjadiuje pravé
okolnost, Ze pomoci pojmu pravdépodobnost chceme zvladnouti
induktivni vyzkum, nebot v problému indukece jde (nejméné) o dva
nadhodné jevy.

Které formdlni vlastnosti musi miti éislo P(X, Y) abychom je
mohli povaZovati za pravdépodobnost, o tom nas poudi axiomy.
Podle volby téchto axiomid obdrzime rtzny druh poétu pravdé-
podobnosti. Jsou-li tyto axiomy stanoveny, pak jedinou tlohou
poétu pravdépodobnosti jest: z danych pravdépodobnosti odvo- -
zovati nové pravdépodobnosti. Poéet pravdépodobnosti nejedna
tedy o zpiisobu, jakym jest &¢islo P piifazeno ke vztahu My 2 My,
nybri vychazf z tohoto pfifazenf jaKo z daného adaje. '
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MuzZeme proto souborné Fici: Jedinou a nejdilezitéjsi ulohou
statistické teorie Q jest odvozeni ¢isla P pro wréity vztah My O My.
Odvozeni pravidel, podle kterych poéitame s &isly P. jest tikolem
(uréitého) podétu pravdépodobnosti. Statistickd teorie tvo¥i tedy
zaklad poétu pravdépodobnosti a obracené bez poétu pravde-
podobnosti byla by tato teorie netGplna. protoze by nebylo moiné
z jejich Gdaju odvoditi néjaky zévér.

V.
Mnoziny isomorfni se statistickymi teoriemi.

Diive nez se rozhodneme pro wréité axiomy podtu pravde-
podobnosti, uvazme, kterymi mnozinami lze danou statistickou
teorii 2, t. ] urditou mnozinu nahodovyeh vét. nahraditi.

V1me Zze kazdi ndhodova véta Vy. kterd pojednavi o nahod-
ném jevu X, da se nahraditi mnoZinou M y. Provedeme-li néjakou

- (1 « . y v 4 -
operaci &P na véty Vx, Vy, ..., pak jest viZdy mozné nalézti
1 . (1 . . g
k @} vhodnou operaci @47, kters by byla pouzitelna na mnozinach
My, My.... Opak vSak neplati: z okolnosti, Ze na mnoZinach
Mx, My, ... lze provésti operam DF), obecnd jests neplyne. e
k ni existu]e vhodna operace (DV mezi vétami Vy. Vy....; ope-
2) oy ;o < v
race QD(V) miuze ale nemusi miti smysl. Véty Vx, Vy, ... moZno
tedy vzajemné jednoznadéné zobraziti na mnoziny My, My. .. .,
ale jejich mnozina

{(Vx, Vp....} (1)

obecné neni isomorfni systému mnoZin
{Mx, My. .. .}; (-)‘)

tento isomorfismus plati tehdy a jen tehdy. tvori-li véty Vx. Vy....
Booleovu algebru.3)

Vznikd proto nésledujici otdzka: Jakou mnozinou M d4a
se nahraditi mnoZinovy systém (2), aby M byla isomorfni
s mno%inou (1)? Jest pfirozené, Ze mnozina M bude ziviseti na
operacich které jsou v (1) definovany; podle volby téchto operaci
musime zvoliti elementy v M a jejich spojeni.

Ve zcela abstraktni formé, bez zfetele k specidlnim inter-
pretacim, miiZeme proto statlstlckou teorii 2 povazovati za mmno-
zinu abstraktnich elementi X, Y, . . .. p¥i éemzZ piipoustime viechny
mnoziny, které s £ jsou isomorfni.

Nas§ postup se tedy rozpada ve t¥i Gasti:

-1. Vychazime z vét Vx, Vy, ..., které tvoii uréitou statis-
tickou teorii Q.

3) O Booleovd algebie viz na pr. Glivenko, loc. ¢it., str. 36.
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2. Na to vvhledame odpovidajici mnoziny elementarnich jevi
My. My. ... a pomoci uvedené statistické teorie Q odvodime
gisla P(X, Y) pro vztahy Mx O My.

3. V daldim nejsou mnoziny elementarnich jevii nutné. nybrz
muzeme pouZiti elementh kterékoliv mnozZiny, ktera jest iso-
morfni s Q.

VI.
Axiomy poétu pravdépodobnosti.

Pomoci isomorfnich mnozin s 2 — které rovnéz znaéme 2 —
muzeme udati dva axiomatické systémy pro éisla P(X. Y).

Diive viak jeits si zavedme tuto pomocnou definici: Dva
abstraktni elementy X, Y z abstraktni mnoziny Q, které jedno-
jednoznaéné pii daném isomorfismu odpovidaji mnozindm My, My
elementarnich jevi, sluji alternativni, jestlize tyto mnoziny
jsou navzajem disjunktni. Podobné operaci X ¥ Y necht v.tomto
isomorfismu odpovida teoretickomnozinovy soudet My + My.

Budiz nyni 2 (koneéna nebo nekoneéni) mnozina abstraktnich
elementa X. Y, Z. ... | Pak (2, P) se nazyva

obyéejnym | kvantovym

rozdélenim pravdépodobnosti P v £, jsou-li splnény tyto
podminky:

I,. 2 jest téleso vuéi operacim-| I,. £2 obecné neni uzaviend mno-
v ni definovanym. Zina vadi operacim v ni defi-
novanym.
11, = 11,. Ke kazdym dvéma elementim v X, ¥ € 2 jest pfifa-
zeno jedno jediné realné ¢islo P(X, Y) > 0.
111, = I1I,. Pro libovolny element X e 2 plati P(X, X) =
1V, = 1V,. Jsou-li Y, Z dva alternativni elementy, pak
PX.YVYZ)=PX,Y)+ PX, Z).

V,. Existenéni axiom. Vyznam
maji jen takové vztahy mezi
¢isly P, jejichz viechny ar-
gumenty jsou v Q.

I

Existen¢ni axiom pro oby¢ejné rozdéleni jest zbyteény, protoze jest
jiZ obsaZen v pozadavku uzavienosti I, mnoZiny Q.

Tyto axiomatické qystemy jsou bezespome, ale nikoliv Gplné,
takze pfidanim novych axiomu lze je upraviti tak, aby se hodily na
problémy, - které pravé zkoumame. Tak na pi. ke kvantovému
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rozdéleni pfibirame axiomaticky nékteré vlastnosti Schrodingerovy
vlnové rovnice, jak ukazal na pt. M. Strauss v pojednani ,,Zur
Begriindung der statistischen Transformationstheorie
der Quantenphysik® (Sitzungber. d. preuss. Akad. Berlin 1936.)
anebo pojem télesa specialisujeme (na p¥. na pojem ,.Borelovo
téleso™), ¢imz do axiomatickych systémii muZeme zavésti infi-
nitesimalni pojmy limity pfipadné spojitosti.

- VIL
Specidalni pojmy pravdépodobnosti.

Kdyby kazdy ze zavedenych axiomatickych systéma byl aplny.
byl by pomoci ného definovan vidy jen jediny pojem. ProtoZe jsou
viak neaplné. mizZe jim vyhovovati vice pojmu. Kazdy pojem P.
ktery vyhovuje uvedenym axiomtm, nazveme pravdépodob-
nosti. o

Podle povahy zkoumanych-otazek. budou to razné pojmy.
z nichz uvedme dva jako nejdulezitéjsi.

1. Pojemabsolutni(nepodminéné)pravdépodobnosti.

Necht 2 jest mnozinové téleso mnozin A4, B. ... elementarnich
jevii. Pak obsahuje nejvétsi mnozinu Egq. Cislo
P(E-Q: A)

ozna¢me si struéné P(4) a nazveme absolutni (nepodminénou)
pravdépodobnostijevu 4 pii .,samoziejmém* predpokladu K.

2. Pojem podminéné pravdépodobnosti. Pomoci abso-
lutni pravdépodobnosti definujme zlomek

P(AB)
P(4)

za piedpokladu P(A4) > 0. Struéné tento zlomek nejéastéji zna-
¢ime jako P4(B) a nazyvame pravdépodobnosti jevu B piti
podmince 4.

Ze vskutku tyto speciilni pojmy axiomtm vyhovuji, o tom viz
dikaz na pf. Kolmogoroff, loc. cit., str. 2, 6 nebo K. Rychlik,
Uvod do podtu pravdépodobnosti (Praha 1938), str. 27, 28.

Uvedenym zjednodusenim lze vySetifovani vlastnosti pravdé-
podobnosti pievésti do teorie aditivnich jednoargumentovych
mnozinovych funkei. Je to ovSem specialisace velmi Gd&elnd, ale
zdaleka nevyéerpavajici obeeny pojem pravdépodobnosti, jak jest
nasimi axiomy definovan.

Poznamka. Ze kromé toho ve statistické praksi jest vyhodna
interpretace pravdépodobnosti jako limitni relativni ¢etnost, jest
vieobecné znamo. Tato interpretace rovnéZ se zatazuje pod nase
axiomy. . i
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