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Oznacéime-li kterykoliv z téchto trojahelnika jako i-ty, bude
{7 & 1)-ni trojuhelnik sousedni. Dva sousedni trojahelniky maji
]eden thel spoleény. Uhly oznaéme tak, Ze B; = a;.;, Gili také

= Bi—1. Trojthelnik (i 4 2)-hy bude k i-tému protilehly. Z obr. 4
je zfejmo, Ze (pii y = R) plati vztahy

a, Citr1 ag ;
}: R—{ : }: Chss. (14)
bi Ci—1 1315
Prva a druhi véta cosinova pro -ty trojahelnik ma tvar
cos ¢; = cos a; cos b; = cotg «; cotg B;.
Podle (14) bude
cos ¢; = sin ¢;4+1 sin ¢;—; = cotg ¢; 2 cotg ci—a. - (15)
To vSak je pravidlo Neperovo. Pfepony c; péti trojuhelnika tvoii
totiz pétithelnik .

a rovnici (15) lze vyjadfit slovy: cosinus kteréhokoliv prvku péti-
thelnikového schematu je din souéinem sint pfilehlych prvka
nebo soudinem cotangent protilehlych prvki.

Podle toho dostdvame pro pravothly trojahelnik dvé serie
rovnic

cosc=cosacosb=ootgcxcotgﬂ
sin @ = sin xsin ¢ = cotg B8 tgb
cosx = sin Bcosa = tgbcotgc
cosf =cosbsina =cotgce tga
sin b =sincsin f = tga cotg «.

Pravidlo a schema zde uvedené se lisi ponékud od pravidla
obvykle uvadéného. Je vsak toto znéni oduvodnéno celou geo-
metrickou konstrukei, kdezto obvyklé znéni je z rovnic pro pravo-
Ghly trojahelnik pouze odpozorovano.

Kreslil Em. Klier. Archiv JCMF.

Poznimka k mému clanku ,,0 pojmu
pravdépodobnosti®.

Otomar Pankraz.

Do tohoto &lanku (Casopis 69 (1940), se§. 2, ¢ast D) vniklo mi
vlivem Reichenbachovych problematickych vyklada v jeho knize
,sWahrscheinlichkeitslehre (1935) do axioma na str. D 80 nedo-
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s‘patfeni tim, Ze jsem z definiéniho oboru funkee P(X, Y), t. j
pravdépodobnosti P vyskytu jevu Y za pfedpokladu, Ze jev X jists
" nastal, nevyloudil element (@, #), kde @ jest nulovd mnoZina. Bez
- jeho vylouc¢eni by zfejmé axiomy III. a IV. vedly ke sporu, nebot
bych nemohl uzit zndmé véty z teorie aditivnich mnozinovych
funkei, podle které kazda tato funkce pro ¢ ma nulovou hodnotu
((Cech, Bodové mnoziny I., str. 135).

Avsak i po odstranéni sporu zptisobeného nulovou mnoZinou
vykazuji avxiomy na str. D 80 jednu nep¥ijemnost a to, Ze pro ne-
nulové mnoziny X, Y obé € 2 s podminkou Y 2 X vedou k hodnoté
PX,Y)>1. Plati totiz obecna véta, podle které nezdporna adi-
tivni mnozinova funkce f(X) v mnozinovém télese 2 jest neklesajici,
to znamena: f(d4) = f(B), jestlize A2 B pro A, B ob& € Q (Cech,
loc. cit. str. 141, cvi¢eni 19.8—19.10). Zvolime-li tedy pevny ele-
ment X, jest P(X,, Y) > P(X,. X,) = 1 pro vechny ¥ 2 X,. Pro
adely poétu pravdépodobnosti jest proto vyhodné upraviti axiom -
II1. uvedeny ve zminéném gélanku.

Budou tedy axiomy (pro obycejné rozloien]’) miti tento tvar:

I. @ necht jest téleso mnozin X, Y, Z,... s nejvétsi mnozi-
nou E.*) '

I1. Ke kazdé dvojici (X, Y) elementt X € 2, Y € 2 s vyjimkou
dvojic (9, Y) jest jednoznaéné p11razeno realné &slo PX.Y)=0.
[Duﬂedek P(9, Y) pro libovolné Y ¢ Q neni definovano; tedy také
bez vyznamu jest P(9, 9).]

III. Pro kaZdou dvojici (X.Y) nenulovych elementi X € Q,
Y € 2 s podminkou ¥ 2 X plati P(X,Y) = L.

IV. Pro libovolny nenulovy element X € 2 a pro dva libovolné
elementy Y € 2, Z ¢ 2 s podminkou YZ = ¢ plati

. P(X,Y + Z)=P(X, Y) + P(X, Z).
[Dusledek Pro libovolny nenulovy element XeQ jest P(X, 0) =
=0.] :
Znaéi-li IR mnozinu vsech dv0]1c (9,Y), kde Y probiha

viechny elementy z Q, a & kartézsky soudin 2 x Q [Cech, loc.
cit. str. 7], pak P(X; Y) jest definovana na mnoZiné

G — M.
Pokud jde o vyznam réeni ,,' (X, Y) jest ohodnoceni in-
klusniho vztahu 2 mezi mnozmaml X a Y, jest na pi.

uréen takto:
Necht konkrétné mnoziny X a Y jsou vyznageny kruhy v ro-

*) V poétu pravdép. ]ev1 se vyhodnéjsi podatl relativni definici
pojmu ,,télesa“ vzhledem k uréité mnoZiné operaci: Necht F jest mno-
" Zina operaci defmovanych na mnoZing Q abstraktnich elementu. 2 sluje
E-t&leso, je-li uzaviena vidéi kaZdé operaci z F.
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viné a necht P(X, Y) znaéi podil. v jehoZ jmenovateli jest velikost
plochy X a v ¢&itateli velikost té ¢asti plochy Y, kterd prekryva
plochu X. Potom poméry mezi X a Y jsou vyéerpany témito étyimi
piipady:

1. Mezi X a Y jest Gplnd inkluse X DY = @. Plati 0 <
<PX, V)< 1 N o

2. Mezi X a Y jest Gplnd inkluse ¥ 2 X = 0. Plati P(X. Y)=1,
coz jest axiom III.

3. Mezi X a Y jest &asteénd inkluse, takZze XY = Y a také
XY &= X, pii ¢emz XY 0. P(X,Y) jest ohodnoceni inkluse
XoYX; plati 0 < P(X,Y)< 1.

4. Mezi X a Y neni vibec inkluse, to jest XY = ¢. Pak P(X.Y)
jest ohodnoceni inkluse X D ¢ a plati P(X, Y) = 0, jako dtisledek
axiomu IV,

Tyto inklusni piipady muZeme piepsat do implikaci (definice
implikace Cech, loc. cit. str. 4) a tim prejiti od mnozinové inter-
pretace k vyroktim. Necht znaé¢i X (&) vyrok ..& ma vlastnost X,
to jest £ patii do mnoziny X, takze

X&) =¢teX
[= znali zde logickou (definitorickou) rovnost].
Pak jest znidmo, Ze '
X 2Y = (&) (Y(§) = X(§)),

kde (&) jest logicky operator ,,vSechny*‘, to znamend prava strana se
&te: ,,Kazdé &, které ma vlastnost Y (patii do Y), mé vlastnost X
(pat¥i do X), p¥i ¢emz opak ovSem obecné neplati.’ Touto definici
Ize vztah D nahraditi vztahem implikace =, ¢imz ziskdme novou
a to vétnou interpretaci pravdépodobnostnich axiomd.

Axiomy I.—IV. zistavéa neroziesen tento problém: Zaruéuji
axiomy I—IV., Ze funkce P(X,Y) jimi definovana pti-
pousti vidy statistickou interpretaci?-

K tomu jest tfeba, shodnouti se na vyznamu slova ,,statisticky
vyklad. Vieobecné plati dohoda, Ze ,,statistickym‘ jest kazdé éislo,
které se d4 redukovat na frekvence. Vskutku, kromé jediného
ptipadu [kvantova fysika], nevede tato dohoda nikdy k pochyb-
nostem. .

Chtél-li bych funkei P(X, Y)na @ — 9N specialisovati tak, aby
byla vidy schopna statistické (t. j. frekvenéni) interpretace, musil
bych pridati tento novy axiom:

V. Pro kazdou dvojici (X, Y) z oboru & — IN jest

P(E, XY)

PX.Y)="pr 5
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Zverifikujme, Ze ve zlomku v axiomu V. jest jiz predpoklad
P(E, X) > 0. Podle axiomu II. mi miti tento zlomek uréitou
hodnotu. Kdyby P(E, X) =0, pak také P(E XY) = 0. jeito
X 2> XY azlomek by daval t. zv. neurdity tvar §, coZ se vyluduje.
~ Nerozhodnuté ziistiva otézka platnosti axiomu V. pro kvan-
tovou fysiku. Jest mozno kazdy pripad této fysiky vyloZziti pomoci
frekvenci, uvazime-li. Ze existuji

1. nejmensi métitelna délka Fadu 10—!3 cm,

2. nejmensi méfitelny <&asovy interval Fadu 16—13cm/c.
¢ = rychlost svétla ve vakuu a . .

3. komplementarni méfitelné udaje fidici se Heisenbergovymi
relacemi neostrosti?

Jest opravnéné prifaditi axiom V. k axiomim I.—IV. pro
,,pravdépodobnostni* popis subatomarnich jevi probihajicich -
v prostoro-¢asovych oborech jesté mensich fada nez 10—13, kde
principielné nemohu mluviti o ;,spoéitatelnosti‘ elementt, aékoli
jde o hromadné (kolektivni) jevy? Jak patrno, jde zde o to. zda
pravdépodobnostni vyklad uréitych jevi nutné znamena vyklad
pomoci frekvenci. ¢i zda jeho ramec jest Sirsi.

V dusledku toho, Ze tato otdzka neni doposud rozresena s ko-
netnou platnosti, nezafadil jsem na str. D 80 axiom V.. nybrz
ponechal jsem axiomaticky systém otevieny a teprve na str. D 81
jsem si zaruédil dva piipady. t. j. P(4d) = P(E, A) a P4(B) =
= P(4, B), které statisticky (frekvenéni) vyklad jisté pripoustéji.
Zdali j jsou tyto ptipady s hlediska teorie pravdepodobnosti jediné
mozné, o tom prozatim ni¢eho blizsiho nevime.

Pomoci funkce P(X, ¥) bez axiomu V. jest mozno vybudovat
potet pravdépodobnosti analogicky obvyklému poétu tim, Ze
. bychom podminéné pravdépodobnosti (a tim t. zv. vétu o nasobeni
pravdépodobnosti) zrelativisovali vzhledem k elementu X definici

P(X.YZ)
P(X.Z)

Vyznam tohoto poétu pravdépodobnosti dal by se charakteri-
sovati takto: Dosavadni pocet pravdepodobnostl uréuje déisla
P(X.Y) vzhledem k nejvétsi mnozing E jakoZto k universilnimu
oboru diskuse. Zrelativisovany podet pravdépodobnosti uréoval by
P(X.Y) vzhledem k diskusnim oborim X, které jsou podobory
universalniho oboru K, &mi by sc pravdépodobnostni vyroky
objevily v novém a hlubsim svétle.

Uvadim jesté ]ednu poznamku. Necht 2 jest mnozinové télebo
které mize ale nemusi miti nejvétsi mnozinu. K vybudovani podtu
pravdépodobnosti Gplné by postadila funkce P(X, Y) definovand
na mnoziné N viech dvojic (X, ¥) s podminkou X 2V, X 4 ¢,
XeQ. YeQ takto: P(X,Y) necht jest na N ohranicdena

PyX.Y) = P(X,Z) > o.
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(nikoliv jen koneénd!) nezdpornd (identicky nenulovi,
to znamend: neni identicky rovna nule) mnoZinova
funkce, ktera kromé toho v proménné Y jest aditivni. Toto
pojeti poétu pravdépodobnosti nevede k jeho ochuzeni; toliko
nékteré jeho formule se zjednodusi.

Restrikce viech moznych p¥ipada inkluse mezi dvéma mnozi-
nami na p¥fpad X 2 Y odivodnéna jest tim, Ze dvé rizné mnoziny
Y, + Y2 prekryvajici X ve stejné &asti, t. j. s pranikovou podmin-
kou XY, = XY,. vedou ke stejné hodnoté funkce P: PX.Y, =
= P(X,Y,). Piekryva-li Y mnozinu X. pak jeji 8ast (¥ — X7) jest
pro vybudovani poétu pravdépodobnosti irelevantni, nebot muze
byti libovolné volitelna.

Priklad zjednoduSeni formuli: V obvyklém podtu pr.. kde
X. Y. Z se jen z ¢asti mohou piekryvat, plati

PX.Y.Zy=PX.Y).PX.Y, 2),
kdeZto ve zjednoduseném poétu pr. jest
P(X,Z)=P(X.Y).P(Y.Z),
nebot nyni X 2 ¥ 2 Z. Znamy Bayesuv vzorec (Rychhl\ Uvod do
podtu pravdepodobnostl Praha 1938, str. 32. 34) se prepiSe jako
PX.Y,) P(Y, Z)

PX. Y, P, Z)

kde X 2 Y;2 Z, pii ¢emzZ ovSem nemusi Y2 T (i.7 = 1. 2).

O grafickém nasobeni a déleni funkei.
V. Pleskot, Praha.

Pii sestrojovani grafu souéinu (resp. podilu) dvou funkei
uziva se v grafickém poétu obvykle konstrukce. kterd je systema-
tickou aplikaci konstrukce souéinu (resp. podilu) dvou &isel, prova-
déné na ramenech téhoz ahlu. Viz Laska-Hruska. Podet graficky
a graficko-mechanicky, str. 36; Pleskot, Grafické pocitani, Roz-
hledy matematicko-ptirodovédecké, rod. 15, str. 2.

Abychom ji mohli porovnat s jinou konstrukef, kterou chceme
vylozit, zopakujme si ji struéné.

Budtez grafy funkei

v =f(®) a y = g(),
jich%z soudin chceme sestrojit, zakresleny s modulem & na ose

usetek (&), spolecnem pro oba grafy, ale tfeba rtzném modulu na
ose pofadnic (), na pt. p; pro f(x) a B, pro g(x). V obr. 1 grafy fag.
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