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Hlavni prednasky. Conférences.

Uber Finslersche und verwandte Raume.
Ludw:g Berwald, Prag.

Seit ich die ehrenvolle Aufforderung erhielt, vor Thnen iiber
ein Thema aus meinem engeren Arbeitsgebiet, etwa die Theorie
der Finslerschen Rédume zu sprechen, hat diese nach lingeren
Bemiihungen verschiedener Mathematiker in den letzten Arbeiten
von E. Cartan?) ihre wohl endgiltige Gestalt erhalten. Ich glaube
daher der an mich gerichteten Aufforderung am besten zu ent-
sprechen, indem ich Ihnen die Grundgedanken der Cartanschen
Theorie auseinandersetze; besonders, da ich das in einer Weise tun
will, die den Zusammenhang mit anderen Untersuchungen, vor
Allem mit einer 1930 von Winternitz?) aufgestellten Theorie
hervortreten 1aft. Als Einleitung mochte ich einen ganz kurzen
Abri8 der Entwicklung der Lehre von den Finslerschen und anderen
,,verallgemeinerten Raumen vorausschicken, der nur als Weg-
weiser durch die schon ziemlich ausgedehnte Literatur des Gebietes
gedacht ist. Ich darf mich dabei umsomehr auf blole Andeutungen
beschrianken, als iiber die bis zum Jahre 1930 erschienenen Arbeiten
ein ausfiihrlicher Bericht von Koschmieder?) vorliegt.

L

1. Schon Riemann hat in seiner Habilitationsschrift) die
Moglichkeit erwahnt, dafl in einer n-dimensionalen Mannigfaltig-
keit die Entfernung zweier unendlich benachbarten Punkte nicht
durch die Quadratwurzel aus einer quadratischen Form der Diffe-
rentiale, sondern z. B. durch die vierte Wurzel aus einer Diffe-
rentialform vierten Grades gegeben ist. Aber erst zu Beginn dieses
Jahrhunderts hat der Aufschwung der Variationsrechnung die
Mathematiker veranlaBt, sich eingehender mit Mannigfaltigkeiten
zu beschéftigen, in denen die Entfernung zweier unendlich benach-
barten Punkte durch eine beliebige positive Funktion der Koordi-
naten und ihrer Differentiale dargestellt wird, die in den Differen-
tialen positiv homogen von erster Ordnung ist.

Zunichst wurde, namentlich von Bliss, Landsberg und
Underhill®) der zweidimensionale Fall untersucht. Als wichtigste
Ergebnisse dieser Arbeiten kann man etwa bezeichnen: die Auf-
stellung eines Winkel-¢) und Flacheninhaltsbegriffes,?) des Begriffes
der ,.extremalen Krimmung einer Kurve,?) des Krimmungs-
mafles einer solchen Mannigfaltigkeit,?) des ,,Hauptskalars
(einer in Riemannschen Raumen verschwindenden Invariantel®),
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endlich die Beantwortung der Frage, in welchen zweidimensionalen
Mannigfaltigkeiten mit nicht quadratischer MaBlbestimmung eine
Verallgemeinerung des Gauf3-Bonnetschen Integralsatzes gilt.1?)

Mit dem n-dimensionalen Fall hat sich als erster Finsler!?)
beschéftigt. nach dem die in Rede stehenden Mannigfaltigkeiten
heute ziemlich allgemein als Finslersche Réadume bezeichnet
werden. Seine Arbeit behandelt auller den geometrischen Grund-
begriffen vor allem die Theorie der Kurven!?) und p-dimensionalen
Flachen (2 < p < » — 1)) in einem solchen Raum.

Inzwischen hatte der von Levi-Civita eingefiihrte Begriff
der Paralleliibertragung eines Vektors die Begriindung der Rie-
mannschen Gecmetrie in ungeahnter Weise vereinfacht. Alsbald
wurde versucht, diesen Begriff auch fiir Finslersche Raume zu
definieren und ihn beim Aufbau der Theorie dieser Réume zu
verwenden.’®) Auch die in den letzten zwei Jahrzehnten auf-
gestellte affine, projektive und konforme Theorie ,,nichtholec-
nomer Réume wurde auf entsprechende , verallgemeinerte
Réaume ausgedehnt, in denen die Ubertragung vom Linienelement
abhangt.6)

Von besonderen Finslerschen Réumen, die in letzter Zeit
untersucht wurden, seien genannt: die Minkowskischen Raume?l?)
und die Finslerschen Ridume konstanter Kriimmung.!8)

Weniger bearbeitet wurde bisher die Theorie der n-dimen-
sionalen Mannigfaltigkeiten, deren Geometrie auf dem Begriff des
Inhalts eines (n — 1) - dimensionalen Hyperflichenstiickes beruht.
Auch sie ist neuerdings von E. Cartan zu einem gewissen Abschluf3
gebracht worden.1?)

Zur Theorie der Mannigfaltigkeiten, deren Bogenelement
auch Differentiale hoherer als erster Ordnung enthilt, liegen
bisher nur Ansitze in verschiedenen Richtungen vor.20)

2. Bei der Erorterung meines eigentlichen Themas, dem ich
mich jetzt zuwende, will ich mich der , infinitesimalen‘ Redeweise
bedienen, weil sie kurz und anschaulich ist, ohne daf3 der Ubergang
zu einer strengen Formulierung Schwierigkeiten bote. Der Kiirze
halber gehe ich auch auf die Stetigkeits- und Differenzierbarkeits-
voraussetzungen nicht ein: sie sind leicht zu ergénzen.

Zunichst erinnere ich daran, wie man die n-dimensionale
Riemannsche Geometrie aus den Grundbegriffen: Ma 8-
bestimmung und Paralleliibertragung aufbauen kann.

Das Raumelement ist hier der Punkt. Von der MaBbestim-
mung wird verlangt, daB} sie in der unmittelbaren Umgebung jedes
Punktes (x) euklidisch sein soll. Anders ausgedriickt:

(R. I.) Das Quadrat der Entfernung eines beliebigen
Punktes (z) und eines willkiirlichen unendlich benach-
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barten Punktes (z + d«) ist eine positiv definite quadra-
tische Differentialform gu(x)datda*.

Die Figur, die der MaBbestimmung zugrundeliegt, ist also die
eines Punktes () und eines unendlich benachbarten Punktes
(z + dz). Sie heiflt ein infinitesimaler Vektor im Punkte (z).
Indem man sich die Stiickchen von euklidischen Réumen, zu
denen die Umgebungen der einzelnen Punkte der betrachteten
Mannigfaltigkeit durch (R. I.) geworden sind, vervollstindigt
denkt, indem man also jedem Punkte () einen euklidischen Raum
zuordnet, kann man auch zu endlichen Vektoren im Punkte
(z) ibergehen, derart, daB die quadrierte Langeeines Vektors
(X)im Punkte (x) durch

A2 = gi(x) X' X* (1)
gegeben wird.

Die euklidischen Réume, die den einzelnen Punkten (x)
zugeordnet wurden, werden nun in Zusammenhang gebracht,
indem man definiert, was unter der Paralleliibertragung
eines Vektors von einem Punkte nach einem unendlich benach-
barten zu verstehen ist. Dies geschieht durch:

(R. II. 1) Es sei (X) ein willkiirlicher Vektor im belie-
bigen Punkte (z), ferner (z 4+ dx) ein beliebiger zu (x)
unendlich benachbarter Punkt. Dann heiBBt der Vektor
(X + dX) im Punkte (z + dz) parallel zum Vektor (X) im
Punkte (z). wenn

dX? = — i(z) X* dah. (2)

Man fordert also, dal die Zuwichse dX?, die man den Kompo-
nenten X' eines Vektors (X) im Punkte (x) erteilen muf}, um den
dazu parallelen Vektor (X + dX) im Punkte (z + dz) zu erhalten,
in den Zuwéichsen da? der Punktkoordinaten sowie in den Kompo-
nenten X! des Vektors (X) linear sind.

Es wird weiter verlangt, dafl der durch die Paralleliibertragung
erzeugte Zusammenhang euklidisch sein soll, d. h.:

(R. II. 2) Die Lange eines beliebigen Vektors wird
durch Paralleliibertragung nicht gedndert.

Diese Forderung ergibt leicht die Gleichungen:

gir

oxh

Eine Mannigfaltigkeit von Punkten, die den Forderungen

(R. 1,11 1, 2) geniigt, heilt euklidisch zusammenhéingend.

Zum Riemannschen Raum gelangt man durch eine Symme-

trieforderung, die bewirkt, dafl die Paralleliibertragung emdeutlg
durch die Metrik bestimmd ist. Sie lautet:

(R. II. 3) Es gibt infinitesimale Parallelogramme.

= Iun + Lrin (Lskn = grileh?)- (3)
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D. h. sind (dz) und (dx) zwei beliebige infinitesimale Vektoren
in einem willkiirlichen Punkte (z), und ist der Maximalbetrag der
zweireihigen Determinanten dzi da* — dxf da* ungleich Null, so
soll die Figur, die man erhélt, wenn man den Vektor (dx) von (x)
nach (z + dz) und den Vektor (dx) von (x) nach (x 4 dx) parallel
ibertragt, sich (in der GroBenordnung dieses Maximalbetrags)
schlieBen.

Diese Forderung ist dquivalent mit der Symmetriebedingung

Lt = Tpid. (4)
Hieraus und aus (3) folgt

Tun =} (Si,f - iagﬂf—-ag—”i); Tt = T, (5)
so daBl die Paralleliibertragung in eindeutiger Weise durch die
MaBbestimmung definiert ist.

Durch Herumfiihrung eines Vektors um ein infinitesimales
Viereck erhilt man nunmehr in bekannter Weise den Krim-
mungstensor des Riemannschen Raumes.

3. Es liegt nahe, die Geometrie des Finslerschen Rau-
mes moglichst nach dem soeben geschilderten Vorbild der Riemann-
schen Geometrie aufzubauen, indem man als Raumelement nach

‘wie vor den Punkt beibehalt. Man gelangt so im Wesentlichen zu
der Theorie von Winternitz.2)

Die MaBbestimmung ist in diesem Falle durch folgende
Forderung definiert:

(W. 1.) Die Entfernung eines beliebigen Punktes (z)
und eines willkiirlichen unendlich benachbarten Punktes
(x + dz) ist eine positive und in den daf von erster Ord-
nung positiv homogene Funktion L(z, dz), derart. daB
die quadratische Form

LI
odx’ oda* zz (6)
der Hilfsverdanderlichen Z, Z2 ..., Z" positiv definit ist.

L(z, dz) heiBe die Grundfunktion des Finslerschen Raumes.
Lassen sich insbesondere in einem Finslerschen Raum solche
Koordinaten z¢ einfiihren, daf8 die Grundfunktion nur von den
Differentialen da' allein abhéngt, also die Gestalt L(dz) hat, so
heiflt der Raum ein Minkowskischer.2)

Die Forderung (W. 1.) bedeutet, dafl die MaBbestimmung des
Finslerschen Raumes in der unmittelbaren Umgebung jedes
Punktes eine Minkowskische sein soll. Indem man sich diese
Stiickchen von Minkowskischen Réumen vervollstindigt denkt,
indem man also jedem Punkt (x) des Finslerschen Raumes einen
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Minkowskischen Raum mit der entsprechenden MafBbestimmung
L(z, dz) — (x) fest — zuordnet, kann man auch zu endlichen
Vektoren im Punkte (x) iibergehen. Die Lange eines Vektors (X)
im Punkte (x) ist dann

1 = L(z, X). (7)

Tragt man in dem Minkowskischen Raum, der dem Punkte (x)
des Finslerschen Raumes zugeordnet ist, alle moglichen Vektoren
vom Anfangspunkt (z) und der Linge Eins ab, so bilden ihre
Endpunkte eine Hyperfliche, die Indikatrix des Punktes (x).
Wegen (W. 1.) ist die Indikatrix konvex.

Die Minkowskischen Raume, die den einzelnen Punkten (x)
zugeordnet sind, werden nun wieder durch eine Paralleliiber-
tragung in Zusammenhang gebracht. Diese wird definiert durch:

(W. IL. 1) Es sei (X) ein willkiirlicher Vektor im belie-
bigen Punkte (z), und (z+dz) ein beliebiger zu (z) unend-
lich benachbarter Punkt. Dann heiBlt der Vektor (X +
+ dX) im Punkte (z 4 dz) parallel zum Vektor (X) im
Punkte (z), wenn

AXi = — Gyi(z, X) da. (8)

Hier wird also nur gefordert, daf} die Zuwéichse dX?, die man
den Komponenten X° eines Vektors (X) im Punkte (z) erteilen
muB, um den dazu parallelen Vektor (X + dX)im Punkte (x 4 dz)
zu erhalten, in den Differentialen dz' der Punktkoordina-
ten linear sind, wiahrend iiber die Art der Abhingigkeit von den
Vektorkomponenten X* nichts vorausgesetzt wird. .

Von dieser Paralleliibertragung wird nun wieder verlangt:

(W. II. 2) Die' Léange eines beliebigen Vektors wird
durch Paralleliibertragung nicht gedndert.

Diese Forderung ergibt die Beziehungen:

oL oL
oxt  oX? .

Eine Mannigfaltigkeit von Punkten, die den Forderungen
(W. L, II. 1, 2) geniigt, heiBe Minkowskisch zusammenhan-
gend.

Zum Finslerschen Raum gelangt man durch eine Symme-
trieforderung, die bewirkt, daB die Paralleliibertragung eindeutig
durch die Metrik bestimmt ist. Diese Symmetrieforderung, die
schwécher ist als (R. II. 3), lautet:

(W. II. 3) Es gibt infinitesimale spitze Rhomben.

Das bedeutet Folgendes: Es sei (dz) ein beliebiger infinite-
simaler Vektor im willkiirlichen Punkte (z), ferner (4dx) ein Vektor
im gleichen Punkte, der klein ist gegeniiber dem Vektor (dz) und

G?=0 [L=Lz, X)]; ' (9)
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so beschaffen, dafl der Maximalbetrag der zweireihigen Deter-
minanten da? Ada* — da¥ Ada? ungleich Null ist. Endlich sei
(6z) = (dz + Adz). Dann soll die Figur, die man erhilt. wenn man
den Vektor (dz) von (z) nach (x + dx) und den Vektor (dx) von (z)
nach (x + dz) parallel iibertragt, sich (in der GroBenordnung
dieses Maximalbetrags) schliessen. Es soll m. a. W. in der Ent-
wicklung der Differenz

ddat —doxi = — {Gii(x, dz) (da* 4 Adx*) — Gpi(z, dx + Adx) da*}

nach Potenzen der Adxi das lineare Glied Null sein. Diese For-
derung gibt fiir die Funktionen G’ die Bedingungen

0Gi(z, dx)

i _ E—
Gii(z, dx) ot dz 0. (10)
Aus (10) folgt, wenn
Gii(z, dz) da* = 2Gi(z, do) (11)
gesetzt wird:
i . 8Gi(x dx) .
Gz, da) = 002 (12)

Man stellt jetzt leicht fest, da als Folge von (W. II. 2) und
(W. I1. 3) die Funktionen Gi(z, dz) den Gleichungen

o(L?) )
oxh ox* odah
geniigen. Da nach (W. I1.) die Determinante

\ o(L2)

dat + 2 Gt =0 [L=L(x, da)] (13)

oda* odax*
von Null verschieden ist, so lassen sich diese Gleichungen nach
den G¢ auflosen, womit auch die G,' aus der Metrik des Finsler-
schen Raumes eindeutig bestimmt sind. Diese Auflosung zeigt,
dal die Gi(z,dz) in den da* von zweiter, die G;i(x, dx) also
von erster Ordnung positiv homogen sind.
Der geometrische Sachverhalt, der in den Gleichungen (13)
zum Ausdruck kommt ist dieser: die Extremalen des Variations-

problems s = f L( )dt—> Extr. sind mit den geraden (auto-

parallelen) Linien bei der Parallelibertragung (W. II. 1—3) iden-
tisch, und die ,,Bogenlinge‘‘ s ist auf ihnen affiner Parameter.

Im weiteren Verlaufe der Theorie spielt aufler dem Kriim-
mungstensor, zu dem man in der gewohnlichen Weise gelangt,
auch der Asymmetrietensor

*Gi(z, da)
oda® odx* odam




eine Rolle, der fiir das nicht verschwindende Glied niedrigster
Ordnung in der Entwicklung von

Gii(x, de — +Adx) (dat4-fAdah) — Gil(x, da+4Adx) (da? — L Adah)
nach Potenzen der Adz* maBgebend ist.

4. Ich komme jetzt zur Cartanschen Theorie der Finsler-
schen Raume.

Das Raumelement in dieser Theorie ist nicht der Punkt,
sondern das (orientierte) Linienelement, das ist die Figur, die
aus einem Punkte (x) und einer von diesem Punkte ausgehenden
Richtung (#) besteht. Der Punkt heilt das Zentrum des Linien-
elements. Die Richtung (&) des Linienelements wird durch % nicht
samtlich verschwindende Parameter &1, 22 ..., &* gegeben, die in
dem Sinn homogen sind, dafl sie alle mit demselben willkiirlichen
positiven Faktor multipliziert werden diirfen. Eine Mannigfaltig-
keit, die als Punktmannigfaltigkeit n-dimensional ist, hat als
Mannigfaltigkeit von Linienelementen betrachtet, 2n — 1 Dimen-
sionen.

Der Aufbau der Cartanschen Theorie kann wieder in zwei
Schritten vollzogen werden. Man definiert zunéchst eine eukli-
disch zusammenhangende Mannigfaltigkeit von Linien-
elementen durch Forderungen, die man fiir die Mafbestimmung
und die Paralleliibertragung von Vektoren stellt und schrankt
dann durch Zusatzforderungen die dabei auftretenden Funktionen
soweit ein, daf} sie eindeutig aus der Grundfunktion L(z, dz) des
Finslerschen Raumes folgen.

Von der MaBbestimmung wird verlangt, daBl sie in der
unmittelbaren Umgebung jedes Linienelements (x, 2) euklidisch
sein soll. Das heift:

(C.1.1) Das Quadrat der Entfernung eines beliebigen
Punktes (z) und eines willkirlichen unendlich benach-
barten Punktes (z + d«) in Bezug auf das Linienelement
(z, £), dessen Richtung beliebig ist, ist eine positiv defi-
nite quadratische Differentialform gi(x, €) dazf da*, deren
Koeffizienten nur vom Linienelement (x,2) abhangen.

Die gu(x, #) sind also in den #' positiv homogen von nullter
Ordnung.

Die Figur, die der MaBbestimmung zugrunde liegt, ist somit
die zweier unendlich benachbarten Punkte (), (x + dz) und eines
Linienelementes (x, &), das den ersten Punkt zum Zentrum hat.
Wir nennen diese Figur einen infinitesimalen Vektor im
Linienelement (x, ). Indem man sich die Stickchen von
euklidischen Raumen, zu denen die Umgebungen der einzelnen
Linienelemente der betrachteten Mannigfaltigkeit durch (C. 1. 1)
geworden sind, vervollstindigt denkt, indem man also jedem
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Linienelement (x, &) einen euklidischen Raum zuordnet, kann man
auch zu endlichen Vektoren im Linienelement (x. &) tber-
gehen, derart. dafl das Quadrat der Lange eines Vektors (X)
im Linienelement (x, ) durch

nE = gu(z, &) X X* (14)
gegeben wird.
Die euklidischen Raume. die den einzelnen Linienelementen
(x, &) zugeordnet wurden. werden wieder in Zusammenhang
gebracht, indem man definiert, was unter der Paralleliber-
tragung eines Vektors von einem Linienelement nach einem
unendlich benachbarten zu verstehen ist:

(C. II. 1) Es sei (X) ein willkiirlicher Vektor im belie-
bigen Linienelement (2, #) und (x + d«, £ + d%) ein belie-
biges zu (z, %) unendlich benachbartes Linienelement.
Dann heifit der Vektor (X + dX) im Linienelement
(x + da, & + dz) parallelzum Vektor (X)im Linienelement
(x, £). wenn

dX! = — Iy (2, x) Xk da' — C,“ﬂ'(x, x) Xk dah, (15)

Man fordert also. daf} die Zuwéachse dX*, die man den Kompo-
nenten X' eines Vektors (X) im Linienelement (z, &) erteilen muf3,
um den dazu parallelen Vektor (X 4+ dX) im Linienelement
(x + d«, & + d#£) zu erhalten, einerseits in den 2n Zuwéchsen dat,
d#i, anderseits in den n Vektorkomponenten X! linear sind.

Da der Vektor (X + dX) nur von den beiden Linienelementen
(z, ) und (x + dx, @ + d#) abhingen soll, so mul} er ungeandert
bleiben, wenn die & durch o(z, @) £ ersetzt werden, wo o(z, £) > 0
und in den &' positiv homogen von nullter Ordnung ist. Indem man
zuerst p = konst., und hierauf p allgemein wihlt, ergibt sich als
Folge von (C. II. 1), daB

1.) die I'wi(x, £) von nullter, die Cyi(x, £) von (— 1)-ter
Ordnung positiv homogen in den 27 sind;
2.) die Relationen
C;,-,ﬂ'(x, x) zh =0 (16)
bestehen.

Nun wird wieder verlangt, daBl der durch die Paralleliiber-
tragung erzeugte Zusammenhang euklidisch sein soll: °

(C. II. 2) Die Lange eines beliebigen Vektors (in einem
willkiirlichen Linienelement) wird durch Paralleliibertra-
gung nicht gedndert.

Diese Forderung ergibt hier die Bedingungen



gt
oxh
ogic
a;i-lz, -

Eine Mannigfaltigkeit von Linienelementen, die den Forde-
rungen (C. 1. 1, II. 1, 2) geniigt, heilt euklidisch zusammen-
hangend.

5. Wir stellen jetzt zusdtzliche Forderungen auf die bewirken,
daB die Funktionen g (z, €), Cipi(x, ), I'vii(x, €) durch die Grund-
funktion L(z, #) des Finslerschen Raumes eindeutig bestimmt
sind. Sie setzen auBler (C. I. 1, I1. 1, 2) auch (W. L.) voraus.

Zunichst sollder MafBtensor gu(x, Z) aus der Metrik (W. 1.)
des als Punktmannigfaltigkeit betrachteten Finslerschen Raumes
gewonnen werden. Es sei (x, #) ein beliebiges Linienelement im
Finslerschen Raum. Ferner sei in dem Minkowskischen Raum, der
dem Zentrum (x) des Linienelementes zugeordnet ist, (x + 1)
jener Punkt der Indikatrix des Punktes (x), der in der Richtung
des Linienelementes (z, #) liegt. Dann gibt es in diesem Raum eine
einzige Hyperflache zweiter Ordnung, die den Punkt (z) zum
Mittelpunkt hat und die Indikatrix dieses Punktes im Punkte
(z + 1) in zweiter Ordnung beriihrt. Sie heiB3t die oskulierende
Indikatrix des Linienelements (z, #).22) Wegen (W. I.) ist
sie konvex.

Es wird nun gefordert:

(C. I. 2) Die Léange eines belleblgen Vektors (X) im
willkiirlichen Linienelement (z,#) in Bezug auf dieses
Linienelement ist durch die oskulierende Indikatrix
des Linienelements (x, £) als Indikatrix definiert.

Diese Festsetzung bedeutet folgende Wahl des MafBitensors?):
02(L2)
oxt ook

Aus ihr folgt insbesondere:
1.) Der Vektor (I) im Linienelement (x, £), der die Richtung

des Linienelementes und in Bezug auf das Linienelement die Lange
Eins hat, besitzt die Komponenten

= Lun+ vin (Dien = gai Tid)
(17)
Citr + Crn  (Cun = gus Ci).

[L = L(z, 2)]. (18)

gi(z, ) = §

) Tt
" Twa o
Er heile der Einheitsvektor des Linienelements (z, z).
2.) Jeder Vektor im Linienelement (z, &), der im Sinne des

Variationsproblems f Ljx ( ) d¢ -» Extr. zu diesem Linienelement

ds
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transversal ist, steht bei der Mafbestimmung (C. I. 1. 2) auf
dem Linienelement senkrecht und umgekehrt.

6. Die Komponenten der Paralleliibertragung (' und
Iyt werden durch je eine Symmetrieforderung aus der Grund-
funktion L(z, 2) abgeleitet.

Vermoge der Paralleliibertragung (C. II. 1) ist fiir jeden
Vektor (X), dessen Komponenten Funktionen des Linienelements
sind, ein kovariantes Differential definiert:

DXi = dX' + Iui(z, &) X* dat + Cyi(z, #) Xt dat.  (20)

Wir spezialisieren nun zunichst die Cp’ durch folgende
Forderung:

(C. 1I. 3) Es seien (X) und (Y) zwei beliebige Vektoren
im willkirlichen Linienelement (x, %), deren kontra-
variante Komponenten beim Ubergang zum beliebigen
unendlich benachbarten Linienelement (x,2 + d&) mit
demselben Zentrum ungeéndert bleiben. Dann soll fiir
diesen Ubergang das Symmetriegesetz

gikXi DYt = gikYi DX#*
gelten.
Die geforderte Gleichung ergibt wegen der Nebenbedingungen
da/ = dX7 = dY’ = 0 unmittelbar die Symmetrie

Cirn = Cran, (21)
so dafl man aus (172)
Carn =1 ogx _, Oy
R

erhalt. Die Cy sind daher in allen, die Ci! in den unteren Zeigern
symmetrisch.
: Aus den Gleichungen (15) der Paralleliibertragung und der
Homogeneitatseigenschaft der gi(x, 2) folgt jetzt, daBl ein will-
kiirlicher Vektor (X) im beliebigen Linienelement (x, %),
der die Richtung des Linienelementes hat, bei Parallel-
ibertragung nach irgend einem unendlich benachbarten Linien-
element (z, 3 + d&) mit dem gleichen Zentrum ungeindert
bleibt. Seine Parallelitbertragung nach einem beliebigen unendlich
benachbarten Linienelement (x 4 dz, & 4 dz) ist, wenn zur
Abkiirzung

(22)

&k Iipi(z, 2) = Gal(x, &) ) (23)

gesetzt wird, durch (8) dargestellt. Sie hangt nur von den da/,
aber nicht von den d#/ ab: Diese Vektoriibertragung mége als
Paralleliibertragung des Linienelements (2, ) von seinem
Zentrum (z) nach dem beliebigen unendlich benachbarten Punkt
(x + dz) bezeichnet werden.
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Insbesondere gilt fiir die Paralleliibertragung des Einheits-
vektors (I) des Linienelementes
) . 1
i — Jn T ,‘. ho— 2
wi(d) = dlf + T d) Gri(z, &) dx 0. (24)
Wenn man an Stelle der d#’ die w/(d) in die Gleichungen (15)
der Parallelitbertragung (C. II. 1) einfiihrt, so nehmen diese die
Gestalt ,

AXi = — Iz, #) X* dat — Api(e, £) X* oh(d) (25)
an, mit . ’
I*3f = it — Cpypt Gh’”,} (26)
At = LG

Die I'*14t, A sind in den @/ positiv homogen von nullter Ordnung,
die Apf auBlerdem die Komponenten eines Tensors. Ferner gilt
nach (17') und (26?)
09 o
I*gn + I'*pap = ai—,ls — 2Cip GiP. (T*in = gjx 7). (27)

Nun stellen wir eine letzte Symmetrieforderung:

(C. IL. 4) Bei der Paralleliibertragung von einem
beliebigen Linienelement nach irgend einem dazu paral-
lelen gibt es infinitesimale Parallelogramme.

D. h.: Sind (dx) und (dx) irgend zwei infinitesimale Vektoren
im Linienelement (z, &), so soll vermoge (24) und (25) stets éda? —
— ddx? = 0 gelten.?) Diese Forderung ist gleichbedeutend mit
der Symmetrie

I'*l = Iyt (28) -
Aus den bziden letzten Gleichungen folgt
8 1 8 a i \
Ty =1 (_8% + ~a—g£'—- 5%1;) — Citp Ga? — Crap Gi"‘ + Crip Gi?;
' I*) = gik[™*;, (29)
und wegen (26!)
og. 0 Oghi

Lyn =% (5§hlf + %—— Bih") — Crap Gi? + Crip Gk”;

_ I'y) = gi* Likn. (30)

Fiir die noch unbekannten Funktionen G;? leitet man aus (30)

durch eine Rechnung, die keine Schwierigkeiten bietet, die Bedin-
gungen

gij (——**— & — Ghj) =0 (31)

ab. Sie erfiillen alse die Forderung (W. II. 3). Aus (C. IIL. 2) folgt,
daB sie auch die Forderung (W. 1I. 2) erfiillenDie Paralleliiber-
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tragung der Linienelemente (z, ) ist somit eine Parallel-
ibertragungderin Nr. 3 betrachteten Art. Aus (12) und (13)
ergibt sich jetzt

0GI Ly . (L)
e G te (axha_xk P o

Damit ist die Parallelitbertragung (C. II. 1) vollstdndig aus
der Grundfunktion L(x, &) bestimmt.
Der weitere Aufbau der Cartanschen Theorie erfolgt i in der
gewohnhchen Weise.
Zunichst hat ein Finslerscher Raum, der kein Riemannscher

ist, stets eine Torsion, deren Tensor Ay, ist. Denn aus (25) folgt
wegen (C. II. 4)

édat — dowt = — Apy? [da* wh(8) — da* wh(d)]. (33)
Fiir n = 2 148t sich der Torsionstensor auf den in Nr. 1 erwahnten
Hauptskalar zurtickfiithren.

Durch Herumfiihrung eines Vektors um ein infinitesimales
,,Viereck‘“ von Linienelementen

(€. &), (x4 d. &+ dy@). (2 + dox, &+ doi).  (z + dyz +
+ dyxr + dydyx, @ + dy& + dot + dydg),
d,dyxt — dpdy 2t = 026) d,dytt — dydy# = 0,
ergibt sich ferner, dafl der Finslersche Raum drei Krimmungs-
tensoren hat:

Gyi = ); [L = L(z, )] (32)

Sirn = Aj™ Asim — Ajp™ Asiem,
Pipn = Aiengi — Asenj + Air™ Ajinnyg 11— Aji™ Aimnig 19,
R C 8F*,-,k o™ 0Gm 8]’*%_ al’*i,h oGm
= ok Em ot (‘a‘ﬂ Ea azk) (34)
+ *ipn D¥pm — ¥ T*y™ +
e [pEnBen  aGn o0 | men oo
V™) 0dk oxh Ot Ot Ok 0 ozh | Ot oz oxk(
n (34) .ist
ik 0Ain 0GP
Aipny = oA ke — — Apin T*P — Agpn T*1P — Asgp %57,

o0x ox? o

Fir n = 2 ist der erste dieser Kriimmungstensoren Null, der
zweite 1aft sich auf die extremale Ableitung?’) des Hauptskalars
der dritte auf das KrimmungsmafBl (Nr. 1) zuriickfiihren.

Endlich existieren noch Identitaten, die eine Verallgemeine-
rung der Bianchischen Identitéat darstellen und teils endliche
Relationen zwischen den Tensoren der Kriimmung und Torsion
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geben, teils solche, in die auch die kovarianten Ableitungen dieser
. Tensoren eingehen.

8. In unser Bild der Theorie von Cartan ist noch ein letzter
Zug einzutragen: die Winkelmetrik. Wie der Winkel zweier
Vektoren in demselben Linienelement in der MaBbestimmung
(C. I. 1, 2) zu messen ist, ist ohne Weiteres klar. Als Winkel
zweier unendlich benachbarter Linienelemente (x, &) und
(¢, £ + d#) mit demselben Zentrum wird die Lénge des
Vektors definiert, der das kovariante Differential des Einheits-
vektors des Linienelements darstellt. Das Quadrat dieses Win-
kels ist .

1 22L
L ozt ozk

Unter dem Winkel zweier unendlich benachbarten
Linienelemente (x, ) und (z + dz, £ + d#) mit verschiede-
nen Zentren ist definitionsgemafl der Winkel zu verstehen, den
das nach dem Punkte (x + dz) parallel ibertragene Linienelement
(z, £) mit dem Linienelement (x + dz, # + d&) bildet (abgesehen
von unendlich kleinen GroéBen hoherer als erster Ordnung). Man
erhalt fir sein Quadrat

dg? = g 0i(d) wk(d) =
i k
(da’:’i L %6 dxv) (dobk + aa—qu-"‘*’)-“) (

oar

dg? = gy dli dIF = dai dat. (35)

1 oL
T L 0z oxt

36)

Das Verschwinden des Kriimmungstensors Sz bedeutet,
dafl die Winkelmetrik (35) wie im euklidischen Raum die Kriim-
mung Eins hat. Fiir n = 2 ist das stets der Fall.

% *
*

Es wiirde mich freuen, wenn Ihnen meine Skizze der Cartan-
schen Theorie den Eindruck vermittelt hat, daBl sich die Fins-
lersche Geometrie heute relativ einfach begriinden 14B8t. Damit ist
aber das Interesse, das diese Geometrie bietet, keineswegs er-
schopft. Insbesondere gibt sie noch Gelegenheit genug zu Einzel-
untersuchungen. Z. B. ist die naheliegende Frage, welche Eigen-
schaften geometrischer Gebilde in Riemannschen R#éumen auch
noch in Finslerschen R&dumen erhalten bleiben, welche durch
allgemeinere zu ersetzen sind und welche ganz verloren gehen,
bisher nur recht unvollstindig beantwortet. Auch eine axioma-
tische Fundierung der Cartanschen Theorie in &dhnlicher Art, wie
sie Winternitz?) fiir seine eigene Theorie gegeben hat, wire
gewill ein dankbares Problem. Endlich wére noch die Aufgabe
einer analogen Begriindung der Theorie anderer ,,verallgemeiner-
ter’ Raume zu nennen.??).
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/ verzeichnis.)
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euklidischen und zweier Finslerschen Réume aufeinander: Golab 3, 4;
Delens 2. )

17) H. Minkowski, Geometrie der Zahlen, Leipzig 1896, Kap. I.
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