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Hlavnf prednäsky. Conferences. 

Über Finslersche und verwandte Räume. 
Ludwig B er wild, Prag. 

Seit ich die ehrenvolle Aufforderung erhielt, vor Ihnen über 
ein Thema aus meinem engeren Arbeitsgebiet, etwa die Theorie 
der Finslerschen Räume zu sprechen, hat diese nach längeren 
Bemühungen verschiedener Mathematiker in den letzten Arbeiten 
von E. C a r t a n 1 ) ihre wohl endgiltige Gestalt erhalten. Ich glaube 
daher der an mich gerichteten Aufforderung am besten zu ent
sprechen, indem ich Ihnen die Grundgedanken der Cartanschen 
Theorie auseinandersetze; besonders, da ich das in einer Weise tun 
will, die den Zusammenhang mit anderen Untersuchungen, vor 
Allem mit einer 1930 von W i n t e r n i t z 2 ) aufgestellten Theorie 
hervortreten läßt. Als Einleitung möchte ich einen ganz kurzen 
Abriß der Entwicklung der Lehre von den Finslerschen und anderen 
„verallgemeinerten" Räumen vorausschicken, der nur als Weg
weiser durch die schon ziemlich ausgedehnte Literatur des Gebietes 
gedacht ist. Ich darf mich dabei umsomehr auf bloße Andeutungen 
beschränken, als über die bis zum Jahre 1930 erschienenen Arbeiten 
ein ausführlicher Bericht von K o s c h m i e d e r 3 ) vorhegt. 

1. Schon R i e m a n n hat in seiner Habilitationsschrift4) die 
Möglichkeit erwähnt, daß in einer w-dimensionalen Mannigfaltig
keit die Entfernung zweier unendlich benachbarten Punkte nicht 
durch die Quadratwurzel aus einer quadratischen Form der Diffe
rentiale, sondern z. B. durch die vierte Wurzel aus einer Diffe
rentialform vierten Grades gegeben ist. Aber erst zu Beginn dieses 
Jahrhunderts hat der Aufschwung der Variationsrechnung die 
Mathematiker veranlaßt, sich eingehender mit Mannigfaltigkeiten 
zu beschäftigen, in denen die Entfernung zweier unendlich benach
barten Punkte durch eine beliebige positive Funktion der Koordi
naten und ihrer Differentiale dargestellt wird, die in den Differen
tialen positiv homogen von erster Ordnung ist. 

Zunächst wurde, namentlich von Bliss, L a n d s b e r g und 
U n d e r h i l l 5 ) der zweidimensionale Fall untersucht. Als wichtigste 
Ergebnisse dieser Arbeiten kann man etwa bezeichnen: die Auf
stellung eines Winkel-6) und Flächeninhaltsbegriffes,7) des Begriffes 
der „extremalen" Krümmung einer Kurve,8) des Krümmungs
maßes einer solchen Mannigfaltigkeit,9) des „Hauptskalars" 
(einer in Riemannschen Räumen verschwindenden Invariante10), 



endlich die Beantwortung der Frage, in welchen zweidimensionalen 
Mannigfaltigkeiten mit nicht quadratischer Maßbestimmung eine 
Verallgemeinerung des Gauß-Bonnetschen Integralsatzes gilt.11) 

Mit dem w-dimensionalen Fall hat sich als erster F in s l e r 1 2 ) 
beschäftigt, nach dem die in Rede stehenden Mannigfaltigkeiten 
heute ziemlich allgemein als F i n s l e r s c h e R ä u m e bezeichnet 
werden. Seine Arbeit behandelt außer den geometrischen Grund
begriffen vor allem die Theorie der Kurven13) und ^-dimensionalen 
Flächen (2 <1 p <i n — i)i4) i n einem solchen Raum. 

Inzwischen hatte der von L e v i - C i v i t a eingeführte Begriff 
der Parallelübertragung eines Vektors die Begründung der Rie-
mannschen Geometrie in ungeahnter Weise vereinfacht. Alsbald 
wurde versucht, diesen Begriff auch für Finslersche Räume zu 
definieren und ihn beim Aufbau der Theorie dieser Räume zu 
verwenden.15) Auch die in den letzten zwei Jahrzehnten auf
gestellte affine, projektive und konforme Theorie ,,nichtholo-
nomer" Räume wurde auf entsprechende „verallgemeinerte'' 
Räume ausgedehnt, in denen die Übertragung vom Linienelement 
abhängt.16) 

Von besonderen Finslerschen Räumen, die in letzter Zeit 
untersucht wurden, seien genannt: die Minkowskischen Räume17) 
und die Finslerschen Räume konstanter Krümmung.18) 

Weniger bearbeitet wurde bisher die Theorie der w-dimen-
sionalen Mannigfaltigkeiten, deren Geometrie auf dem Begriff des 
Inhalts eines (n — 1) - dimonsionalen Hyperflächenstückes beruht. 
Auch sie ist neuerdings von E. C a r t a n zu einem gewissen Abschluß 
gebracht worden.19) 

Zur Theorie der Mannigfaltigkeiten, deren Bogenelement 
auch Differentiale höherer als erster Ordnung enthält, liegen 
bisher nur Ansätze in verschiedenen Richtungen vor.20) 

2. Bei der Erörterung meines eigentlichen Themas, dem ich 
mich jetzt zuwende, will ich mich der „infinitesimalen" Redeweise 
bedienen, weil sie kurz und anschaulich ist, ohne daß der Übergang 
zu einer strengen Formulierung Schwierigkeiten böte. Der Kürze 
halber gehe ich auch auf die Stetigkeits- und Differenzierbarkeits-
voraussetzungen nicht ein: sie sind leicht zu ergänzen. 

Zunächst erinnere ich daran, wie man die ?i-dimensionale 
R i e m a n n s c h e G e o m e t r i e aus den Grundbegriffen: Maß
b e s t i m m u n g und P a r a l l e l ü b e r t r a g u n g aufbauen kann. 

Das Raumelement ist hier der P u n k t . Von der M a ß b e s t i m 
m u n g wird verlangt, daß sie in der unmittelbaren Umgebung jedes 
Punktes (x) euklidisch sein soll. Anders ausgedrückt: 

(R. I.) D a s Q u a d r a t d e r E n t f e r n u n g e i n e s b e l i e b i g e n 
P u n k t e s (x) u n d e i n e s w i l l k ü r l i c h e n u n e n d l i c h b e n a c h -



ha r t en P u n k t e s (x + dx) ist eine pos i t iv defini te quadra
t ische Different ia l form gtk(x) dx1 dxk. 

Die Figur, die der Maßbestimmung zugrundeliegt, ist also die 
eines Punktes (x) und eines unendlich benachbarten Punktes 
(x + da;). Sie heißt ein inf in i tes imaler Vektor im P u n k t e (x). 
Indem man sich die Stückchen von euklidischen Räumen, zu 
denen die Umgebungen der einzelnen Punkte der betrachteten 
Mannigfaltigkeit durch (R. I.) geworden sind, vervollständigt 
denkt, indem man also jedem Punkte (x) einen euklidischen Raum 
zuordnet, kann man auch zu endl ichen Vektoren im P u n k t e 
(x) übergehen, derart, daß die quadr i e r t e Länge eines Vektors 
(X)im P u n k t e (x) durch 

A* = g*(a) X*X* (1) 
gegeben wird. 

Die euklidischen Räume, die den einzelnen Punkten (x) 
zugeordnet wurden, werden nun in Zusammenhang gebracht, 
indem man definiert, was unter der P a r a l l e l ü b e r t r a g u n g 
eines Vektors von einem Punkte nach einem unendlich benach
barten zu verstehen ist. Dies geschieht durch: 

(R. IL 1) Es sei (X) ein wi l lkür l icher Vektor im belie
bigen P u n k t e (x), ferner (x + dx) ein beliebiger zu (x) 
unendl ich b e n a c h b a r t e r Punk t . Dann heißt der Vektor 
(X + dX) im P u n k t e (x + da;) para l le l zum Vektor (X) im 
P u n k t e (x). wenn 

dX1 = — rk]f{x) Xk dxh. (2) 
Man fordert also, daß die Zuwächse dX1, die man den Kompo

nenten X1 eines Vektors (X) im Punkte (x) erteilen muß, um den 
dazu parallelen Vektor (X + dX) im Punkte (x + dx) zu erhalten, 
in den Zuwächsen da;* der Punktkoordinaten sowie in den Kompo
nenten X1 des Vektors (X) l inear sind. 

Es wird weiter verlangt, daß der durch die Parallelübertragung 
erzeugte Zusammenhang euklidisch sein soll, d. h.: 

(R. IL 2) Die Länge eines beliebigen Vektors wird 
durch Pa ra l l e lübe r t r agung nicht geänder t . 

Diese Forderung ergibt leicht die Gleichungen: 

-"-.—-r- = ruh + Tkih (r%th = g^r^). (3) 

Eine Mannigfaltigkeit von Punkten, die den Forderungen 
(R. L, IL 1, 2) genügt, heißt eukl idisch zusammenhängend. 

Zum R i e m a n n s c h e n R a u m gelangt man durch eine Symme
trieforderung, die bewirkt, daß die Parallelübertragung eindeutig 
durch die Metrik bestimmt ist. Sie lautet: 

(R. IL 3) Es gibt inf ini tes imale Para l le logramme. 



D. h. sind (dx) und (dx) zwei beliebige infinitesimale Vektoren 
in einem willkürlichen Punkte (x), und ist der Maximalbetrag der 
zweireihigen Determinanten dx1 dxk — dx1 dxk ungleich Null, so 
soll die Figur, die man erhält, wenn man den Vektor (dx) von (x) 
nach (x + dx) und den Vektor (dx) von (x) nach (x -f dx) parallel 
überträgt, sich (in der Größenordnung dieses Maximalbetrags) 
schließen. 

Diese Forderung ist äquivalent mit der Symmetriebedingung 

AA* = rhk\ (4) 

Hieraus und aus (3) folgt 

r t / 9 g ^ , dgkh 3gAt \ . r ; „Mp ,~v 
Fikh = * (d* + V ~ ~d^J ' ^ = g ^ (0) 

so daß die Parallelübertragung in eindeutiger Weise durch die 
Maßbestimmung definiert ist. 

Durch Herumfü|irung eines Vektors um ein infinitesimales 
Viereck erhält man nunmehr in bekannter Weise den K r ü m 
m u n g s t e n s o r des Riemannschen Raumes. 

3. Es liegt nahe, die G e o m e t r i e de s F i n s l e r s c h e n R a u 
m e s möglichst nach dem soeben geschilderten Vorbild der Riemann
schen Geometrie aufzubauen, indem man als Raumelement nach 
wie vor den P u n k t beibehält. Man gelangt so im Wesentlichen zu 
der Theorie von W i n t e r n i t z . 2 ) 

Die M a ß b e s t i m m u n g ist in diesem Falle durch folgende 
Forderung definiert: 

(W. I.) D ie E n t f e r n u n g e i n e s b e l i e b i g e n P u n k t e s (x) 
u n d e i n e s w i l l k ü r l i c h e n u n e n d l i c h b e n a c h b a r t e n P u n k t e s 
(x + dx) i s t e i ne p o s i t i v e u n d in d e n dx{ v o n e r s t e r Ord
n u n g p o s i t i v h o m o g e n e F u n k t i o n h(x, dx), d e r a r t , d a ß 
d i e q u a d r a t i s c h e F o r m 

92(L2 

ddx1 ddxk Z* Zk (6) 

d e r H i l f s v e r ä n d e r l i c h e n Z1, Z2, . . ., Zn p o s i t i v d e f i n i t i s t . 
h(x, dx) heiße die G r u n d f u n k t i o n des Finslerschen Raumes. 

Lassen sich insbesondere in einem Finslerschen Raum solche 
Koordinaten x{ einführen, daß die Grundfunktion nur von den 
Differentialen dx{ allein abhängt, also die Gestalt L(d#) hat, so 
heißt der Raum ein Minkowsk i sche r . 2 1 ) 

Die Forderung (W. I.) bedeutet, daß die Maßbestimmung des 
Finslerschen Raumes in der unmittelbaren Umgebung jedes 
Punktes eine Minkowskische sein soll. Indem man sich diese 
Stückchen von Minkowskischen Räumen vervollständigt denkt, 
indem man also jedem Punkt (x) des Finslerschen Raumes einen 



Minkowskischen Raum mit der entsprechenden Maßbestimmung 
h(x, dx) — (x) fest — zuordnet, kann man auch zu endlichen 
Vektoren im Punkte (x) übergehen. Die L ä n g e e i n e s V e k t o r s (X) 
im P u n k t e (x) ist dann 

X == L(x, X). (7) 

Trägt man in dem Minkowskischen Raum, der dem Punkte (x) 
des Finslerschen Raumes zugeordnet ist, alle möglichen Vektoren 
vom Anfangspunkt (x) und der Länge Eins ab, so bilden ihre 
Endpunkte eine Hyperfläche, die I n d i k a t r i x des P u n k t e s (x). 
Wegen (W. I.) ist die Indikatrix konvex. 

Die Minkowskischen Räume, die den einzelnen Punkten (x) 
zugeordnet sind, werden nun wieder durch eine P a r a l l e l ü b e r 
t r a g u n g in Zusammenhang gebracht. Diese wird definiert durch: 

(W. I I . 1) E s sei (X) e in w i l l k ü r l i c h e r V e k t o r im be l i e 
b i g e n P u n k t e (x), u n d (x-\-dx) e in b e l i e b i g e r zu (x) unend 
l ich b e n a c h b a r t e r P u n k t . D a n n h e i ß t d e r V e k t o r (X + 
+ dX) im P u n k t e (x + dx) p a r a l l e l z u m V e k t o r (X) im 
P u n k t e (x), w e n n 

dX* - — GA*(x, X) dxh. (8) 

Hier wird also nur gefordert, daß die Zuwächse dX{, die man 
den Komponenten X* eines Vektors (X) im Punkte (x) erteilen 
muß, um den dazu parallelen Vektor (X + dX) im Punkte (x + dx) 
zu erhalten, in d e n D i f f e r e n t i a l e n dx1 d e r P u n k t k o o r d i n a 
t e n l i n e a r sind, während über die Art der Abhängigkeit von den 
Vektorkomponenten X1 nichts vorausgesetzt wird. 

Von dieser Parallelübertragung wird nun wieder verlangt: 
(W. IL 2) D i e - L ä n g e e i n e s b e l i e b i g e n V e k t o r s w i r d 

d u r c h P a r a l l e l ü b e r t r a g u n g n i c h t g e ä n d e r t . 
Diese Forderung ergibt die Beziehungen: 

Eine Mannigfaltigkeit von Punkten, die den Forderungen 
(W. L, IL 1, 2) genügt, heiße M i n k o w s k i s c h z u s a m m e n h ä n 
gend . 

Zum F i n s l e r s c h e n R a u m gelangt man durch eine Symme
trieforderung, die bewirkt, daß die Parallelübertragung eindeutig 
durch die Metrik bestimmt ist. Diese Symmetrieforderung, die 
schwächer ist als (R. IL 3), lautet: 

(W. IL 3) E s g i b t i n f i n i t e s i m a l e s p i t z e R h o m b e n . 
Das bedeutet Folgendes: Es sei (dx) ein beliebiger infinite

simaler Vektor im willkürlichen Punkte (x), ferner (Adx) ein Vektor 
im gleichen Punkte, der klein ist gegenüber dem Vektor (dx) und 



so beschaffen, daß der Maximalbetrag der zweireihigen Deter
minanten dxl Adxk — da;* Adx1 ungleich Null ist. Endlich sei 
(Sx) = (dx -f- Adx). Dann soll die Figur, die man erhält, wenn man 
den Vektor (dx) von (x) nach (x + dx) und den Vektor (dx) von (x) 
nach (x -f- dx) parallel überträgt, sich (in der Größenordnung 
dieses Maximalbetrags) schliessen. Es soll m. a. W. in der Ent
wicklung der Differenz 

d&xi — ddx* = — {Gh
l(x, dx) (dxh + Adxh) — Gh

l(x, dx + Adx) dxh} 

nach Potenzen der Adx1 das lineare Glied Null sein. Diese For
derung gibt für die Funktionen Gh

{ die Bedingungen 

Gh*(x, dx) — dGk^dX) d** = 0. (10) 

Aus (10) folgt, wenn 
Gtfix, dx) dxh = 2G*(a;, da;) (11) 

gesetzt wird: 
n • , i v dGHx, dx) _ _ 
Gh*(x, dx) = - ~ ~ ^ — - • (12) 

Man stellt jetzt leicht fest, daß als Folge von (W. IL 2) und 
(W. IL 3) die Funktionen Gl(x, dx) den Gleichungen 

M _ J M y + i J - - - 0 * - o rL-L(xdx)l (13) 

genügen. Da nach (W. I.) die Determinante 

g(L2) 
adxA 8da;* 

von Null verschieden ist, so lassen sich diese Gleichungen nach 
den G* auflösen, womit auch die Gh

{ aus der Metrik des Finsler-
schen Raumes eindeutig bestimmt sind. Diese Auflösung zeigt, 
daß die Gl(x, dx) in den dxk von zweiter, die Gh

l(x, dx) also 
von erster Ordnung positiv homogen sind. 

Der geometrische Sachverhalt, der in den Gleichungen (13) 
zum Ausdruck kommt, ist dieser: die Extremalen des Variations
problems s = I hlx, -=-1 dt -> Extr . sind mit den geraden (auto
parallelen) Linien bei der Parallelübertragung (W. IL 1—3) iden
tisch, und die ,,Bogenlänge" s ist auf ihnen affiner Parameter. 

Im weiteren Verlaufe der Theorie spielt außer dem K r ü m 
m u n g s t e n s o r , zu dem man in der gewöhnlichen Weise gelangt, 
auch der A s y m m e t r i e t e n s o r 

a 'Gfo, da?) 
ddxh ddxk ddxm 



eine Rolle, der für das nicht verschwindende Glied niedrigster 
Ordnung in der Entwicklung von 

Gh
l(x, dx — \Adx) (dxh+\Adxh) — Ghi(x,dx+iAdx) (dxh — \Adxh) 

nach Potenzen der Adxk maßgebend ist. 
4. Ich komme jetzt zur C a r t a n s c h e n T h e o r i e d e r F i n s l e r -

s c h e n R ä u m e . 
Das Raumelement in dieser Theorie ist nicht der Punkt, 

sondern das (orientierte) L i n i e n e l e m e n t , das ist die Figur, die 
aus einem Punkte (x) und einer von diesem Punkte ausgehenden 
Richtung (x) besteht. Der Punkt heißt das Z e n t r u m des Linien
elements. Die R i c h t u n g (x) des Linienelements wird durch n nicht 
sämtlich verschwindende Parameter x1, x2, . . ., xn gegeben, die in 
dem Sinn homogen sind, daß sie alle mit demselben willkürlichen 
positiven Faktor multipliziert werden dürfen. Eine Mannigfaltig
keit, die als Punktmannigfaltigkeit ^-dimensional ist, hat als 
Mannigfaltigkeit von Linienelementen betrachtet, 2n — 1 Dimen
sionen. 

Der Aufbau der Cartanschen Theorie kann wieder in zwei 
Schritten vollzogen werden. Man definiert zunächst eine euk l i 
d i s c h z u s a m m e n h ä n g e n d e M a n n i g f a l t i g k e i t v o n L i n i e n 
e l e m e n t e n durch Forderungen, die man für die Maßbestimmung 
und die Parallelübertragung von Vektoren stellt und schränkt 
dann durch Zusatzforderungen die dabei auftretenden Funktionen 
soweit ein, daß sie eindeutig aus der Grundfunktion L(#, dx) des 
Finslerschen Raumes folgen. 

Von der M a ß b e s t i m m u n g wird verlangt, daß sie in der 
unmittelbaren Umgebung jedes Linienelements (x, x) euklidisch 
sein soll. Das heißt: 

(C. I . 1) D a s Q u a d r a t d e r E n t f e r n u n g e i n e s b e l i e b i g e n 
P u n k t e s (x) u n d e i n e s w i l l k ü r l i c h e n u n e n d l i c h b e n a c h 
b a r t e n P u n k t e s (x + dx) in Bezug, auf d a s L i n i e n e l e m e n t 
(x, x), d e s s e n R i c h t u n g b e l i e b i g i s t , i s t e ine p o s i t i v defi-
n i t e q u a d r a t i s c h e D i f f e r e n t i a l f o r m gik(x, x) dx1 dxk, d e r e n 
K o e f f i z i e n t e n n u r v o m L i n i e n e l e m e n t (x, x) a b h ä n g e n . 

Die gik(x, x) sind also in den x1 positiv homogen von nullter 
Ordnung. 

Die Figur, die der Maßbestimmung zugrunde liegt, ist somit 
die zweier unendlich benachbarten Punkte (x), (x + dx) und eines 
Linienelementes (x, x), das den ersten Punkt zum Zentrum hat . 
Wir nennen diese Figur einen i n f i n i t e s i m a l e n V e k t o r i m 
L i n i e n e l e m e n t (x, x). Indem man sich die Stückchen von 
euklidischen Räumen, zu denen die Umgebungen der einzelnen 
Linienelemente der betrachteten Mannigfaltigkeit durch (C. I. 1) 
geworden sind, vervollständigt denkt, indem man also jedem 



Linienelement (x, x) einen euklidischen Raum zuordnet, kann man 
auch zu e n d l i c h e n V e k t o r e n im L i n i e n e l e m e n t (x. x) über
gehen, derart, daß d a s Q u a d r a t de r L ä n g e e i n e s V e k t o r s (X) 
im L i n i e n e l e m e n t (x, x) durch 

ju* = gik(x, x) XXk (14) 
gegeben wird. 

Die euklidischen Räume, die den einzelnen Linienelementen 
(x, x) zugeordnet wurden, werden wieder in Zusammenhang 
gebracht, indem man definiert, was unter der P a r a l l e l üb er
t r a g u n g eines Vektors von einem Linienelement nach einem 
unendlich benachbarten zu verstehen ist: 

(C. IL 1) E s sei (X) e in w i l l k ü r l i c h e r V e k t o r im be l ie 
b i g e n L i n i e n e l e m e n t (x, x) u n d (x -f dx, x + dx) e in be l ie 
b ige s zu (x, x) u n e n d l i c h b e n a c h b a r t e s L i n i e n e l e m e n t . 
D a n n h e i ß t d e r V e k t o r (X -f- dX) im L i n i e n e l e m e n t 
(x + dx, x -f- dx) p a r a l l e l z u m V e k t o r (X) im L i n i e n e l e m e n t 
(x, x), w e n n 

dX* = — AA1' (a\ x) Xk dxh — G^x, x) Xk dz*. (15) 

Man fordert also, daß die Zuwächse dX\ die man den Kompo
nenten X* eines Vektors (X) im Linienelement (x, x) erteilen muß, 
um den dazu parallelen Vektor (X -+- dX) im Linienelement 
(x -f- dx, x -f- dx) zu erhalten, einerseits in den 2n Zuwächsen dx1, 
dx\ anderseits in den n Vektorkomponenten X1 l i n e a r sind. 

Da der Vektor (X -f- dX) nur von den beiden Linienelementen 
(x, x) und (x -f- dx, x -f- dx) abhängen soll, so muß er ungeändert 
bleiben, wenn die xl durch Q(X, X) xl ersetzt werden, wo q(x, x) > 0 
und in den x{ positiv homogen von nullter Ordnung ist. Indem man 
zuerst Q = konst., und hierauf Q allgemein wählt, ergibt sich als 
Folge von (C. IL 1), daß 

1.) die AV(#- x) von nullter, die C/^^o;, x) von (— l)-ter 
Ordnung positiv homogen in den x1' sind; 

2.) die Relationen 

Gkhi(x,x)xh = 0 (16) 
bestehen. 

Nun wird wieder verlangt, daß der durch die Parallelüber
tragung erzeugte Zusammenhang euklidisch sein soll: 

(C. IL 2) Die L ä n g e e i n e s b e l i e b i g e n V e k t o r s (in einem 
willkürlichen Linienelement) w i r d d u r c h P a r a l l e l ü b e r t r a 
g u n g n i c h t g e ä n d e r t . 

Diese Forderung ergibt hier die Bedingungen 



~pГT" ~ ^ikh + ЛlчV. (Гikh = ghj IV) 

?g. 
дx 

Tд- = Ca-л + Cw« (Cè7A — gA? CïV). 

(17) 

Eine Mannigfaltigkeit von Linienelementen, die den Forde
rungen (C. 1. 1, IL 1, 2) genügt, heißt e u k l i d i s c h z u s a m m e n 
h ä n g e n d . 

5. Wir stellen jetzt zusätzliche Forderungen auf, die bewirken, 
daß die Funktionen gik(x, x), C^'(.r, x), r^^x, x) durch die Grund
funktion L(#, x) des Finslerschen Raumes eindeutig bestimmt 
sind. Sie setzen außer (C. I . 1, IL 1, 2) auch (W. I.) voraus. 

Zunächst solider M a ß t e n s o r gtk(x, x) aus der M e t r i k (W. I.) 
des als Punktmannigfaltigkeit betrachteten Finslerschen Raumes 
gewonnen werden. Es sei (x, x) ein beliebiges Linienelement im 
Finslerschen Raum. Ferner sei in dem Minkowskischen Raum, der 
dem Zentrum (x) des Linienelementes zugeordnet ist, (x + l) 
jener Punkt der Indikatrix des Punktes (x), der in der Richtung 
des Linienelementes (x, x) liegt. Dann gibt es in diesem Raum eine 
einzige Hyperfläche zweiter Ordnung, die den Punkt (x) zum 
Mittelpunkt hat und die Indikatrix dieses Punktes im Punkte 
(x + l) in zweiter Ordnung berührt. Sie heißt die o s k u l i e r e n d e 
I n d i k a t r i x des L i n i e n e l e m e n t s (x, x).22) Wegen (W. I.) ist 
sie konvex. 

Es wird nun gefordert: 
(C I . 2) Die L ä n g e e i n e s b e l i e b i g e n V e k t o r s (X) im 

w i l l k ü r l i c h e n L i n i e n e l e m e n t (x, x) in B e z u g auf d i e s e s 
L i n i e n e l e m e n t i s t d u r c h d ie o s k u l i e r e n d e I n d i k a t r i x 
des L i n i e n e l e m e n t s (x, x) a l s I n d i k a t r i x d e f i n i e r t . 

Diese Festsetzung bedeutet folgende Wahl des Maßtensors23): 

^ M = * - 5 S r [L = L(*,i)]. (18) 
Aus ihr folgt insbesondere: 
1.) Der Vektor (l) im Linienelement (x, x), der die Richtung 

des Linienelementes und in Bezug auf das Linienelement die Länge 
Eins hat, besitzt die Komponenten 

ll = T , .v- • (19) 
L(x, x) 

Er heiße der E i n h e i t s v e k t o r des L i n i e n e l e m e n t s (x, x). 
2.) Jeder Vektor im Linienelement (x, x), der im Sinne des 

Variationsproblems / L Ix, -=-j d£'-> Extr. zu diesem Linienelement 



t r a n s v e r s a l ist, steht bei der Maßbestimmung (C. I. 1. 2) auf 
dem Linienelement s e n k r e c h t und umgekehrt. 

6. Die Komponenten der P a r a l l e l ü b e r t r a g u n g CW und 
r/ch1 werden durch je eine Symmetrieforderung aus der Grund
funktion h(x, x) abgeleitet. 

Vermöge der Parallelübertragung (C. IL 1) ist für jeden 
Vektor (X), dessen Komponenten Funktionen des Linienelements 
sind, ein kovariantes Differential definiert: 

DX* = dX* + rkh
l(x, x) Xk dxh + Gkij(x, x) Xk dxK (20) 

Wir spezialisieren nun zunächst die C ^ durch folgende 
Forderung: 

(C. I I . 3) Es se i en (X) u n d (Y) zwei b e l i e b i g e V e k t o r e n 
im w i l l k ü r l i c h e n L i n i e n e l e m e n t (x, x), d e r e n k o n t r a -
v a r i a n t e K o m p o n e n t e n b e i m Ü b e r g a n g z u m b e l i e b i g e n 
u n e n d l i c h b e n a c h b a r t e n L i n i e n e l e m e n t (x, x + dx) m i t 
d e m s e l b e n Z e n t r u m u n g e ä n d e r t b l e i b e n . D a n n sol l für 
d i e s e n Ü b e r g a n g d a s S y m m e t r i e g e s e t z 

g*x*Dr* = gf-*riD.x* 
g e l t e n . 

Die geforderte Gleichung ergibt wegen der Nebenbedingungen 
dxj — dXj — dY' = 0 unmittelbar die Symmetrie 

Goch = Gkih, (21) 
so daß man aus (172) 

n _ i a§i* _ i 5'3(L2) (99, 

erhält. Die C^/. sind daher in allen, die C/̂ * in den unteren Zeigern 
symmetrisch. 

Aus den Gleichungen (15) der Parallelübertragung und der 
Homogeneitätseigenschaft der gtk(x, x) folgt jetzt, daß e in will
k ü r l i c h e r V e k t o r (X) im b e l i e b i g e n L i n i e n e l e m e n t (x, x), 
d e r d ie R i c h t u n g des L i n i e n e l e m e n t e s h a t , bei Parallel
übertragung nach irgend einem unendlich benachbarten Linien
element (x, x + dx) m i t d e m g l e i c h e n Z e n t r u m ungeändert 
bleibt. Seine Parallelübertragung nach einem b e l i e b i g e n unendlich 
benachbarten Linienelement (x + dx, x + dx) ist, wenn zur 
Abkürzung 

xk / V ( z , x) = GS(x, x) 24) (23) 

gesetzt wird, durch (8) dargestellt. Sie hän g t nur von den dxj, 
aber nicht von den d$ ab: Diese VeKtorübertragung möge als 
P a r a l l e l ü b e r t r a g u n g d e s L i n i e n e l e m e n t s (x, x) von seinem 
Zentrum (x) nach dem beliebigen unendlich benachbarten Punkt 
(x -f- da;) bezeichnet werden. 
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Insbesondere gilt für die Parallelübertragung des E i n h e i t s 
v e k t o r s (l) des Linienelementes 

co{(d) = dp + * ., Gh*(x9 x) dxh = 0. (24) 
L(x, x) 

Wenn man an Stelle der dxj die coj(d) in die Gleichungen (15) 
'der Parallelübertragung (C. IL 1) einführt, so nehmen diese die 
Gestalt 

dXl = — r*kh
l(x, x) Xk dxh — AM^X, X) Xk coh(d) (25) 

an, mit 
r*bh* = / v — Ctp* Gh*,\ (26) 
A*Ä< = LC*A*. J 

Die r*^, Akh
l sind in den x> positiv homogen von nullter Ordnung, 

die AM* außerdem die Komponenten eines Tensors. Ferner gilt 
nach (171) und (261) 

r*ikh + r*ldh = ^ — 2 C ^ G / . (r*m = &Jb r v ) . (27) 

Nun stellen wir eine letzte Symmetrieforderung: 
(C. IL 4) Bei d e r P a r a l l e l ü b e r t r a g u n g v o n e i n e m 

b e l i e b i g e n L i n i e n e l e m e n t n a c h i r g e n d e i n e m d a z u p a r a l 
l e l en g i b t es i n f i n i t e s i m a l e P a r a l l e l o g r a m m e . 

D . h.: Sind (dx) und (dx) irgend zwei infinitesimale Vektoren 
im Linienelement (x, x), so soll vermöge (24) und (25) stets ddx1 — 
— ddx1 = 0 gelten.25) Diese Forderung ist gleichbedeutend mit 
der Symmetrie 

- T V - W . (28) • 

Aus den baiden letzten Gleichungen folgt 

r^h = 1 ( | f + | g > - | f ) - Ci1cp G ^ - Ckhp Q? + CM, G , -

r V = g,'*-T*«A (29) 
und wegen (261) 

^ " Y (da* +~cW~ ~cW) ~ Ckhp G i + Uip Gk ' 
rihi = gkrikh. (30) 

Für die noch unbekannten Funktionen Giv leitet man aus (30) 
durch eine Rechnung, die keine Schwierigkeiten bietet, die Bedin
gungen 

g* ( W ±k ~ GhJ) = ° (31) 

ab. Sie erfüllen also die Forderung (W. I I . 3). Aus (C. IL 2) folgt, 
daß sie auch die Forderung (W. I I . 2) erfüllen/Die P a r a l l e l ü b e r -

11 



t r a g u n g d e r L i n i e n e l e m e n t e (x, x) i s t s o m i t e ine P a r a l l e l 
ü b e r t r a g u n g de r in Nr . 3 b e t r a c h t e t e n A r t . Aus (12) und (13) 
ergibt sich jetzt 

Damit ist die Parallelübertragung (C. I I . 1) vollständig aus 
der Grundfunktion L(#, x) bestimmt. 

7. Der weitere Aufbau der Cartanschen Theorie erfolgt in der 
gewöhnlichen Weise. 

Zunächst hat ein Finslerscher Raum, der kein Riemannscher 
ist, stets eine T o r s i o n , deren Tensor A„A* ist. Denn aus (25) folgt 
wegen (C. IL 4) 

d&x1 — döxi = — AtA* [dxk o)h(6) — öxk mh(d)]. (33) 

Für n = 2 läßt sich der Torsionstensor auf den in Nr. 1 erwähnten 
H a u p t s k a l a r zurückführen. 

Durch Herumführung eines Vektors um ein infinitesimales 
„Viereck" von Linienelementen 

(x, x), (x + dtx, x + dxx), (x + d2x, x + d2i), (x + d±x + 
+ d2x + dxd2o;, x + d^' + d2x + d^x), 

dld2^* — d^x1 = 026) d^x1 — d2dx;# = 0, 

ergibt sich ferner, daß der Finslersche Raum drei K r ü m m u n g s 
t e n s o r e n hat: 

&i)kh — Ajk A-ihm A/A -&ikm7 

P<;I-A = A,.w.|i — Aikh]i + Aik
m Ajmh]q V' — Aik

m Aimhlq P, 
dr*i)k dr*iik dGm idr*iih dr*m dG v* ÍJK v-*- ^1K ^ ^ I v-*- Vid "•*- V)ll ^ _ _ _ _ 1 _ i _ 

ijkh ~ ~~~ дx~~ дxh ~~ [~дx~k д~~ ~дx~) 
+ I imh I jk I jrnћ í ik + 

+ C ijm 
( d*Gm _ 82G'» _ 8 2 G m d& 82GTO SGM 
["ač* 9a;A 8i* 8 .? aié* dxr a F + cJaí* 3xr &č* }' 

l (34) 

In (34) ist 

A-K, 9AJA:A dAikh dGp r*.P_\. _ r * . * — \.h r*h.v 

Für n = 2 ist der erste dieser Krümmungstensoren Null, der 
zweite läßt sich auf die extremale Ableitung27) des Hauptskalars, 
der dritte auf das K r ü m m u n g s m a ß (Nr. 1) zurückführen. 

Endlich existieren noch Identitäten, die eine Verallgemeine
rung der Bianchischen Identität darstellen und teils endliche 
Relationen zwischen! den Tensoren der Krümmung und Torsion 
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geben, teils solche, in die auch die kovarianten Ableitungen dieser 
Tensoren eingehen. 

8. In unser Bild der Theorie von C a r t a n ist noch ein letzter 
Zug einzutragen: die W i n k e l m e t r i k . Wie der Winkel zweier 
Vektoren in demselben Linienelement in der Maßbestimmung 
(C. I. 1, 2) zu messen ist, ist ohne Weiteres klar. Als W i n k e l 
zwe i e r u n e n d l i c h b e n a c h b a r t e r L i n i e n e l e m e n t e (x, x) und 
(x, x + dx) m i t d e m s e l b e n Z e n t r u m wird die Länge des 
Vektors definiert, der das koVariante Differential des Einheits
vektors des Linienelements darstellt. Das Quadrat dieses Win
kels ist 

d9* EE gtt dl« «u* = ^ ' - g j - ^ r d ^ d**- <35> 

Unter dem W i n k e l z w e i e r u n e n d l i c h b e n a c h b a r t e n 
L i n i e n e l e m e n t e (x, x) und (x -f- dx, x -f dx) m i t v e r s c h i e d e 
n e n Z e n t r e n ist definitionsgemäß der Winkel zu verstehen, den 
das nach dem Punkte (x -f dx) parallel übertragene Linienelement 
(x, x) mit dem Linienelement (x + dx, x + dx) bildet (abgesehen 
von unendlich kleinen Größen höherer als erster Ordnung). Man 
erhält für sein Quadrat 

d(p2 = gik co^d) cok(d) = 
1 32L /_ . . , 3G* \ / , . t , dGk . \ 9fix (36) 

Das Verschwinden des Krümmungstensors S#M bedeutet, 
daß die Winkelmetrik (35) wie im euklidischen Raum die Krüm
mung Eins hat. Für n = 2 ist das stets der Fall. 

Es würde mich freuen, wenn Ihnen meine Skizze der Cartan-
schen Theorie den Eindruck vermittelt hat, daß sich die Fins-
lersche Geometrie heute relativ einfach begründen laßt. Damit ist 
aber das Interesse, das diese Geometrie bietet, keineswegs er
schöpft. Insbesondere gibt sie noch Gelegenheit genug zu Einzel
untersuchungen. Z. B. ist die naheliegende Frage, welche Eigen
schaften geometrischer Gebilde in Riemannschen Räumen auch 
noch in Finslerschen Bäumen erhalten bleiben, welche durch 
allgemeinere zu ersetzen sind und welche ganz verloren gehen, 
bisher nur recht unvollständig beantwortet. Auch eine axioma-
tische Fundierung der Cartanschen Theorie in ähnlicher Art, wie 
sie W i n t e r n i t z 2 ) für seine eigene Theorie gegeben hat, wäre 
gewiß ein dankbares Problem. Endlich wäre noch die Aufgabe 
einer analogen Begründung der Theorie anderer „verallgemeiner
ter" Räume zu nennen.29). 
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Anmerkungen. 

(Die N u m m e r n bei den Au tö rennamen beziehen sich auf das Li tera tur -
/ Verzeichnis.) 

L) C a r t a n 5, 7. 
2) W i n t e r n i t z 1. 
3) K o s c h m i e d e r 6. 
4) R i e m a n n 1; vgl. a u c h L i p s c h i t z 1, 2. 
5) B l i s s 1, 2; L a n d s b e r g 1, 2, 3; U n d e r h i l l 1. Neuere Arbei ten 

Über den zweidimensionalen Fal l : B e r w a l d 4, 5; C a r t a n 2. 
6) L a n d s b e r g 3 (für Linienelemen te im gleichen P u n k t ) ; C a r t a n 2 

(Verallgemeinerung auf Linienelemen te in versch iedenen P u n k t e n ) ; 4, 5, 7 
(Verallgemeinerung für n Dimensionen) . Vgl. a u c h D e l e n s 2 und A n m . 23) 
Andere Winkelbegr iffe: a) B l i s s 1; b) F i n s l e r 1; c) B e r w a l d 2, 3, S y n g e 1, 
T a y l o r 2. Über alle diese Winkelbegriffe vgl. G o l a b 1. 

7) E i n solcher Begriff bei B l i s s 2; der heute zumeis t verwende te bei 
F u n k und B e r w a l d 1; ein dr i t ter bei G r ü ß 3. 

8) L a n d s b e r g 3, U n d e r h i l l 1. Vgl. auch O. B o l z a , Vor lesungen 
über Var ia t ionsrechnung, Leipzig und Ber l in 1909, S. 346; D e D o n d e r 1; 
F u n k 1. Verallgemeinerung auf n Dimensionen bei F i n s l e r 1; vgl . a u c h 
B e r w a l d 1, 2. E i n anderer Krümmungsbegriff bei B l i s s 2. 

9) U n d e r h i l l 1. Vgl. a u c h B o l z a , a. a. O., S. 228; D e D o n d e r 1; 
F i n s l e r 1; B e r w a l d 4, 5; C a r t a n 2. 

1 0) U n d e r h i l l 1. V^l. a u c h B e r w a l d 4, 5; C a r t a n 2. 
11) L a n d s b e r g 3. Über diese , ,Räume von Landsbe rg" vgl. a u c h 

B e r w a l d 5; C a r t a n 2. 
12) F i n s l e r 1. 
13) K u r v e n t h e o r i e in Finslerschen R ä u m e n : F i n s l e r 1; T a y l o r 2; 

C a r t a n 7. Vgl. a u c h Anm. 8 ) . 
14) T h e o r i e p-dimensionaler F l ä c h e n in Finslerschen R ä u m e n : 

F i n s l e r 1; T a y l o r 3; G r ü ß 1, 2, 3 ; C a r t a n 7; H a i m o v i c i 1. 
15) E s wurden folgende Paral le lüber tragungen aufges tell t : a) 1925 

B e r w a l d 2, 3, 4, 5, 6, 8 (im Ansch luß a n E . N o e t h e r 1, 2); b) 1925 S y n g e 1; 
T a y l o r 2; c) 1928 D o u g l a s 1; d) 1930 W i n t e r n i t z 1; e) 1930 G r ü ß 3 
(n = 2); f) 1930 C a r t a n 2 (n = 2), 1933 C a r t a n 5, 7. — c), d) können der 
Paral le lüber tragung a ) ; b), d) der Paral le lüber tragung f); c) einer 1932 von 
K o s a m b i 4, 5 für den n icht homogenen Fal l eingeführten Paral lelübertra
gung untergeordnet werden, d) is t eine besondere n icht l ineare Vek tor
über t ragung; Über solche vgl. F r i e s e c k e 1; B o r t o l o t t i 1. 

i e) V e r a l l g e m e i n e r t e a f f i n z u s a m m e n h ä n g e n d e R ä u m e : B e r 
w a l d 2; D o u g l a s 1; K n e b e l m a n 3; W i n t e r n i t z 1. Vgl. a u c h V a n d e r -
s l i c e 1 u n d A n m . 15), 2Q). V e r a l l g e m e i n e r t e p r o j e k t i v z u s a m m e n 
hängende R ä u m e : C a r t a n 1 (n = 2); D o u g l a s 1; K n e b e l m a n 3; 
vgl . a u c h V a n d e r s l i c e 1. Zur k o n f o r m e n T h e o r i e v e r a l l g e m e i n e r 
t e r R ä u m e : K n e b e l m a n 2, H o s o k a w a 2. — V e r a l l g e m e i n e r u n g 
d e r S c h o u t e n s c h e n T h e o r i e d e r l i n e a r e n Ü b e r t r a g u n g e n : H o s o 
k a w a 1; vgl . a u c h H o s o k a w a 3, 4; K a w a g u c h i 1, 2. — K o l l i n e a t i o n e n 
u n d B e w e g u n g s g r u p p e n in verallgemeinerten R ä u m e n : K n e b e l m a n 
1, 3. — K o n f o r m e A b b i l d b a r k e i t eines Finslerschen R a u m e s auf einen 
euklidischen u n d zweier Finslerschen R ä u m e aufeinander : G o l a b 3, 4 ; 
D e l e n s 2. 

17) H . M i n k o w s k i , Geome tr ie der Zah len, Leipzig 1896, K a p . I . 
Neuere Arbei ten (zumeis t in axioma t i scher R i ch tung) : G o l a b u n d H ä r l e n 
1; B u s e m a n n 1, 2; G o l a b 2. * 

18) F u n k 2, 3 ; B e r w a l d 9, 10. Vgl. a u c h W i r t i n g e r 1; W h i t e h e a d 1. 
19) F u j i w a r a 1, 2; D e D o n d e r 1; K o s c h m i e d e r 1, 2, 4, 5; C a r t a n 3. 

Vgl. auch die a n H a a r 1 ansch l ießende Arbei t B e r w a l d 11. 
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23) De Donder 1; Koschmieder 3, 6; Craig 1; Kawaguch i V 2; 
Hbmbu 1. 

21) Siehe 1 7 ) . 
22) Finaler 1. 
23) Diese Maßbestimmung wurde eingeführt von Berwald 1, 2; 

Synge 1; Taylor 2. 
21) Die Funktionen Gji(x, x) haben zunächst mit den in Nr. 3 ebenso 

genannten Funktionen nichts zu tun. 
25) Dieses ,,sich Schliessen" der Figur ist in entsprechender Weise zu 

verstehen, wie in (R. II. 3). 
2 6 ) dL, d2 sind nicht die Symbole einer Parallelübertragung, sondern 

bedeuten beliebige den Vertauschbarkeitsbedingungen des Textes genügende 
infinitesimale Zuwächse. 

2 7 ) Berwald 4, 5. 
28) O. V a r g a in einer nicht publ izierten Disser ta t ion (Deutsche 

Un ivers i tä t , Prag ) . E i n Auszug erschein t voraussicht l ich in der Zeitschrift 
Lotos, Prag . 

29) Affin zusammenhängende Räume von Linienelement3n bei Varga, 
a. a. O. Projektiv zusammenhängende zweidimensionale Räume von Linien
elementen bei Car tan 1. 
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