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0 mathematické a moralni nadéji.

Sepsal
Augustin Panek.

Céast L
0 nadéji mathematické ¢&ili objektivni.

§ 1,

-Soutin z olekdvané vjhry (vifhody) a pravdépodobnost:
(probabilitas), Ze téze vijhry se dostane, sluje nadéji mathematickou
aneb objektivni.*)

Nazvemez s, sdzku (mise) osoby 4,, s, sdzku osoby 4,, a
pravdépodobnost, Ze osoba 4, celou sdzku s, -} s, — v vyhraje,

2]

Py= , & Ze ji osoba A, vyhraje, p, = , pak jest
2
predevsim
—_ % ) )
+p, = -b =1
P11 P m, m, )

znati-i a,, a, pocet piipadi piiznivych (chance), m,, m, pocet
vech jediné a rovné mozZnych.
Zde plati zdsada: sdzky jsou v uméie s pravdépodobnostmi,
Ze se vyhraje, tedy
31:82:Pl:p2' (1)
Z této timéry plyne
(1+8) 8 =(Pr+p) i1
aneb
vis, =1:py,
z CehoZ snadno se obdrif

sl =D v,
a podobné
Sy = Pa¥,
tedy vSeobecné
s—puw. )]

*) Mathematickou nad&ji aneb té% olekdvdnt (sors, lucrum) lze pro mnohé
pifpady nazvati ,primé&rnou hodnotou“.



70

7 vzorce (2) plync véta: sdzka hrdée s rovnd se jeho na-
déjt mathematické N = pv ve vjhru a naopak, piredpokldddme-ls,
Ze se shoduje sdzka s moZnou vijhrou,

s = N. (2

Srovname-li sdzky dvou osob, bude

2y ()

to jest: sdzky jsow ve srovnaloste sloZité s olekdvanon vijhrou a
pravdépodobnostmi, Ze se vyhraje.
Jest-li m; —m,, pak

8 1S, =P Ly P, Vy = :
15 =PV 1P ¥y m, My

S 1Sy TS Gy Uyl Gy 0, . (39
Vscobeené obdrzime dle (3) srovnalost spojitou
8181 .. 1S TP U Pg Uyl il PrUn, “4)
a dle (39,
S 1Sy Tl SIS Ay Iy Oy .. Oy Uy 4
Ze (4) plyne ddle
n n
$10 % S = vyt E Pata, ®)
n—1 ns1
a ze (4) podobnd
n n
$1: 2 sp=aquy 1 X ayv,, (GY)]
n-1 n=1

kterouzto srovnalost si téZ zjedndme, zavedeme-li @ misto p do
vzorce (D).

Polozime-li s, ==s, = ... =s,, obdrzime z (b),
1:n:plvlznzz1pnvh, (6)
az (5
l:n=aqquv;: ,g‘la,,v,,. (6%
n

Ze vzorce (2) nasleduje pak
’ -8 ms
v= p T a @
to jest: vghra rovnd se poméru sdzky a pravdépodobnosti, Ze
vyhra se ziskd. *)

*) Tohoto pravidla se viak neSetii, nebof loteric a herny nabizeji oby-
cejné hrac¢im vyhru, jeZ nedosahuje vyse pomérné k sazce; spolehaji
na takové nerozumné hrdce, ktef{ bez namahéni chtéji sbohatnouti.
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Z téhoz vzorce obdrzime déle
sta=p:1=a:m, ®)
to jest: sdzka md se k vijhie, jako prislusnd priznivd pravdé-
podobnost k jednotce &li jistote aneb jako pocet pFipadis prizni-
vijch ke vsem moZngm.

Hraji-li dvé osoby a jedna z nich vsadi pied pocetim,
drubd teprv po rozhodnuti hry, musi zaplatiti hodnotu dle
vzorce (8).

Konecné z (2) jde

p=-, ©

to jest: piiznivd pravdépodobnost, Ze se vyhraje, rovnd se podilu
ze sdzky a vijhry.

Ma-li osoba A nadéji, Ze pro piiznivé pravdépodobnosti
Pyy Pay « «-yPny Vyhraje v, vy, ..., v,, jaké jest ocekdvini
téZe osoby?

Dle vzorce (2) jest hledand mathematickd nadéje

N=p v, 4pv,+...+puva= n%;_'lp"'v"’ (10)

to jest: vsadi-I tedy osoba A, Ze se splni nékolik na sobé nezd-
vislijch vyjjevdl, jest nadéje mathematickd ve vifhru rovna soudtw
soudinti z jednotlivich vijher a pravdépodobnosti, Ze jich ziskd.

Tato hodnota udava patrné i patiicnou sizku. Tento pFipad
miZeme ze stanoviska hrace pokladati za slouceni tolika her,
kolik sdzek ucinéno bylo, ¢ili za jedinou hru, a tedy i sazky
k jednotlivim hrdm spoji se v jedinou sdzku.

Mezi hodnotami v, , v,, . ..., v, mohou také byti nékteré
negativni a tehddz podavd vyplatu hrac.

Jsou-li { pravdépodobmnosti } pro rozlién é{ vyhry }

vyhry pravd&podobnosti

Pr=pPr=.. - =Pn=Pp } , a tedy

Vy 00 =0 hs ZmUp 50

rovny, jest {

N=p v, (1)

n=1

n=1
N=v Zn'p,..i 12)
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Jsou-li pro stejné vyhry rovné pravdépodobnosti, jest pak
N=mnpv. (13)
Maji-li sdzky hrdés vzhledem kb odekdvané vijhve spocdivati
na sprdvném zdkladé, musi pred rozhodnutim hry olekdvdni
pro vsechny osoby byti rovno, tedy
Pi¥ =PV == ... = Pntn, (14)
a protoZ se ma
V20 =Py P (15)
jest-li my = m,
V) i0y =0yt 0 (15%)
Véta (14): p, v, =p, v, se nezméni, pokladime-li jednu
z dvou osob za representanta nékolika tcastnikii; v tomto pii-
padé jest

Pyvy = (P2 +1s +'-'1’n)”2:”2”§029n' (16)

1. Priklad. Jakd jest nadéje mathematickd, Ze nékdo vy-
hraje 144 zl., vrhne-li dvéma kostkama pas viibec, aneb soucet 5,
aneb pa§ urcity?

Nadéje mathematickd vrhnouti pa§ vibec jest
1

& 144=24, vrhmouti soulet 5, jest % . 144 = 16 a koneind

vrhnouti pa8 urcity 31(3 144 = 4, protoZ jsou nadéje mathe-
matické v poméru
24:16:4=6:4:1,
to jest pfi stejné vyhie 144 zl. jsou pravdépodobmosti v tméie
1.1 .1 __ 6 _ 4 1
6 "9 "86 36 36" 36"

Z toho patrno, Ze jest kyjZend vyhra, vrhne-li se soucet 5,
¢tytikrat, vrhne-li se pa§ viibec, Sestkrat vétsi, nez kyzend vyhra
pro vrh uréitého pase.

2. Priklad. Dvé osoby hraji spolu kostkou obycejnou, a
jedna z nich obdrzi za kaZdy vrh s-krat tolik zlatych, kolik
vrZené ¢fslo uddvd; jakd jest jeji mathematicka nadéje ve vyhru?

Mathematickd nadéje tohoto hrace jest dle (11) soucet sou-
¢inlt vSech Sesti rovné moZnych vyjevii a pravdépodobnosti

1 .
p:%—, tak ze
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N:—(1;—(3—{—2s+3s+4s+5s+63):3—%-.s,

to jest pramérnd hodnota kazdého vrhu, které Zidny vrh tplne
nevyhovuje.
Vyplata se vSak vyrovnavd, nebof vrhne-li jedna z obou

osob ¢fslo 1, 2, 3, md ztritu 2~;—. s, 1%« .8, —%— s; vrhne-li
ale &slo 4, 5, 9, mé vjbru .5, 1.5, 2-3.s. Pro dru-

hou osobu plati totéz, vidy ale v opa¢ném potridku.*)

3. Priklad. V osudi se nalezd 16 listkd, z nichZ 8 ¢éislo-
vanych od 1 do 8, ostatnich 8 v8ak prazdnych. Kdosi vsadi
321, a obdrzi za né tolik zlatych, jaké Cislo vytdhne; jaké jest
jeho ocekdvani?

Pravdépodobnost pro vytazen{ kteréhokoliv listku jest Tlﬁ ,
a tedy mathematickd nadéje, Ze vyhraje

1, 2 3,...,81:zL
jest
1

2

1 1 ’
-1—6—.1,-1'6. ,*1—6.3,..., .8,

[y
czl""

koneéng soudet = 2 —i— 2.

Hra tato byla by neshodna.

4. Priklad. V osudi nalezd se 13 kulicek, 8 bilych a 5
cervenych. Kterd osoba vytidhne bflou, obdrzi s zl., kterd Cerve-
nou, plati szl.; jak velkd bude sizka jednoho tahu?

Sazka jest

8, 5,3,
13 13 "7 13

Vseobecny vzorec (10) lze preméniti, nejsou-li dany pra-
vdépodobnosti, nybrZz pocet pripadii, uddvajicich vyhry. Dostane-
me-li vyhru v,, v,, ..., v,, v pfipadech e,, @,, ..., @, ane-
nastane-li v piipadech o; ani vyhra ani ztrita, jest nadéje
mathematicka '

1.

%) Viz dile §. 6.
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N— o, v, + oy v, - ...—{—ocnv,,: nEZIa,,v,, an
o+t ... et ot % "
n—=1.

Priklad. Nékdo md los z loterie sestavajici z 500 losi,
na které pripadne 1 vyhra 1000 zl., 4 po 500 zl. a 10 po
100 zl. Zac stoji jeden los?

Podle vzorce (17) méame

1000 - 4.500 - 10.100
N__
500

§. 2.

Historickou dtlezitost mé tak zvany , Petrolradsky problem®
(Probleme de Pétersbourg), ktery Mikulds Bernoull: v dopise
datovaném 9. zd¥i 1713 Montmort-ovi pYedlozil a ktery zni:

Osoby A a B hraji spolu; osoba A vrhne vzhiiru peniz
se znamenim hAlava a pésmo, a plati osobé B urcitou sdzku
dvakrat, c¢tyrikrat, osmkrat, ..., 2n-krat, kdyz padne pismo
prvnim, druhym, tfetim, ..., n-tym vrhem, takZe obdrzi vidy
B pti nésledujicim vrhu dvojnisobnou sumu piedchdzejici. Jakd
jest mathematickd nadéje osoby B, aneb mnoho-li musi osoba B
vsaditi, pfijme-li hru*)

Ukol tento, v této formé podany, miize se nazvati neurci-
tym, nebof pripousti tfi rozliéné pifpady s uritymi vyznamy,
které nyni podame.*¥*)

I. Osoby A a B hraji spolu; osoba 4 vrhne peniz vzhiiru
n-krat a osoba B dostane 2, 4, 8, ..., 2" urc¢itych penizi, kdyz
pii 1., 2, 3., ..., n-tém vrhu padne pismo. Pismo vSak smf
se jen jednou objeviti. Jakd jest mathematickd nadéje osoby B?

V tomto ptipadé se smi pouze n» vrhdt vykonati a proto
mé B pifpadd pfiznivych n a v jednom z téchto miZe se obje-
viti kyzené plsmo Pravdcpodobnost Ze pii jednom vrhu padne

=81zl

pismo, jest —- 2 , a tedy pravdépodobnost, Ze pfi jednom z onéch

n piipadi piiznivych padne, —21,,—

*) Montmort ,Analyse de jeux de hasard. 2. Edlt Parls, 1713 pag. 402.4
**) Mikuld¥ Bernoulli nepodal sdm gvé YeSeni.
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Nazveme-li cenu penize S, pak jest dle (2) §. 1. ofekdvan{

v poradi .
51;.25, —217.228, -21;,-.233, s,

a tedy hledand mathematicka nadéje dle (10) §. 1. soucet téchto
jednotlivych,
28 2: 8 238 o 8
.N —_— on + " + 2n + o +"—T2*n——

aneb
N = —21—” .(@r—1)28, , 1)

pii cemz (27-—1) 28 znaéi vyhru. ,

II. Osoby 4 a B hrajf spolu; osoba B obdrii 2, 4, 8,...,
2n penizli, kdyZz padne pismo pii 1., 2, 3,..., n-tém vrhu.
Viibec se tedy = vrhit vykond a kdykoliv padne pismo, obdrzi
B sumu piisluSnych. penizli. Jakd jest mathematickd nadéje
osoby B?

Pii » vrzich miZe se objeviti pismo n-krit, anebo (n—1)-
krit a hlava 1, aneb (n—2)-krdt a hlava 2-krit, at.d., aneb
posléze jednou a hlava (n—1)-krat.

Pravdépodobnost, Ze padne pismo n-krat, jest
dle (1) rovnd se (2»—1) 28, tedy ocekavani

NI:—217.(2"——1)2S.

—21,;, a vyhra

Padne-li pismo (n—1)-krit a hlava 1, pak jedna vyhra
schézi, a pravdépodqbnost pro jednotlivé p¥pady jest opét G
tedy ocekavani v

N,=("7 g @—12s.
Padne-li pismo (»—2)-krat a hlava 2-krit, pak schazi dvé

vyhry a téz zde jest piislusnd pravdépodobnost -2!»; , tedy oce-
kavani ‘
_(rn—1N 1 "
N, = ; )2~ @ —1)28,

at d



6

Padne-li koneénd jednou pismo a (n—1) hlava, médme
podobné

N=(""1) g @—12s

Hodnota hledané mathematické nadéje osoby B jest tedy

n 1 n—1 n—1
N= EN,= - @—D§. [1+( )+ )+ ]
a ponévadz, jak zndmo, fada v zdvorkdch rovna se 2*—', protoz
N=2"—1)8. @
III. Osoby A a B hraji spolu; osoba B dostane 2, 4, 8,
..., 27 urcitych penizi, kdyZ padone pismo pii 1., 2., 3,...,
n-tém a poslednim to vrhu. Hra jest ukoncena, jakmile padne
pismo. Jakd jest mathematickd nadéje osoby B a co miZe tedy
na pocatku hry vsaditi?
Zde tedy miZe B pii » vrzich jen jednou vyhriti, a pra-
vdépodobnost, Ze pii urCitém vrhu vyhraje, predpoklida, Ze
v predchozich vrzich nevyhrdl. Jsou tedy piisluSné pravdépodob-
nosti pro osobu B,
1 1 1
? ’ ‘2—2 ) 'Q':? Yty

tg' -

a vyhry
28, 28, 288, ..., 23

tudfZ jejf mathematickd nadéje
N:-;—.2S+ —21—2 2284-%. 238,...+$.2"S=ns. )

Daniel Bernoullt*) béte nekoneény pocet vrhii, takéz La-
place **), kteryz pravi, Ze by se Zadny rozvazliv§ clovék této
hry nesidcastnil..

Je-li pocet vrhii nekoneény, n — o, pak jest sizka osoby
B nekonecnd,

N=w S=w,

kterouzto sumu nemizZe Zadny vyplatiti.***)

(Pokracovani.)

*) Viz ,Comm. Acad. scient. imperial. petropolit. T. V. ad annos 1730
et 1731, pag. 181 seqq. specimen theoriae novae mensura sortis.“
#x) Théorie analytique des probabilités, pag. 239, 3me édition.
*x#) Viz ddle ,o mordlni nadgji“, §. 10.



		webmaster@dml.cz
	2012-05-14T16:51:37+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




