
Časopis pro pěstování matematiky a fysiky

Bohuslav Pavlík
O Heavisidově metodě řešení diferenciálních rovnic ve fysice

Časopis pro pěstování matematiky a fysiky, Vol. 60 (1931), No. 2, 72--114

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/121422

Terms of use:
© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1931

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/121422
http://project.dml.cz


ČÁST F Y S I K Á L N Í . 

O Heavisidově metodě řešení diferenciálních 
rovnic ve fysice. 

Referuje Dr. Bohuslav Pavlík. 
(Došlo 15. září 1930.) 

Toto pojednání ukazuje nejprve (I) na problémy, kde lze Heavisi-
dový metody použíti a v další kapitole (II) se zabývá problémem sítě. 

; Potom ( l i l , 3) zaveden pojem kmenové funkce H(p) a objasněn vý
znam operátovové rovnice (4). 

V dalším oddíle (IV) provedeno řešení problému a sice jednak me
todou rozvoje v řadu (5), jednak rozkladem v parciální zlomky (6). Na 
příkladu ukázáno, jak se řešení v praxi provádí (5b resp. 6a). V další ka
pitole je porovnán význam obou metod (5c res-p. 6b). 

i V dalším oddíle (V) je uvedena tabulka některých omezených integrálů 

tvaru j f(ť)e~vtdt9 jež se při počítání často vyskytují (8) a některé ma-
6 

tematické věty (9—16). V dalším odstavci (17) provedeno zevšeobecnění 
řešení pro libovolné napětí. 

V oddíle (VI) řešeny některé příklady. 

, T j y o d . 

1. V teoretické fysice (v mechanice, termice, elektřině a pod.) 
naskýtá se ěasto problém řešiti sous tavu l ineárních diferen
ciá ln ích rovnic s p r a v o u s t r a n o u . V takovém případě 
dostaneme obecný integrál jako souěet obecného integrálu systému 
bez pravé strany a partikulárního integrálu rovnic s pravou stranou. 

Jde4i o vyšetřování děje již stacionárního (t, j . po dosti dlouhé 
době od okamžiku, kdy zaěaly působiti vnější síly), zbude jako 
řešení pou^e integrál partikulární; jen při vyšetřování dějů nabí-
hacfeh (t. j . těsně po začátku působení vnějších sil) uplatňuje se 
v o^eiaém integrálu našeho systému rovnic také obecný integrál 
rov%lc besš pravé strany. ' 

P^stůpnjeme-íi pH řešení obvyklými obraty, setkáváme se 
při s%notení intepražníeh konstant z počátečních podmínek 
é ob|íiiá.iJBlůžno si uvědomiti, že hlitvně y elektřoteehnioe bývají 
p ó f ó ^ ^ definovány u velké většiny problémů stejně: 
:ý^0j^^^-'míM. systému vodtóů ,Jé vloženo n a p ě t í , které se 
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rovná nule až do j i s tého okamžiku (od tohoto okamžiku 
čítáme čas). Od t o h o t o okamžiku počínajíc je vložené napětí 
různé od nuly a je jakousi (známou) funkcí času. Snaha tudíž 
směřuje ke zjednodušení řešení diferenciálních rovnic s těmito 
počátečními podmínkami. Uvedeného cíle umožňuje nám dosáh
nouti Heavis idova m e t o d a řešení d i ferenciá lních rovnic, 
kterou lze nazvati symbolickou. Ona podává poměrně snadno 
řešení zmíněného druhu problémů již m zřetelem k uvedeným po
čátečním podmínkám. Je patrno, že hlavní význam má pro elektro
techniku; ale i jinde se této metody hojně používá. 

S počátku se šířilo používání této metody jen zvolna; příčinou 
asi bylo, že spisy Heavisidovy nebyly příliš jasné a rovněž asi, že 
Heaviside podaj své poučky většinou bez důkazu. V přítoínné době 
však existuje velmi obšírná literatura o této metodě a jejím použí
vání.*) 

Pro stále rostoucí význam a šířící se používání Heavisidovy 
metody pokládám za potřebné podati v tomto článku český 
přehled o obratech Heavisidovy metody a objasniti na několika 
typických příkladech, jak se jí v praxí používá. Jako pomůcek 
jsem použil hlavně citované literatury. 

Při povrchním pohledu na článek bude se zdáti, že odvozo-
vací cesty této metody jsou příliš umělé a že je potřebí k ovládnutí 
jich hlubší matematické erudice; tato zdánlivá obtíž je však mnoho
kráte vyvážena jednoduchostí, se kterou při řešení postupujeme. 

IL O d v o z e n í z á k l a d n í r o v n i c e p r o b l é m u . 

, ž. Spojme jakkoli libovolný konečný počet ohmických* od
porů, samoindukcí a kapacit —- zkrátka odporů v širšíni slova 
smyslu. Několik takových skupin spojme.;jakkoli mezi sebou. 
Agregát, který takto obdržíme, nazýváme e l e k t r i c k o u nití 
(viz na př. obr. 1); Jednotlivé skupiny slují její členy (v obr. 1 
jsou to I, II, III). Přirozeně není nutné, aby v každém čiénu byly 
zastoupeny všechny odpory v širším slova smyslu, ani aby všechny 
členy byly uniformní. Je-li počet členů konečný^ má síť konečný 
počet stupňů volnosti a úloha je popsána konečným počtem si
multánních diferenciálních rovnic (na př. problém řešený systémem 
rovnic (§)). Je-H pofeet členů nekonečně malých nekonečně velký, 
řeší projbíém jediíjá parciální dife^tóálnl róvnic^. 

V technické praxi prayínie, že síť je y rovnováze, jes t l iže 
jsou všechny je j í náboje a pfondy^identicky'•, rovný. 

*) Na př. Carsotií Elekteisché Amghíěhmo^jgšmk& wxd O$era|oren-
mehnung (přakládr,̂  a»gíi|tiMý od )QUěndaríé « I*dEltta^ni); Bmisig. 
Theoretisch .̂y©légř#|lÍ©;, -Vatt *éét ^ol;;^řhilosÓphicál Mafáitu^/VII^ll^i,, 
1929 a Vp|IŽW.M;IJi9t0 itfdí'fialft lítěflaturM:.eltQvá»á, v Inibe.-^arséuov^. 
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nu,le. Předpokládejme, že vložíme v čase t =^0 do některého členu 
&íw v rovnováze jednotkové napětí — na př. do prvního členu. 
Pijmd, který vznikne v n-tém členu sítě, označme Ani(t) (t je čas 
čítaný od zařazení napětí); budeme jej nazývati r e l a t i v n í vo
divost (Úbergangsleitwert) n-tého čleiíú vzhledem k prvému; 
tuto relativní vodivost lze také definovati jako poměr proudu 
v ^-tém členu k napětí, které bylo v čase t = 0 vloženo do členu —-
v našem případě — prvého. 

Ježto předpokládáme, že v síti není jiných zdrojů, dá se do
kázati, že Au(t) =- Ate(t), t. j . hodnota relativní vodivosti se ne
změní, vyměníme-li mezi sebou místa, kde vkládáme napětí á kde 

Obr. L * 

měříme intensitu. Ježto vkládáme napětí vždy jen do jednoho a 
téhož členu sítě, je zbytečné psáti indexy; budeme tudíž v dalším 
p ^ i ^ ! ® s t ě A(t), indexy si pouze pomýšlejíce. 

Ježto, rovnice, vyjadřující vlastnosti sítě, jsou lineární, plyne, 
že, vlo^íme-li do některého členu.sítě, jež byla v rovnováze, y ěase 
t == T stejnosměrné napětí E === E%> vznikne proud ErA(t — T) 
(das, který uplynul od zaímmň napěti je totiž t — x). Vložíme-li 
do téhož Člpiu v časech 0, T19 T2, . . . T» stejnosměrná napětí Jf0, 
B%% Et,., * Mm superponují se jednotlivé vlivy a výsledný proud 
Í® . •'• . '. 

im ** MQAW + EtA{t — x%) + E*A (t — T2) + , , . . + EnA{t — T„) 

• -/(*)«JRE^it — xt). , 
M$%ňtí M& Mt, E%,.., En specifikujme takto: 
Na urěitý člen sítě, jež byla v rovnováze, vložíme napětí E(t), 

}0Ž ;vyi^yl|je těmto {záminkám: 
«) pro t< 0, ; v $ = e 0 , • - k '•-••• 

::,.••'"• ; ^ l ^ / Ó ' < ^ < ' 2 Í i ; ; . ' M(t)^M(Q)} ' : - \ • ,; • 
;^:v^^;á;'j^^•.<;lii5..2iJl , B$«B(4) + átB, ; . , " 
ir^'i.4$-^.&&£ť<4-M.-: MI® » - J Í ( O ) - + ^1? + 4*fi, ; -



7$ 

Příroste tudíž napětí v časovém intervalu (k — 1) At < t <.kát 
o AkE. Podle poslední rovnice je tedy výsledný proudí 

I(t) = E(0) A(t) + AXE . A(t — Ať) + ŮJB . A(t — 2 Ať) + . . . 
. . . + AnE . A(t — nAt). (\) 

Přejděme k limitě lim zlí = dt a kAt = r. Napětí, které vklá
dáme do příslušného élenu sítě, jeví se jako funkce času, čítaného 
od okamžiku, kdy bylo vloženo prvé napětí, t. j . jeví se jako funkce 
kAt čili T. Pak podle známých obratů: 

dr 
Rovnice (1) přejde v rovnici (2) 

IЏ) = Ę(0)AЏ) + Ç AЏ-т)Щp-dт. (2> 

Integrací ,,per partes" plyne: 
t 

I(t) = E(t) A(0) + í A'(r) E(t — r) dr. (3) 
o 

Substitucí t — r = ť plyne, píšeme-li ještě r místo ť, z rovnice (2) 
t ' 

I(t) = E(0) A(t) + ÍA(T) dE{t~X) dr. (4) 
0 

Stejnou substitucí v (3) plyne 

I(t) = E(t) A(0) + ÍA'(t — T) É(r) dr. («> 
{ 

Místo rovnice (5) lze psáti 
t 

I(t)^4rÍMt-r)E(T)dr, (6) 
0 

dt 

jak se snadno přesvědčíme 

d * tt+át 

\A(t — T) E(T) dr == l i m + Y(A(t + At — t) E(r) dt -
o -*"° [i 

1 \ lt+At 

— lA(t — T) E(T)dr\ =- lim i f.A(t + •--*—-t) E(T)4T 
J M=*0 AI I 
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• • t+M t-Ыł 

~~ ÍA(t _ t ) E(x) dx + fil(í — T) -0(r) dr — ÍA(Í—X) E(X) dx 

O 0 v o v 

-; .- •• t . 

^ = f-̂ ^ q.e.d. 
' . ' ' ' ° ' * :'. • 'V , ' • .' ' 

Provedeme-li v. rovnici (6) substituci t — r = ť a pak opět 
píše tne x místo ť\ obdržíme: . 

•V t ' 

I{t) = í-U(x)É{t-x)dx. (7) -dtj 

Nechť jde o to stanoviti relativní vodivost. Představme si, 
že v čase i =-= 0 vložíme do určitéhor členu sítě napětí e**, kdež 
p > 0 (reálné) nebo je komplexní s positivní reálnou částí. Pak 
proud se skládá ze dvou ěástí: z vynuceného proudu, který jeví 
stejnou časovou závislost jako e-*; a z vlastních kmitů, jež ozna-

číine y(t). Vynucený proud má tvař ~ \ to pochopíme na základě 

této úvahy; / 
., Uvažujeme-U síť o n členech, platí tento systém n diferenciál

ních rovnic; , : 

^ % p r o f e s i , 2 , . . . rt, (8) 

.kde clvojitý index u odporů znamená, že jsou společné současně 
i Člénú i-iému i ř-téjthu; E* je vtištěná elektromotorická síla fc-tého 
31enu./ " .^ []•':'•'.' ^ >•', ..* '^ ._ .-,' •> t ' • 

K našemu účelu st$Čí předpokládati, že pouze 28i 4- O, kíiežto 
MM » 0 pro Jfc =ií% a, .\.n. Nechť Ex ==- ¥x&

%\ lze předpokládati, 
%<$ li Ibíudé míti po uplynutí dosti .dlouhé doby tvar 

^ • " ^ ' " ' ' 
takže ,, .• -\ /(v-. . . . . ' ; • . ' . • . : , ' ' • ' . . 

; ; ,,-H-y:^::.';;k^ > ^Ii^pJi^-ph . \ v-.' ' - : ' *- . ' r 

)Ь>: þто p;^!Öч^sp4 
; ţ | - 1 ! •' f •>>.;'"- . * < * **"* * " * ; > " • * *: ' " - ' " '•' '*' %.* . ' ; • . « . . ' 

л̂ -ní''vľч̂ *Vл'-"-v- H"""'* v/*^ -. <•* - * ̂  "^ ^ * v > *' •' 
^•• ;:^'X«;:\V'•:?/" V Ґ ;.' чl-." / ' í -'. 
Ң^Й^vC Є' :ř>:^-..^ ;/;/kЛ:**:A:-/jвf« «- — /*. rś^-\" Vľ'"í̂ ^^ ^ t.-̂ ЗR-'.... -"̂ л ! pe -

W^\Ш^vШшMЏ.Іfé^^ Г><*ÿv Д н ^ V rГ;-;-;-. 

ч U " . ' 
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1 1 

I kde Ft • = O pro k = 2, 3 , . . . n. To je pro příslušná «/* soustava t 

(rovnic algebraických. 
Klaďme: 

| pLhi + Bki + -~ • QT = ««.ÍP) — ««• ^ 

Tím se uvede náš systém rovnic na tvar »l 

V *tt^i== ̂ *> P r o fc = 1, 2,.... n a kde J7* = 0 pro & =- 2, 3,. . . n. 
Čí 
j&ešení našeho systému n lineárních algebraických rovnic o n 
neznámých za předpokladu, že determinant soustavy D =}= 0, zní 

T __ Mtl(p) ; _ Mg 
Ji~~Ď(pr • i r i - - D - ' i v 

kdež Mxi značí doplněk prvku (subdeterminantj s příslušným zna
mením) ležícího v prvém řáclku a ř-tém sloupci v determinantu Dr 
čili 

; ' • . ' ' - % • ' * : - • % ' * • . 

V případě, o který nám šló,Jbylo F =- L ^ 
Jak patrno, dostaneme .žJ(p) (index si pomýšlíme), které při

chází * ve jmenovateli výrazu pro vynucené kmity, naznačeným 
způsobem, když v příslušné diferenciální rovnici (resp. systému 
rovnic) nahradíme výraz d/dt výrazem p a fdt výrazem l/p. 

Celkový výsledný proud můžeme tedy psáti takto: 

w^-m+y®- (9> 

Klaďme v rovnici (7) E(t) =-= e**; obdržíme: 
• * • " . ' • . t 

I(t) = A e** f^(r) e-^^r -̂  

^ ž-{ePt fa*)*"**dt ̂ ePt f'A^ e~pr dí \ 
o 

Provedeme-lí derivování, obdržíme; 



n , 
Položíme-li (9) = (10) a dělíme-li e*1, dostaneme: 

00 00 

~WT~V + V(l) e~~pt = P MUT) e~^dx—pJA(x)e~P^dx + A(t) e~vK 
o í 

(11) 
Rovnice (11) platí pro všechny hodnoty t, tedy také pro t = oo; 
pak plyne z rovnice (11) — za předpokladu, že p má reálnou část 
positivní — 

oo 

^rJA{t)e-*Ut. ( 1 2 ) ' 
0 

Tato integrální rovnice (12) určuje relativní vodivost A(ť) pro 
všechna p positivní nebo s positivní reálnou částí. Metoda odvo
zena pro speciální případ, ale platí zcela obecně. 

III. H e a v i s i d o v a ú l o h a , 

3. Pojem kmenové funkce. 

Shledali jsme, že, vložíme-li do některého členu sítě, jež byla 
&ž do okamžiku t = 0 v rovnováze, v čase t = 0 napětí E(t), děj je 
popsán dvěma rovnicemi: relativní vodivost je určena integrální 
xovnici (12) 

00 

Wi¥r!A{t)e~vtdt] (12) 

intensita proudu se,pak určí vypočtením integrálu: 

d_ 
dt 

t 

IЏ) =^ÍA(t — x) E(x) dx. (6) 
o 

Z(p) budeme nazývati kmenovou funkcí příslušnou k funkci f 
Aí(t). Nahradíme-lj- p výrazem jco, kde co je známá kruhová frek
vence, pák Z(jm) je komplexní odpor, známý z teorie střídavých 
proudů. . 

Rovnice (12) a (6) řeší ůpltíě náš problém; při tom jsou již 
splněny počáteční podmínky, definované na začátku odstavce. 

Ve svém odvozování jsme předpokládali, že rovnice sítě jsou 
lineární a že existuje partikulární řešení tvaru e^/Z(p) pro hodnoty 
p s positivní reálnou Částí. Neznámá v rovnicích tvaru (12) a (6) 
nétonsí býti proud; neznámými mohou býti i jiné fysitálnf veli
činy, jako náboj, napětí a pod. Zavedeme tedy v rovnicích (12) a (6) 



w 
obecnější označení (t. j . zavedeme formální zevšeobecnění) i 

OD 

w=/^^ (13) 

o 
t 

x(t) = ^fh(t-^r)-B(t)dt. (14) 
o 

Při tom odpovídá E(t) napětá z předchozích úvah, x(t) je nezná
má, kterou máme stanoviti — na př, v předchozích úvahách inten
sita. Symbolickou rovnici 

zsBm (15) 

nazýváme operátorovou rovnicí. H(p) odpovídá odporu Z(p) a určí 
se popsaným způsobem. Analogicky funkce h(t) odpovídá vodi
vosti. Říkáme jí stručně Heavisidova funkce; H(p) sluje zevšeobec
něná funkce kmenová. 

4. Operátorová rovnice. 
Na síť, jež byla až do okamžiku í = Ov rovnováze, bylo vlo

ženo v čase t = 0 jednotkové napětí. Tážeme se po chování sítě. 
Jde tedy především o stanovení relativní vodivosti. 

Heaviside vychází z diferenciální rovnice; nahrazuje v ní 
symbol djdt symbolem p a symbol jdt symbolem l/p. Tím přejde 
rovnice diferenciální v rovnici algebraickou. Heaviside specialisuje 
vložené napětí tak, že předpokládá, že v čase t = 0 bylo vloženo 
napětí jednotkové; jeho výpočty se vztahují pouze na t >Q. For
mální řešení problému lze tedy psáti ve tvaru: 

h=m' (16) 

kde podle předchozího je h funkce Heavisidova, t. j . zevšeobecněná 
relativní vodivost; je dobře si ihned uvědomiti, že v tomto speciál
ním případě h značí současně proud tekoucí příslušným členem. 

Rovnice (16) je pouze symbolická; úkolem naším je dáti jí 
fysikální význam — speciálně vyšetřiti význam operátoru p. Ten 
je patrný, uvědomíme-li si, že symbolická rovnice (16), určující 
proud h v tomto speciálním případě, je rovnocenná a integrální 
rovnicí urgující proud 

pҖv) 
: fцt)e-~*dt: (17) 



m 
gymboliekoú operátorovou rovnici musíme správně interpre

tovati. Heaviside dostal příslušná pravidla početní tak, že srovnával 
operátorovou rovnici se známým řešením určitých úloh a konal pak 
soudy ,,per analogiam". Tak získal obecná pravidla pro přeměnu 
operátorové rovnice v explicitní řešení. 

IV. fteSení p r o b l é m u . Dvě z á k l a d n í m e t o d y . 

5. Metoda řešení rozvojem v řadu. 

Pro řešení problému, t. j . stanovení proudu, který se za zmí
něných zjednodušujících předpokladů rovná relativní vodivosti, 
Heaviside podává tento návod: Rozvineme pravou stranu ope
rátorové rovnice 

h=m (16) 

podle rostoucích mocností \/p 

* = «. + 5 + p + - . . + ̂  + ... <-*> 
Abychom dostali explicitní řešení ve formě potenční řady, 

nahradíme \/pn výrazem P/nl; explicitní řešení problému tudíž je: 
t ť* P tn 

h — a0 + ffll yi + as 2| + «s 3I + • • • + «» ~y + • • • (19) 
Předpokládejme, že v rovnici 

co 

'.' }m~Im'-",d' <"> 
ke funkci h(ť) rozvinouti v potenční řadu: 

W^ážíme-B, že 

Ä«) = A0 + ^ + ^ + . . . (20) 

í 
0 

> 1 

do&t&neme trn pravé straáě, dosadíme-li (20) do (17) á integrujeme-H 

NýM mif%eiaa levou stfanti ínte^ální rovnice podle negativních 
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a ± + — 4- — + (22) 
p + p* + p* + ' * •' K ' 

při čemž 
a°+ p +p* + p* + --' 

je asymptotický rozvoj pro funkci 1/H(p), 
Srovnáme-li nyní oba rozvoje, je patrno, že 

rin = ctn 

a že tedy v souhlase s Heavisidem 

m = a0 +
 ag + ag + ag + ... (19) 

Toto odvození není se stanoviska matematického úplně přesné; 
má-li např. 1/H(p)jen určitý obor konvergence, pak je možno jen 
v tomto oboru provésti integraci člen za Členem. Dále jsme předpo
kládali, že h(t) lze rozvinouti v potenční řadu, což nejsme vždy 
oprávněni předpokládati. 

Proto podám odvození ještě jedno, přesnější. Nechť funkce 
1/H(p) má formální asymptotický rozvoj 

v a„ 
^pn 

a nechť nemá tato funkce žádnou součást, jež vymizí rychleji než 
sebe vyšší potence 1/p; takovou funkcí, kterou vylučujeme, je na př. 
e~~p.Za těchto omezujících předpokladů uvažujme integrální rovnici 
a integrujme parcielně, dělíce 1/p: 

HW) * m + íe~Pt h'{t) dt (23) 

0 • 

Vzrůstá-li v rovnici (23) p nade všecky meze, vymizí integrál na 
pravé straně a z asymptotického rozvoje 

Hip^^p* 
plynevmezném případě námi uvažovaném; že 1/H(p) nabývá hod
noty a0 a že tedy 

h(0) = a0. 

Integrujeme-li ještě jednou parcielně, dostaneme 

^ -= *(b) + [ - V * *'<?)£+ \ j*~* *"(*) *,. 
Časopis pro pěstování matematiky a fysiky. BoČaíte IiX. § 
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f.j. 
OD 

p (lí(p) ~ a°) = h'(0) + í6"*' h"(t) dt> 

Umitujeme-U opět pro lim p = co, dostaneme na levé straně 
rovnice av na pravé A'(0); tudíž 

A'(0) = a1. 
Kdybychom takto postupovali dále, dostali bychom, že 

hW(0) = an. 
Taylorův rozvoj funkce h(t) zní: 

.. w-m+^t + ̂ , + rg>,.+ ...--
Dostaneme tudíž, předpokládáme-li, že tento rozvoj konverguje, 

Tak jsme odvodili rozvoj funkce h(t) v potenční řadu; uvažme, 
že jsme ale naprosto nedokázali konvergenci tohoto rozvoje! 

5a. Kterak se prakticky provádí řešení metodou rozvoje v řadu. 

Heaviside nazývá přeměnu operátorové rovnice v explicitní 
řešení algebraisováním této rovnice. Při metodě řešení rozvojem 
V řadu spočívá algebraisování v tom, že rozvineme l/H(p) v po
tenční řadu podle stoupajících mocností l/p: 

= ao + -é + d + • • • ^ .-..,.•- H(V) ~° ' p : P* 

Tuto řadu můžeme pokládati za rozvoj podle skutečné pro
měnné p a nikoli za rozvoj pouze symbolický. Vlastní řešení pak do
staneme, kijyž l/pn nahradíme tn/nl, takže řešení zní: 

Цt)=a0'+^t + %t* + Џi? + 

Borel nazývá tuto řadu asociovanou funkcí; ta je důležitá 
při jeho vyšetřováních o existenci součtu divergentních řad. 

Algebraisování lze často provésti za použití pouhého bino
mického rozvoje. Existuje-li skutečně potenční řada, dojdeme k cíli 
tímto obratem; pišme 
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1 1 
г = G(x) 

H{p) H(l/x) 

a rozviňme G(x) podle Taylorovy věty: 

G(x) = G(0) + <?'(0) ± + G"(0) ~ + . . . 

1 G&HQ) 
Nahradíme-li opět xn výrazem ~ a klademe-li —-—•— = &», obdr-

P 
žíme: 

n! 

G{x) я^-^+p+^+^ 

5b. Příklad řešení rozvojem v řadu. 

Na oscilační kruh (obr. 2) bylo vloženo v čase i = 0 jednotkové 
napětí; tážeme se po náboji kondensátoru. 

Obг. 2. 

Oznaěíme-li odpor oscilačního kruhu B, samoindukci L a 
kapacitu C, platí tato diferenciální rovnice: 

rW.jfdQ 1 Q _ 

Z toho plyne popsaným obratem operátorová rovnice: 
1 1 

Є - Lp* + Rp + l/C Lp* (1 • + IfpT + co*lp*y 

při čemž jsme zavedli zkratky: 

(24) 

(25) 

T B' w 
6* 
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Rozvineme-li podle binomické poučky, dostaneme 

0-±.íi-l— + ^\ + l^- + ^\'-i—+^\' + ) v _p 2 | \pT^ <p*)^\pT^ p*J \pT^p*) ^ •" J 

« = ZF {x ~ i • 7 - H - A) £ + (2? - A) ?+ • • >> 
Nyní nahradíme v tomto výraze l/pn výrazem P/nl, takže řešení 
explicite zní: 

«-i|í;-T-í.-(---*i);s+(iT-1i)s+-f<»» 
Abychom mohli výsledek srovnati s poznatky nám známými, 

klaďme R = 0 (oscilační kruh nemá odporu). Tu — jak známo — 
máme dostati netlumené oscilace. Z rovnice (27) plyne v tomto 
případě (T = oo): 

e_!í-__JL_ + _____ 1_ 
V _ | 2 ! LC A\ ^ L*C* 6! J 

=0{„(v__-),-i(w)4+--] 
g -°( 1 -°-w)' 

což souhlasí se známými našimi poznatky. 

5c. Kritika řešeni pomocí potenční řady. 
U některých úloh, které se zabývají volnými vedeními nebo 

kabelem, neexistuje potenění řada, ač lze udati řady, jež postupují 
podle lomených mocností t. Avšak ve všech případech, kdy existuje 
potenční řada, je řešení touto metodou daleko jednodušší než 
ostatními. Nesnáz nastává při numerickém vyčíslení, neboť součet 
takové řady lze udati přímo jen ve vzácných případech. 

Heaviside přeceňuje tuto metodu; praví, že řešení úlohy může 
býti podáno ve dvojím tvaru; buď jako nekonečná řada nebo ome
zený integrál. Podle Heavisida nemá ale tento integrál ceny, 
nenf-lí vyčíslen. Proto je prý nutno podati řešení ve formě řady. 
Proti tomu je ale nutno uvésti, že také řešení ve formě omezeného 
integrálu je cenné. Často řada vlastností funkce důležitých pro fysi
ku není patrná z jejího rozvdje, nýbrž pozná se jiným způsobem. 

6. Metoda řešení rozkladem v parciální zlomky. 

Heayiside podává tuto metodu bez veškerého důkazu. My 
vyjdeme % operátorové rovnice: 
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h = TřÉrt • ( 1 6> 
Metoda tato spočívá v tom, že explicitní řešení lze psáti ve tvaru 

1 * eph% 

h = mo) + -? '-p&fc) ' (28) 

kdež p1, p$, . . . pn značí n kořenů rovnice H(p) = 0 a H'(pu) = 

Abychom učinili %rto metodu plausibilní, napišme známý 
nám integrál, od něhož stále vycházíme a jenž je ekvivalentní 
s operátorovou rovnicí (16) 

-?ZLW =[*<'>«"**• (17) 

ó 
Lze psáti, jak známo z algebry: 

1 1 * 1 
pH(p) pH(0) ' ^(p — pÚPicH'^) 

kdež 2%, #*, . . . pn je ^ kořenů rovnice H(p) = 0 (o nichž mlčky 
předpokládáme, že jsou vesměs různé a odlišné od nuly). Tento 
rozklad dosazen do integrální rovnice dává: 

00 

—J^ + y * = fh(t) e-p* dt. (30) 
pH(0) ^ -Ý (p~pjc)pkHr(pk) J 

o 
Rozklad levé strany dává tušiti, že také na pravé straně 

exišíuje podobný''rozvoj; klademe tedy: 
h{t) = %S) + h(t) + . . . + K(t) (31) 

předpokládajíce, že 

- ^ 0 T = / W ) ^ « f t a (32) 
0 

OO 

( P ^ b w ^ ' - Ptoi-l, «,...». (33) 
0 

Seěteme-li (32) á (33), pák plyne spolu # rovnicí (31),že tofm^ (30) 
je splněna. Řešení (20) dostaneme, kdyi spočteme h& hif. t .h* 
z rovnic (32) a (33). 



Víme, že 

/ 
ext л e-pt dt 

p — X 
ó 

kdež reálná část A nesmí býti positivní; pak rovnicím (32) a (33) 
vyhovíme, klademe-li 

h0(t) = h0 = 
(34) H{0) 

ePkt 

Sečtením jednotlivých částečných řešení plyne 

1 ^ ePk* 
h{t)==TI(6)+?P*H'(p*Y 

Zopakujme podmínky, za nichž platí naše odvození! Žádný 
z kořenů rovnice H(p) = 0 nesmí býti nulový, všechny musí 
býti vesměs různé a funkce \/H(p) nesmí býti na žádném místě ne
určitou. Tyto podmínky bývají u konečných sítí splněny nebo lze 
vhodnými transformacemi v operátorové rovnici toho dosáhnouti. 
Existují-li vícenásobné kořeny, předpokládáme nejprve, že jsou 
různé a pak provedeme limitní přechod pro mizející rozdíl kořenů*). 

Tato metoda vede vždy k cíli, existuje-li řešení pomocí vlast
ních kmitů. Obecně řešení systému lineárních diferenciálních 
rovnic, který sloužil za východisko pro operátorovou rovnici 
h = l/H(p), zní 

n 

h(t) = C0 + ^Ckent, ( 3 5 ) 
i 

kde ph je k-tý kořen rovnice H(p) == 0 a C0, Cl9 Ct, . . . Cn jsou 
integrační konstanty, jež se určí z počátečních podmínek. Součet 
se vztahuje na všechny kořeny rovnice H(p) = 0; o nich předpoklá
dáme, že jsou ve&měs od sebe a od nuly různé. Dosadíme-li toto 
řešení do naší integrální rovnice a provedeme-li integrací člen za 
členem, obdržíme: 

j>+-? 
o 

^c0 + pT-

'Cke*>Ą e-v* dł 

Щp)~^^ť^ťP-Pь' 

' *) Důkaz provedený y principu popsaným způsobem, ale opírající 
se o jiný základ, proveden v knize: F. Breísig.Theoretisehe Telegraphie, 1924, 
na str. 208. 



87 

klademe-li p = O, obdržíme 

c - * 
Abychom určili Ck, klademe p = pk + q, při čemž předpoklá

dáme, že q je malé; současně násobme výrazem H(pk + q): 

Cfl(n + q) + ^ + q) H(Pk + q) y °L—- = 1. 
-7- Vk — PI + q 

Použijeme-li Taylorova rozvoje, obdržíme: 
Cfl(pk) + C&H'(pk) + ... + [pkH(pk) + qH(pk) + Vkq H'(pk) + 

+ «*<»> +•••].£s=fhr,-'-
Uvažme, že pk je kořenem rovnice H(p) — 0, tedy H(pk) = 0; 
limitujeme-li pro lim q = 0, pak všude u zbývajících členů zbude q 
jako faktor, jen v součtu £ u sčítance, pro nějž l = k, zbude q 
také ve jmenovateli, takže plyne 

pkH'(pk)Ck = 1 
čili 

Ck==
PkH'(pky 

Plyne tedy dosazením do rovnice (35) 

»(0) T 4 - »>«H'(Í>Í)' 

Tím je naše tvrzení dokázáno, 

6a. Příklad použití metody rozkladu ve zlomky* 
Uvažujme opět oscilační kruh (obr. 2), na nějž bylo vloženo 

jednotkové napětí. Ptejme se opět po náboji kondensátoru! Operá
torová rovníce zní v tomto případě: 

0-Lť + Rp+l/C < 2 5 ) 

L(p* + p/T+aty 
Nejprve stanovíme kořeny rovnice H(p) = 0: 

Я(p) = i ( p » + | - + <o-) = 0 

A-i = -'3-, ± J/ (-3.) -«>* = ^ - җ i £ 
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Dále nalezneme: 

H'(P) = 2L(p + ±) 

H'(Pl) = 2(iL 
H'(Vi)^-2(íL 

a 
_L_J„ -r 
H(0) Loř 

Výsledky dosadíme do rovnice (28); obdržíme 

^ 2pL\l/2T — p l/2T + p)' 
Je-li co2 > (1/2T)2, je /? ryze imaginární 

a 
__ e-«/2gt(q>' cos co'č + 1/2 r sin ca't) 

y w'i,[(i/2ír)2 + ^' 2] 
Srovnáme opět výsledek s výsledkem známým odjinud; nechť 

oscilačnf kruh nemá odporu (R = 0; T = oo); pak co' = co = l/]/LC 
a z posledního vzorce plyne shodně s tím, co jsme již jednou obdr
želi a co známe odjinud 

Q =- c — °^ = C - O c o s -jL^t = Cil - c o s - p L - 4 

6b. Srovnání metody řešení diferenciálních rovnic rozvojem 
v řadu s metodou řešení rozkladem v parciální zlomky. 

Metodu řešení rozkladem v parciální zlomky lze odvoditi 
z operátorové rovnice podstatně snadno; rovněž propočítání pří
kladu nebylo pracné. Bylo sice pracnější než ,,klasickou" metodou; 
hlavní výnoda je patrná teprve u složitějších příkladů. Pomocí 
tabulek lze podati posléze zmíněnou metodou řešení pro libovolný 
čas t, kdežto metoda řešení rozvojem v řadu podává pro velká t 
výsledky numerické jen pracnou cestou. Z řešení, které dostaneme 
metodou řešení rozkladem v parciální zlomky, je okamžitě patrná 
stavba řešení a vliv jednotlivých členů sítě. 

Zmíněné přednosti metody řešení rozkladem v parciální 
zlomky nelz^ označiti jako specifické této metody; hlavní nesnáze 
se objevují při stanovení kořenů rovnice H(p) = 0, jedná-lí se 
o síť s více stupni volnosti. V tomto případě závisí výhodnost uva-
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žované metody (stejně jako metody řeěení rozvojem v řadu) na 
tom, zda se podaří výraz získaný jako řeěení zjednodušiti. 

V. Obecné vě ty a f o r m u l e pro ř e š e n í o p e r á t o r o v ý c h 
r o v n i c . 

7. Obráceni původní úlohy. 

Viděli jsme, že operátorová rovnice 

h-H(P) 
představuje symbol za integrální rovnici 

cc 

=.lh(t)e--^dt. 
PЩP) -1 

Používajíce této integrální rovnice, odvodili jsme metodu 
řešení rozvojem v řadu a metodu řešení. rozkladem v parciální 
zlomky. Můžeme však také z každého (odjinud) známého řešení 
integrální rovnice odvoditi řešení rovnice operátorové. Také lze 
předpokládati, že časová funkce je dána, a pomocí integrální rov
nice dostaneme řešení příslušné rovnice operátorové. Fysikální 
podstatou této obrácené úlohy je, že se tážeme po způsobu zapo
jení systému, v němž je předepsán tvar proudové křivky. 

8. Výpočet některých omezených integrálů. 

Velký počet integrálů tvaru 

ff(t) e~& dt fi 
o — 

lze Vyčísliti. Můžeme tedy používajíce těchto integrálů nalézti 
řešení operátorové rovnice. Proto uvedu v dalším některé omezené 
integrály v explicitním tvaru; jsou to integrály citované z knihy 
Carsonovy (Elektrische Ausgleichsvorgánge und Ojperatoren-
rechnung, str. 35): 

o 
oo 

І)J, 

e-**. e~u dt 
P Ч - Ä 

tn 1 
e~~->* ~y dt -s-í — r (opětovným integrováním „per 

n* ™ partes"). i \ 



öo 
00 

/ V * £ e-« dt = — - T^U+T' J w! (P + <*)w+1 

o 
oboje pro n celistvé a kladné. 

/ - - " 
c) / e-t* вin Лť <Й = 

ў + Л* 

00 

Гe-*« cos H dt = 2 ^ ,2 > 
J P2 + *2 

0 
00 

/ ^ ' ' " ^ ^ " ( p + ^ + A-' 
0 

00 ч 

0 

đ ? e _ _ _ _ _ _ 

0 

Г e-УҶ2f)ft __ 1 

J ]/яt Л . 3 . 5 .., . (2n — 1) ~~ pn ]/p 
0 

l ^ ӯ Г ' й " e ; 

O 

: :\j /) derivujeme-li vztah e) podle p a násobíme Í/|/A dostaneme* 

/

e—<Í*+Al*) ě — 2 V ^ 

o .(. ' 
gr) Besselovy funkce jsou definovány 

•' ' ' • - . . , — + * , ' : • ' 

" Jn(Q) = --- fe*?*08.5 .y*</>--*)d/}; 
-"ř " . / .' .*->*".' ••. • 

dosazením této hodnoty lze se přesvědčiti o správnosti vztahů: 
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ot 

[e-^Jђ{џ)dt= i_ ,* 

« - * Є-At /0(/Яí) dt l f, 
j ypi + 2ip 

00 

ftr* Jn (Xt) dt = i ^ZZlY, kde r2 = p2 + A2, 
o 

00 

h) fe^JMf-^dt^"!^. 
J V^2 + 1 

9. Věta Borelova. 
Uvedu nejprve větu Borelovu, které v dalším několikráte 

použijeme.**) 
Funkce f(t), /x(£), f2(t) buďtež definovány těmito integrálními 

rovnicemi: 
00 

F(p)=[f{t)e-vtdt, 
O 

00 

FM^ffiWe-vtdt, (36) 
O 

00 

FÁP)=[W)e-*tdt. 

Funkce F, Fl9 F% nechť jsou kromě toho vázány vztahem: 
F(P) = Fl{p) .F2(p); (37) 

pak 

W) = Г/i(т) Ш — т) dг = Г/.(т) /.(ť - t) dт. (38) 

*) Poučení o Bessejbvých funkcích lze nalézti ve spise: Gray-Mathews 
1922: A treatise on Bessel Functions (první tři integrály jsou na str. 76, př. 
10, 14 druhý a první); též Rienaann-Weber: Die Differential- und Integral-
gleiehungen der Mechanik und Physik, EL sv., str, 544; 1927. 

**) Borel: Le§ons sur les séries divérgentes (1901), str. 104. 
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10. Teta adténi. 

Jestliže v operátorové rovnici h= l/H(p) lze obecnou kmenovou 
funkci H(p) psáti ve tvaru součtu 

H(p) HX{V) ' Ht(p) ' • ' Hn(p) 
a platí-li pro jednotlivé sčítance operátorové rovnice 

% == , Ji .— , . . ., hn — u > (40) 
Ht(p) H%(p) Hn(p) 

lze řešení, jak plyne z definice integrálu, při konečném počtu sčí
tanců psáti ve tvaru 

h = hx + h2 + hz + . .; . + hn. 

11. Pravidlo o násobení kmenové funkce operátorem. 

Dvě funkce h(t) a g(t) jsou definovány operátorovými rovnicemi 
1 

Һ 

9 

Щp) 
1 (41) 

pH(p) 

Ekvivalentní integrální rovnice jsou: 

W(pгfme-ptdł' (42) 

1 Щ=J9®*-"*- (43) 
p{pH(p)} ^H{p) 

Aplikujme na rovnici (43) Borelovu větu. Funkce fx a /2J 
přicházející ve větě Borelově. jsou v našem případě definovány 
rovnicemi1 

н fxЏ) e~pt dt, 

pT^rj^^tdt-
BeSení těchto rovnic je známo (o prvém se přesvědčíme integro-
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váním, druhé předpokládáme): 

/i(0 = i 
/•(*> = *(«). 

Aplikujeme-li větu Borelovu, plyne z rovnic (42) a (43) 
' l 

g(t) = fh(T)dT. (44) 
o 

Z rovnic (41) plyne vztah (44) i 

12. Věta o dfilení kmenová funkce operátorem. 

Funkce h = h(t) a g = ^(í) buďtež definovány operátoro
vými rovnicemi: 

*-sbr (46) 

? = = ^V < 4 6 ) 

a nechť kromě toho platí h(0) == 0. Příslušné ekvivalentní inte
grální rovnice znějí: 

щ^fцђe-vtdł, 
pЩp) 

co 

Provedeme-li na pravé straně prvé rovnice integraci „per partescť, 
dostaneme: 

""'+ÍIHÍI.-** 
o 

Je-li podle předpokladu ft(0) =f 0, obdržíme 

Щp)=JЩ'-ptdt: 
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Sróvnáme-li tuto integrální rovnici s rovnicí pro g(t)} plyne 
okamžitě, že 

g(t)=h'(t)9 (47) 
neboť integrální rovnice určuje funkci jednoznačně. Věta o náso
bení a věta o dělení kmenové funkce operátorem tvoří základ 

t 

-Heavisidova pravidla, podle něhož 1/p nahrazuje symbol Jdt a p 

nahrazuje symbol d/dt. 

13. Multiplikační teorém. 

Nechť funkci H(p)9 jež hoví operátorové rovnici h = 1/H(p)9 

lze rozložiti v součin 
H(p) =-= H&). H2(p) (48) 

a nechť jednotlivé funkce Hl9 H2 hoví taktéž operátorovým rovnicím 

h = ^7ZX ( « ) 

ћ2 .=-= 

Hг(v) 
1 

(5-0) 

Integrální rovnice odpovídající rovnicím operátorovým znějí: 
00 . . 

m-'-im-JBBr-fmr** (5,) 
VH(V) 

- oo 

0 

Fг = u, • = ГA2(<) « - * 2>fř2(p) J 

dt 

dt. 

(5.2) 

Définujeme-li pomocnou funkci g(t) operátorovou rovnicí: 

1 
- 9 = 

pak pijme 
vЩp) 

F: 
pЯ.(p) ' pB. rM ^~Jl gЏ)e-v*dt. (53) 

Použijemerli njrní věty Boreíovy, plyne 
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e 

t7(0 \hx(r) h2(t — r) dr = fh2(r) hx(t — r) dr. (54) 
o 

Okamžitě je patrno, že g(Q) = 0; srovnáme-li operátorovou rovnici 
pro h(t) a g(t), plyne z věty o dělení 

Ht) = | 9(t). 

Dostaneme tedy definitivně: Platí-li rovnice (48), (49) a (50), 
plyne, že 

t t 

h(t) = j - fhx(r) h2(t — r)dr = -^ fh2(r) \(t — T) dr. (55) 

o 

14. Věta o posouváni kmenové funkce. 

Nechť dvě funkce h = h(t) a g = g(t) jsou definovány operá
torovými rovnicemi 

' ^ ^ (56) 
9 = H(p + X) ; 

A je reálný, kladný parametr. Integrální rovnic^, s nimiž jsou tyta 
operátorové rovnice ekvivalentní, jsou 

00 

-^w=fme-«dt 
00 (57) 

pH(p 

pišme v prvé rovnici (57) p + A místo p: 

1 - 1 — = fh(t)e-».e^df, 
i + A) J 

(68) 
2> + AJ # ( ? 

integrální rovnici pro g(t) lze přepsati ve tvaru 
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Srovnáním rovnic (58) a (59) plyne vzhledem k větě o náso
bení výrazem l/p 

g(t) = \l + lldt\e-"h(t). (60) il + A ídt 1 e-« 
0 

Zajímavý výsledek dostaneme, předpokládáme4i, že funkce 
h(t) a g(t) jsou definovány operátorovými rovnicemi: 

1 
Һ = 

9 

H(p) 
P 

(VJrX)H(p + xy 
Příslušné integrální rovnice jsou 

co 

0 

• / ' 

(68') 

g(ť) e-ч* dt. 
(p + X)H(p+X) 

Srovnáním (58) a (58') plyne 
g(t) = h(t) e~u 

16. Věta o podobnosti kmenové funkce. 

Buďtež funkce h(t) á g(t) definovány operátorovými rovnicemi 

h==-ek)' 9 = ^xpř ( 6 1 ) 

kdež X je reálný, kladný parametr. Ekvivalentní integrální rovnice 
jsou 

cc 

0 

(62) 

~ *" •• • ° 

V prvé rovnici pišme Xp místo p, t/X místo t; obdržíme: 

да^Ш-pH(Xp) 
õ 

-rtdł. , (63) 



vt 

Srovnáme-li rovnici (62) a (63), plyne 

^ = Ä(т) 64) 

Této věty o podobnosti se používá hlavně při transformaci dasti 
a při eliminaci nepohodlných konstant. 

16. Vřta 6 dilataci kmenové funkce. 

Nechť jsou funkce h = h(t) a g = g(t) definovány operátoro
vými rovnicemi 

h = iffi''=-m' (65) 

kdež A > Ó (tedy reálné); pak plyne, že 
g(t) == 0 pro t < A 

g(t) = h(ť) pro t > A. 
Věty této se používá při úlohách týkajících se šíření vln podél 

vedení s konečnou rychlostí. 
Definujme si pomocnou funkci k = k(t) operátorovou rovnicí 

lc = e-*t>; 

pak užíjeme-li multiplikaění věty (55), platí ; 
t - •• 

^ ) = = Ž f f c ( T ) ^ _ T)dT* (66) 

Operátorová rovnice k = e~~xv je ekvivalentní s integrální rovnicí 
OQ 

У-^Jщe-Ptdt. 
pe 

Pišme tuto rovnici ve tvaru 

-^L- =Jk(t) e^dt +Jk(t) e~» dt; 
0 A 

dosazením se lze přesvědčiti, že rovnici se vyhoví, když s 
k(t) = 0 pro t < A 
k(t) = 1 proř-í > L\ 

Z toho plyne pro rovnici (66): • 
g(t) =*0 pro f < A (67) 

časopis pro péstováaí matematiky a fysiky. Ročník t,X. 7 
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t 

g(t) = — i h(t — T) dr pro t > X. 

o 
t 
fh(t — T) dr jeví se jako funkce t takto: jednak při pevných mezích 

závisí na t prostřednictvím funkce A, jednak závisí na t prostřed
nictvím své horní hranice. Podle toho musíme provésti derivování: 

" / 

0 
t 

dҺ{ł т ) dr + A(0) = — Л(0) + Цt) + ЦO) = Цt). 
dr 

Tudíž 
g(t) = h(t) pro t > X. (68) 

17- Operátorová rovnice pro libovolné napětí. 
V rovnici (15) jsme označili x(t) intensitu proudu v síti, jež 

původně byla v rovnováze a na niž v čase t — 0 bylo vloženo libo
volné napětí; značme je U = f(t). Ve svých pozdějších úvahách 
jsme se omezili na jednotkové napětí a označili jsme příslušný 
proud h(t). 

Platilo 
t 

x(t)=-^fh(r)f(t-r)dr (14')*) 
o 

-щ^-jm^dt. 
o 

Nechtě »yní napětí U = f(t) je toho druhu, že integrál 

/ 
0 

f(t) e-^dt 

lze spočísti: 
F(p) 

/ 
f(t) ervt dt = 

P 

*) (14') plyne z (14) substitueí t — т =- Л 



Tento případ skutečně nastává pro mnohá napětí, na př. napětí 
sinusové. 

Operátorová rovnice, odpovídající integrální rovnici 
QO 

W)=JҺ 
p в д - ' * ' > « - * * • 

je 

podobně rovnici 

odpovídá rovnice 

Připíšeme-li rovnici 

л = 

o 

1 

H(p) ' 

F(p) m ^ r f(t) Є-P* dt 

õ 

f(t) = F(p). 

d r 
= ÃJ' 

*(0 = ^T ћ(r) fЏ - т) dx, (14') 

0 

již pokládáme za výsledek použití multiplikační věty, pak plyne 
pro x(t) integrální rovnice 

co 

F ^ — ' x(t) e-P* dt. 
pH(p) - / ' 

Takto jsme převedli vyšetřování vlastností sítě při libovolném 
napětí na řešení integrální rovnice téže stavby jako při jednotkovém 
napětí. Tím jsme provedli rozšíření použití operátorového poctu 
pro libovolná napětí vložená na síť. 

Je-li chování sítě určeno operátorovou rovnicí 

h - l 

v případě, že v čase t = 0 bylo vloženo na síť jednotkové napětí^ 
pak vložíme-li napětí libovolné, určené operátorovou rovnicí 

E =^U(p) 

nebo rovnocennou integrální rovnicí 
00 

/ 
EЏ)e-r*dt^U^ 

P 

7* 
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pák je chování sítě dáno rovnicí 

•w-Ж-' "' (в9) 

Při tom je nutno x(t) určiti z integrální rovnice 

U(p) 
pЩp) 

• / • 

= /.-(l)e-*««ft. (70) 

18* fteSení za použití pomocné rovnice. 
Xize-li uvésti operátorovou rovnici 

na tvar 
F(p) A = 1 + XK(p) ' 

kde X je reálný parametr, a jsou-li pomocné funkce / = f(t) a 
k = k(t) definovány rovnicemi 

f = F(pf 
k = K(p), 

pak se určí funkce h(t) Volterovou integrální rovnicí 
i 

Цt)^f(t) _-Д * / Ä ( T ) Ңt — т ) dr. 

0 

Této věty se používá, jestliže vyčíslení operátorové rovnice 
a ekvivalentní integrální rovnice poskytuje obtíže. 

Abychom tuto větu dokázali, vyjdeme z rovnice h === l/H(p). 
Operátorovou rovnici 

h - *w 
. - l+XK(p) 

lze uvésti v důsledku h = 1/H(p) na tvar: 
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nebo, použijeme-li věty Borelovy, 

h(t) = f(t) — A -^ fh(r) k(t — T) dr. 

o 

Všechny zde uvedené věty společně se znalostí citovaných 
integrálů a s metodou řešení pomocí rozvoje v řadu a rozkladu 
v parciální zlomky poskytují výzbroj pro použití operátorového 
počtu v praxi. 

VI. Příklady. 

19. Vedení. Odvození rovnice. 
Uvažujme dvojité vedení; ohmický odpor (obou drátů) na 

délkovou jednotku označme R, koeficient samoindukce L, kapa
citu C a isolační odpor W — po případě jeho převrácenou hodnotu 
(svod) G. Zdroj elektromotorické síly si myslíme umístěn na po
čátku vedení. Vytkněme si z toho vedení velmi malý element 
délky dx a sice ve vzdálenosti x od zcUpje. Ohmický odpor toho 

i^Sx 

-åx-

Obг. 3. 

v&âx *Шl 

elementu je Rdx, svod Gdx, samoindukce Lbx a kapacita Gdx. 

Napětí v bodě A označme v; v bodě B bude v -\ dx. Proud při A 
, ůx 

označíme i; při B je i -\ dx (obr. 3). Volíme-li dx dosti malé, 
$x 

platí 
v — ít; + — ěx\ 

\ §x J 

i — u _ L . — ^ . j --
\ %x } 

Råx . i + Låx . ~W 

% — li + — dx \ = Gdx . m + Cdx . —-
§x l &t 
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Z toho 

-12.-.JK + I Í Í Í (71) 
lx U v ' 

- _ÍÍ = ^ + ( 7 ^ - . (72) 
dx - čtf v ' 

20. Neínduktivní kabel beze svodu. 

V tomto speciálním případě se rovnice (71) a (72) značně 
zjednoduší..Především L == 0 (ne indukt ivní kabel); dále G === 0 
(beze s v o d u ; oba vodiče jsou odděleny ideálním dielektrikem). 
Rovnice (71) a (72) přejdou v rovnice 

••..,..; * — S . <"> 
0 - ^ = - - ? * - . (74) 

Symbol $/d£ nahradíme symbolem p 

Eliminujeme-li jednou v a jednou i, obdržíme: 

• : ^ - S 
^-o d2v 

Ofcnačíme-U kořeny charakteristické rovnice y=]/CpR, dostaneme 

'; ,.' ' - - Í . & - ý ^ - y * (77> 
*>i> ^ jsou konstanty, jež se určí z počátečních podmínek. 

* Předpokládejme, že kabel je neomezený! Ježto picvní sčítanec 
rovnice (77) značí vlnu Šířící se z počátku, druhý sčítanec vlnu 
odraženou, je patrno, žé v našem případě druhý sčítanec odpadne. 

.Ha kabel bylo vloženo na jeho počátku (x =-= 0)*hapětí v'=== v0. 
Nabývají tedy rovnice (77) tvaru 

(75) 

(76) 
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v = VnЄ-^VčřR -= VnЄ-V^ 

= УŞг,0e-да = y Ş v - (78) 
V«Í> 

kdež a = #2jRO (místní časová konstanta). 
Specialisujme vložené napětí; nechť v0 = 1; obdržíme: 

v == e~V°* 

-1% -Іap (79) 

- v -
Na začátku kabelu (x = 0) je a = 0; tedy 

ô = 1 _ _ 
ICp 

M 
Integrální rovnice, jež odpovídá operátorové rovnici 

je 

]lïв=Һ°-"м-
o 

Řešení dostaneme jednoduchým způsobem používajíce vzorce d) 
v soupisu integrálů v odst. 8 

~C 
• = т W . ' <80> 

Z rovnice (80) by plynulo, že pro t = 0 je proud nekonečně veliký. 
Tento protismyslný výsledek pochází odtud, že jsme zanedbali 
samoindukci kabelu. 

Vraťme se opět k rovnicím (79) platným na libovolném místě 
kabelu 

v = e-Viě 

= fi^- (79) 

Integrální rovnice, jež je ekvivalentní s prvou operátorovou 
rovnicí (79), zní 

=z \ v(ť) e-v* dt, 
V J 
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Je-li funkce 4>(ť) definována integrální rovnicí 

= íф(t)e-p*dt, 

t 

vЏ) = íй 

0. 

plyne z věty o násobení kmenové funkce operátorem, že 
t 

0(t) dt. 

o 
Z formule e) v soupisu integrálů plyne 

1 i/a er*W 

Jt 
a tudíž 

(81) 

, / j X i i/a e - ^ 

1 }e-ý*dx . , v 4ř 4ť 
« = -— 4 rr= -̂> kdež T — — = -r—Ť" 

j/jtJ TVT « *'-'C f 

o 
Pišme: 

o . « . • ' " 

. Ježto integrál v prvém sčítanci se rovná \n, platí, že 

/,. i J ře-^třT 
v{t) = 1-frJ^r-

Proveďme zde'substituci: 

1 *' | = A dT = -;AdT' . 

Tím obdržíme (vynecháme-li pák éárky u integrační proměnné) 
•'..' •.. ' .-' • ' . . ' . -"irt?' ' 

'..v-'"'- ' ' " ' • .v^l—-je-r'dt. (82) 

* " • ' . ' ' -'. ; • , • . . ' ? - • - • • ' - •' 

líéúplhý integrál v, tomto vzorci přicházející je tabeíoyan, 
''»' Výraz pro,.proud (v libovolném místě) je: " 

''"'* * : r M •'•'*'' "• •' ' ' ^•' ; -^ '^_i_^ " ' ' 
Í^Cř ,;'-"''>'"'.—--"••' ."' -~' ; ' * ~ -.';'jř <iV - •••'. •'" • ••' • 
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Ježto ale 
d d dx 
dx dx dx 

plyne za použití vzorce (81) 
dv 2 e-1'* 

čili 
dx x]/л ]/i 

т T* rft ^r " )nMe ^ ( 8 3 ) 

20a. Diskuse výsledku. 

( 4č \ 
2nn 1; stejně 

* = i(áo) ̂ж Д 

Je tedy patrno, že u všech možných kabelů závisí 
s te jným způsobem t v a r v lny n a p ě t í i p r o u d u na „nu
merickém čase" át/x2RC. Křivky pro všecky kabely (beze svodu 
a samoindukce) mají stejný tvar. Průběh je znázorněn v obr. 4 a 5. 

Z obr. 4 je patrno, že proudová vlna je pro všechna t > 0 
konečná, takže by byla rychlost šíření v našem idealisovaném kabelu 
nekonečně veliká. Příčinu toho dlužno hledati v tom, že jsme 
položili L = 0. 

Proud je pro malé hodnoty T také malý; od r = 0*2 nastává 
rychlý vzestup, pro T = 2 dosahuje proud největší hodnoty. 
Odtud zvolna klesá a blíží se asymptoticky nule. 

Rovněž napětí nabývá až asi do x = 0*25 malých hodnot 
(obr. 5). 

Naprosto universální závislost proudu a' napětí na nume
rickém čase T = át/x2RC je základem Kelv inova zákona, který 
zní: Počet znamének, jež lze p ř e n é s t i pomocí (neinduktiv-
ního) kabelu (beze svodu), je obráceně ú m ě r n ý součinu 
z ú h r n n é k a p a c i t y a ú h r n n é h o odporu kabelu. 

Telegrafní znamení, jež jsou čárky a tečky, vznikají tak, že se 
na kabel vloží napětí po delší nebo kratší dobu; v intervalech mezi 
značkami je kabel spojen na krátko. Toto spojení na krátko lze 
formálně nahraditi napětím obráceného směru, jež je spojeno 
v sérii s původním napětím, budícím značky. Ozňačíme-li ^ dobu 
trvání prvého impulsu, t2 — ^ prvé pausy, tz—% dobu trvání 
druhé značky atd., je proud při telegrafování vyjádřen výrazem 

nt) — ^ — ^) + i(t — tt)—i(t—tz) + % (t—y + . . . 
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i(t) je určeno vztahem (83); podle rovnice (83) platí 

» • ( < ) = 

2 ér-1/* 

kde т = 
át U 

XR]/TZX xR]/7i 
Ф(r), 

^fíT = 1TR ^ ' ^ P° a n g ^ c ^ m způsobu značí úhrnnou 
kapacitu a úhrnný odpor kabelu). 

UxR) 

0-4 

O 

02 

01 

0-4 

O 

02 

01 

0-4 

O 

02 

01 

0-4 

O 

02 

01 

0-4 

O 

02 

01 

Obr, 4. 

4 5 

ГC--ІŁ-C
 JCШ 

Ježto 

Obг. 5. 

±h 
з*RC 

x9=
 4 < a atd., 

lze psáti proud, následuje-li více telegrafních značek po sobě, ve 
tvaru 

- | = [0(r) - 0(r - rx) + 0(r - T2) - . . . ] . 
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Udržujeme-li relativní časové intervaly T15 r2, . . . konstiantní 
a měníme-li délku kabelu, jsou absolutní časy t^, t2, . . . úměrné 
x2RC čili K, R a vlnový tvar celého znamení nezávisí na 
K , R , pokud udržujeme konstantní numerické časy trvání zna
mení a klidu. Z toho plyne, že celkové trvání signálu je úměrné 
x2CR (nebo K R). Jestliže tedy částečné trvání signálu je úměrné 
úhrnnému odporu a kapacitě kabelu, je vlnový tvar přicházející 
značky vzhledem k proměnné r nezávislý a absolutní čas potřebný 
k přenosu signálu je úměrný celkové kapacitě a odporu. 

Maximální rychlost telegrafování je určena požadavkem, aby 
přijímané značky byly ještě podobné značkám vysílaným, t. j . 
při maximální rychlosti telegrafování smí nastati maximální 
zkreslení. Z toho plyne, že dva kabely stejně zkreslují, jsou-li tele
grafní rychlosti v obráceném poměru součinu úhrnné kapacity 
a odporu kabelu. Další důsledek je, že lze t e l e g r a f o v a l i jen 
č t y ř i k r á t pomale j i — připustíme-li stejné zkreslení — 
vzroste-l i délka kabe lu d v a k r á t . 

Nechť T je numerický čas trvání bodové značky; pak lze psáti 
D = i(r) pro T < T 
D = i(r)—i(r — T) pro r > T. 

Rozvineme-li druhý výraz v Taylorovu řadu, obdržíme: 

D = TTrÍM-*J?Í" + ---
Je-li T malé, 

D = Ti'(r). 
Vidíme, že amplituda přijímaného znamení je úměrná době 

trvání značky. 
Nechť nyní bodová značka je vzbuzena naprosto libovolnou 

elektromotorickou silou f(t), jež působila po krátkou dobu T. Pak 
tvar přijaté značky je 

>-џ f(r)i(t — r)dr pro t< T 

0 

т 
D = -=- if(r) i(t — r) dr pro t > T. 

o 
Rozvineme-li pro t > T v řadu, obdržíme 

T T 

D = i'(t) ff(r) dr — i"(t) frf(r) dr + . . , 
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Pro 3P velmi malé plyne 
T 

D = i'(t) ff(r) dr. 
o . 

Je-li časový interval, po nějž se znamení vysílá, dosti krátký, 
nezávis í t v a r př i j ímaného znamení na t v a r u vt i š tě-
ného n a p ě t í a amplituda proudu přijímané značky je úměrná 
basovému integrálu vtištěného napětí. 

21. Neinduktivní kabel se svodem. 
] Jisté zevšeobecnění provedeme, budeme-li předpokládati, 

i e G 4= 0 (L = 0 stále). Pak rovnice děje v kabelu znějí: 
^ . dv 
Bi = -~ — 

* «"> 

V našich úvahách — a tedy i ve výsledku — se nic nezmění, 
jen je nutno psáti Cp + G místo Cp. 

Dostaneme tedy pro kabel se svodem: 

<.-yw+v.y%-^ (86, 
-označíme-li G/B = L Příslušná integrální rovnice je 

Іү<*+*\=jмe-*dL 
0 

Tuto rovnici lze přepsati ve tvaru: 
oo 

lT i7TIV^(^, + i )=/ i• , , ) e-"' i , 

0 

(l+J)^fBw^^h'-"d'• 
o - -

Označíme í(t) řešení integrální rovnice 
00 

wn-fm'-"di- m 
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Užijeme-li adiční věty a věty o násobení kmenové funkce operá
torem, t 

i0(t) = y § (i + ajáť) i(t). 
0 

Řešení rovnice (86) plyne z rovnice d) odst. 8 
p—xt 

Je tedy řešení rovnice (85) v konečném tvaru 

^ ) = Vá(ir+ A /"Tr d ř ) ' (87> 

o 
Proveďme v rovnici (87) integraci „per partes": 

t t t 

f--̂  dt = 2 íe-ud]/r= [2yre-%< + 2 A Ute-*dt = * 
o o o 

t 

= 2yre-« + 2Aij"e-"í.(V.3) = 2yfe~4l + i ^ + í 2^i+,..j. 

Dostaneme tudíž: 

i o ( 1 )-Váe-"{. + ^ ( I + ^+^+...)}- m 
Rozvineme-li e~~xt v řadu a upravíme, dostaneme: 

i - V ^ í l + -l* - ( 2 A ' ) 2 + -•»(-*>•• + L f89) 
*° _ V * » T 2 ;1.2.3.4 + 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 + ' ' J {™} 

Asymptotickou řadou nazýváme rozvoj, který sice diverguje, 
ale jehož můžeme .použíti k numerickým výpočtům pro dosti velký 
argument. 

Všimneme si rovnice (89); v rovnici (89) musíme použíti dosti 
velkého počtu ěleriů v důsledku alternujících znamének. Tento 
příklad má tu vlastnost, že řešení ve formě omezeného integtóíu 
je jednodušší než řešení rozvojem V řadu. ^ 

Omezený integrál v rovnici (87) lze upraviti: 

fe-xt
 7 f e - A t

 7 í e~xt
 JA [——dt^l—r^dt^l—j^-dt. 

j v* J y< * J v* 
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Dále lze psáti: 

/ ^ - V Ï - / T Г * VT 'U J ft 
Mimo to platí: 

) V' >•) V< l *V< Je 
* t 

1 fe-x* _ e-u 1 ?e-"- _ 
2AJ *yr ~ Ayr 2AJ *yr *~ 

e-« 1 e-« , 1.3 ?e-« -. 
/ *2y* AVť 2A* ' t]/t 22A2 J ť2|/ř 

Provádíme-li — jak naznačeno — parciální integraci dále, dosta
neme 

fe-xt e-xt í i i , 3 1.3.5 

J \t Xyt\ 2M {2Xtf {2tif 

'••• '• 1 . 8 . 6 . . . ( 2 n - l ) 

(—1)» l „ 3 . 5 . . . ( 2 r a + 1) 
J Í-+-VГ/' A 2.(2A)» 
* 

Tato řada diverguje; jdeme-li dosti daleko, členy rostou. Přeruší-
me-li řadu u n-tého členu, je chyba co do absolutní hodnoty menší 
než 

1 . 3 . 5 . . . (2n —1) 
(2Ař)w 

Ježto je chyba při přerušení u n-tého členu menší než tento člen, 
je patrno, že přerušfme-li u nejmenšího členu, je chyba nejmenší. 
S rostoucím t pak dále se menší. Lze tedy psáti místo rovnice (87), 
sloučfme-li vhodně, , 

i _ V ^ + V ^ ) 
.°~ V -R V nBt \2ti (2ti)* ^ (2ti)* ' * f 

Zde A = O/C; první člen tohoto rozvoje je tudíž yO/B; on značí 
vstupní vodivost kabelu pro stejnosměrný proud. Rozvoj praví, že 
proud se asymptoticky blíží této hodnotě. 
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Tažme se nyní na časový průběh proudu a napětí v libovolném 
bodě kabelu se svodem. Je-Ii vložené napětí v0, platí tyto operáto
rové rovnice (plynou, jak jsme viděli, z rovnic (78) pro kabel beze 
svodu, píšeme-li Cp + G místo Cp) 

v = e—xÍCvR + RG # VQ 

i = l / ^ + | r . e --Y<W» + *G . % 

Zavedeme-li zkratky a = x2CR, /? = x2GB, G/C = A = p/a; klade-
me-li kromě toho ještě vQ = 1, obdržíme: 

— e—Ьv + ß 

\ ~ .Vp + A.e-VaP + 5. 

Oznaěíme-li napětí a intensitu v libovolném místě kabelu bez svodu 
t><°>, resp. i<°>, víme, že platí 

#<<>) = e~V'aP .• 

i<o> =V-^-Vípc---Vap# 

Použijeme-li věty o posouvání, platí 

v(0) e—U = P e-үap-Ь/8 

p + A 

Lze zajisté psáti: 

(90) 

:V - P ± i _ £ _ e-Valӣ^ = (l. + A\ _ * L _ e - Y ^ (91) 
p p + Я \ ^ p / p + Я 

г> „ í * p + A . e-w+ß 

^(^^^Vl^-A.e-V^, (92) 
_ía_radíme-li 1/J9 symbolem /áí, plyne srovnáním (91) a (92) s rov
nicemi (90) 

t 

v = í 1 + X Aft )t?<°> e - « 
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рй бетя 

t 

= (1 + xídt)H°U-*t, 
o 

1 Гe-V* 

^rЉiг 
o (93) 

Vliv svodu jeví se v tom, že vlna napětí i vlna proudová je tlumena 
(faktor e-*xt) a že přistupuje dalSí vlna, jež je úměrná svodu. 

22. Homogenní vedení s rozděleným odporem, samoindukeí 
a kapacitou, ale bez svodu. 

V tomto případě, ježto G = 0, zjednoduší se rovnice (71) a 
(72) na tvar: 

(R + L±\Í = -*-V 

G — v — 1. 
Ůt $x. 

Provedeme-li známou náhradu (d/df. . . p)> 

(Lp + R)i = - T x v 
d m 

Cpv = — -=— i. 
dx 

Bovnice (95) dostaneme z -rovnic (75), píšeme-li v (75) R + Lp 
místo R. Jedná-li se o vedení nekonečně dlouhé, je proud na za-
dátku urěen operátorovou rovnicí 

i = % y' Cp 
Lp +R 

Sjteeialisujeme-li opět napětí i?0 vložené na počátek vedení na jed
notkové napětí, plyne ; . - ' ' - _ 

-v; Cp m 
[Lp + R 

Zavedeiiíe^li zkratky Z = L/C a T' = 2L/R, plyne, že 
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2 

Příslušná integrální, rovnice zní: 

zү + 

=' fe-P* i(t) dt. (96') 

Zp + % í _ 
Srovnáním s tabulkou integrálů 8 plyne, že 

i(t) = Le-tiT'jo^l^, ( 9 7 ) 

kdež J0(j t/T) je Besselova funkce prvého řádu s ryze imaginárním 
argumentem. Heaviside rozvinul operátorovou rovnici (96) podle 
binomické věty: 

• 1 ř, 1 , 1 - 3 / 1 \2 1 . 3 . 5/ 1 \3 , 1 / r _ x 

^z\l-W + ^M~"^"W+•••}• ^ 
Provedeme-li nyní známou náhradu (l/pn . . . tn/n\), obdržíme: 

- M i l i l ' 3 /' \2 _i_ 1 3 5 l - \3 . I 
. * - z | 1 — F + (2ip\Fj + ~(3!F\y 7 / + " j * ( 9 9 ) 

Pro velké hodnoty t lze tento konvergentní rozvoj jen obtížně 
vyčísliti. Proto podává Heaviside ještě jiný rozvoj; rovnici (96) 
lze přepsati: 

. 1 1 -i/"~pŤr~ 1 i/ pT' 
Z Ъ~' + 2 Z V2(l ZVl + 2/pT' Z )pT' + 2 Z V 2(1 + ipT')* 

Rozvineme-li podle binomické poučky: 

(100) 
Ve vzorci (100) nahraďme ]/p výrazem l/\"nt a p* symbolem 
d"/dť»; dostaneme: 

Z 
čili 

1 / T' d 1 . 3/rVď8 1 . 3 .5 /TV tž8 \ 1 
Ž\ 4 dí 2! \ 4 / di? 3! \ 4 )•<«.» ' ^ 2 ^ / 5 ^ 

1 U + TL+ v-w iTy,(-.-.zřfy , V 
Z1/23tt/T' \ 81 '-' 2! \8í/ 3!" \8ř/ * ' / 

(101) 
Časopis pro pěstování matematiky a fysiky. EoSník "LX. © 

î, = 



m 
Heaviside poznal, že divergentní řada na pravé straně je asym

ptotický rozvoj eriir J0(jt/T')\ dostal tedy shodně s námi: 

VII. Asymptotické řešení operátorových rovnic. — Závěr. 
23. Na konci předchozího odstavce setkali jsme se s tímto 

způsobem řešení. Rozsah tohoto pojednání by neobyčejně vzrostl, 
kdybych také o něm se měl podrobně zmíniti. Heaviside podává 
tento návod: . 

Lze-li pravou stranu operátorové rovnice 

h~~~ 
rozvinouti v řadu 

h -= a0 + axp + atfp + . . . + anp
n + . . .__ . 

+ (h + b1p + b&* + ...+bnp
n + ...)]/p, 

nalezneme řešení, jež je obecně divergentní, jestliže prvou řadu 
Škrtneme s výjimkou prvého členu a0, v druhé řadě dosadíme 
]/l/nt za ]/p a dn/dtn za pn. Zní tedy explicite řešení takto: 

A = a0 + (60 + 6 1 ^ + 62 3 r 2 + 6 a ^ + . . . ) p = 

, - / fc ' u l i t. 1 3 ř, 1 . 3 . 6 • 

Alespoň toto pokládám za nutné uvésti, aby oprávněnost substi
tuce na konci předchozího odstavce jen poněkud byla objasněna. 

V citovaně knize Carsonově je proveden podrobný důkaz této 
věty pro operátorové rovnice tvaru 
- h = F(p)]/pL a • . 

h^0(p^]/p). 
Rovněž i k některým jiným speciálním případům je tam 

, pHhlííeno. , ' M ... • 
24. Závér. Úkolem tohoto pojednání bylo objasniti základy 

symbolické tjeavisídoyy metody. Proto je věnováno hlavně oběma N 

a^ki^lWm meipdám řešení rozvojem v řadu a rozkladem v parciální 
^Ioíňký* KrPině tolío je pojednáno^ pnákladních větách matema-

! tí0]^5^vi/ J5*03^^^" K** poéítyní toútp metodou používáme. Aby bylo 
: pairno,5 jak v prakipři řešení postupujeme, je připojeno několik 

|>Mkl̂ adá»vKdň66ně pak poukázáno stručně na některé speciální 
.jtXBxy pj&t&lmoyě rovnice, jichž řešení provedeno v citované lite-
viriAíiř©!/-^'''''"•i/":' l " ^ - •> - ' ' •-.••••• 

мsú-
••a-.*., 

XЛ % - tЧ\ '» ' ' 
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