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Zakladové naduky o funkeich raciondlnych.

Napsal
Ludvik Kraus.

Oddédéleni IIL
§. 20.
O funkecich racionalnyeh jedné proménné.

V zékladech arithmetiky jsme zavedli soustavu ¢isel kom-
plexnich a stanovili pfesné zdkony tkon@ pro tato ¢fsla platict.
Zda-li ale nenf tato soustava pifli§ obmezena, t.j. zda-li del3im
postupem v této soustavé nedojdeme k nutnosti, soustavu roz-
§f¥iti, to jest okolnost, ku které jsme posud nep¥ihlizeli. Ukol,
nalézti takovou veliCinu, jejiz druhd mocnina jest zdporné redlnou,
vedl nds k veliCinim komplexnfm; nyni miZeme podobny, vSe-
obecnéjsi tkol stanoviti a sice timto spiisobem.

Volime si jisty, urcity pocet veli¢in komplexnich

a b oc...,
jejichz hodnoty jsou piesné stanoveny, a mimo to veliinu kom-
plexni, jiZ nazveme « a jiZ neurcitou ponechdme. Applikujeme-li
na vSechny tyto veli¢iny zdkladn{ dkeny addice, subtrakce a mul-
tiplikace v libovolném, ale uréitém poctu, obdrifme vyraz tvaru

agx™ + a1t . an = f (),
kde a; se sklddd pouze z velitin a, b, c¢,..., m4 tedy urcitou
hodnotu. Vyraz, jejZ oznacili jsme zndmkou f(x), nazveme celistvou,
ractondlné funkci proménné x a sice funkci m-ho stupné, jestli
a, je od nully rizné, Vezmeme-li mimo « jeSté jiné neurcité veli-
¢iny y, z, nazveme pak obdrZeny vyraz celistvou, racionalni
funkef veliCin @, y, z,... Applikujeme-li i ikon divise na ony
veli¢iny a, b, ¢, ..., 2, snadno nahlédneme, Ze pak dojdéme k vy-

razu tvaru
boxn 4-ban 1 - ... | ba
6P e aP~t 4, . ¢’
jejz jmenujeme lomenou, raciondlnou funkei proménné .
4
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Nyni si uéinme otdzku: Existuje jistd, urcitd veli¢ina nasf
soustavy, t. j. velicina komplexnf x, té vlastnosti, Ze plati

f(=y) = 0.

Odpovéd k této otdzce poddme v piistim §. Nynf musime
zgkladnf vlastnosti celistvych, raciondlnych funkef proménné
odvoditi.

Platf tu predevSfm véty:

Véta a). Zmizi-li celistvé raciondlnd funkce f(x) proménné
x stupné nanejvys m-ho pro m -1 riznyjch hodnot wvelidiny z,
zmizi identicky, t. j. plati rovnosti

Gy =y, = ...=a, =0.
Diikaz. Je-li
S (@) =0,
bude tu
S @ — f(=,)
miti tvar
2 (wm - wom) + ay (wm—l - wom—l) _l'_ oo + am-l("‘c - wo)a

t. j. (& — %) /() = f (),

kde fi(®) je celistvé, raciondlnd funkce proménné « stupné niz-
Stho neZ m-ho. Je-li nynf

Sfle)) =0
a x, od @, riizné, tedy (@, —=,) od nully rizné, plyne z rovnice
f(wl) = (wl — o)fl(wl) =0,
Ji (@) =0,
H@) = @—a) f,(),
kde f(«) je stupné nizstho neZ (m —1). Obdriime tedy
f@) = @—x,) (& —a,) f(%),

a podobné, jsou-li

a tedy

Toy Lyy Loy v ouy Xy,
mezi sebou riizné a platf-li
S (@) =0,
pro kazdé A, jehoz hodnota je vzata z fady
0,1, 2, .., r—1,
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bude tu toutéZ cestou platiti, volfme-li jen » patfiéné velké,

f@=@—a) @—=)...(&—z2)f,
kdez f, znai konstantu. Zmizi-li tedy funkce f(x) i pro z,
kde =, je od difvéjsich hodnot @; rizné, plyne z rovnice

(@) = @ —uwy) (@—=x,)...(@ —x—1)fr

patrné rovnost
fr=0,

¢fmZ véta je dokdzdna; nebot bude tu » bud stejné neb niZsf
nez m. Z véty a) plyne bezprosttedné

Véta b): Maji-li dvé celistvé, raciondlné funkce proménné x

f@) = agem+ a1t ...+ am,
a g (@) = by —+ byx™1 . .. ba,
z michZ kaZdd je nanejvys stupné m-ho, pro (m - 1) riznych
hodnot veliciny x tytéZ hodnoty, jsou identicky stejné, t. j. platé
rovnostt _

ay =by, a0, =b,, ..., Ay =bn.

Ditkaz plyne z té okolnosti, Ze funkce

J(@) —g(@)
zmiz{ pro (m--1) riznych hodnot veli¢ciny x, tedy dle véty a)
zmizi identicky.
Jsou-li
Xy Ly Ly oovy Tm
urité, mezi sebou riizné hodnoty, tu md funkce m-ho stupné

(—x)(®—a) ... (®—2Zm) __

o) o) -y —am) 0
(celistvd, raciondlnd) proménné xtu vlastnost, Ze je nullou, do-
sadfme-li za « jednu z hodnot z,, z,, ..., @m; a Ze nabyvd
hodnoty 1, kdyZ « nabude hodnoty «,. Dle véty b) existuje
jen jedna funkce téchto vlastnost{; je tedy ho(x) jedinou funkef
m-ho stupné, pro niZ plati rovnosti

ho(g) =1, hy(x)) =0, A=1,2, ..., m).

Docela obdobnym spilisobem zjedndme si jednu a jen jednu
funkei celistvou raciondlnou hp(oc), jez vyhovuje rovnicfm:

hy@y) =1, Rhyx; =0, A=1, ..., p—1, p+41, ..., m).
4*
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Patrné tu bude funkce

H(@) = Ugho(2) + U, 2 (#) + Ushy(®) - . . . + Unhim(®),
nanejvyS m-ho stupné, miti tu vlastnost, nabyti urcitych, jinak
libovolné danych hodnot U,, U,, ..., Un, dosadime-li pro = po-
stupné hodnoty «,, @,, ..., ®.; tedy vSeobecné plati

H(xl): Ul? (l’: 0, 1, ..., m)'
Ze takovd funkce m-ho stupné jest jedinou, plyne z véty ).
Vétac). Vidy lze nalézti jednu a jen jednu celistvou racio-
ndlnou funkct, nanejvys m-ho stupné proménné x, je£ md tu vlastnost,
Ze nabude pro (m -} 1) riznjch hodnot velidiny a po kaZdé urdité,
napred dané, jinak libovolné hodnoty.

Vyraz, ktery zddanou funkci uddvd, nazyvé se Lagrange-ova
formule. Vychédzejice z této véty dojdeme k novému pojmu né-
sledujicim spisobem. Je-li

P @) =@ —a) (@—2)...(%— ),
kde veli¢iny «; jsou zase mezi sebou riizné, a volime-li libovolné
celistvou, raciondlnou funkei proménné @, vy$Stho nez m-ho stupné,
¥(x), pak necht ¢ (z;) =v;.
Zsroven ale dle véty ¢) miZeme si zjednat funkci nanejvys
m-ho stupné A(x) té vlastnosti, Ze platf

May) = vy = ¥ ().

Méme tedy dvé riizné funkce ¢(x) a A(x), jez vzhledem
k dané funkci g(x) jsou ekvivalentnf. Jaky pocetni vztah mezi
témito dvéma funkcemi existuje, nalezneme snadno. ProtoZe ale
nésledujfcf uvahy plat{ vSeobecnéji, volime na misto funkce p(x)
libovolné f(x), kladouce

f(@) = amtt |- a@m - ag@emt - L - a,
kde a; jsou libovolné dané veli¢iny, a o f(x) nepfedpokldddme,

(k ¢emu bychom ani oprdvnéni posud nebyli), Ze se d4 rozloziti
na linedrné faktory tim splsobem, jako ¢(x). PiSeme-li nynf g(x)
misto ¢(x), tedy klademe-li

g(®) = bgan ++ byan ... by,
kde b, je od nully rizné a »>>m, pak patrné je funkce
g(@) — b~ f()
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stupné men$iho nez n. Podobné lze i stupen této funkce, je-li
vétS{ neZ m, snfZiti, pfipocteme-li zase funkci f{(x) ndsobenou
jistou mocninou veli¢iny « a jistou konstantou. Timto splisobem
lze tedy funkci g(x) uvésti na tvar:

9(@) = f () k() + g(),
kde %(x), g(x) jsou zase celistvé, raciondlné funkce proménné z,
a g() nanejvy§ stupné m-ho; tedy bude

9(@) = ago@™ - @y @" 1 - Ay @ - L - Uy
kde a;, je patrng celistvd, raciondlnd funkce hodnot ay, a,,..b,, b, ..

Nazveme g(x) redukovanou formou funkee g() vzhledem ¥ funkei
f(x). Y prvnim pifpadé, kde jsme méli g(x) misto f(z), vidime
okamZité, Ze A(x) je redukovanou formou funkce ¥(x).

Zmizi-li g(x) identicky t.j. je-li kaxd4 z veliéin a;, nullou,
fekneme, % g(x) obsahuje f(x) jakoZto délitele anebo Ze g(x) je
funkct f(x) délitelna. Rozumf se samo sebou, Ze pak i h(x) je
délitelem funkce g(z). -

Timto jsme ziskali pojem docela obdobny pojmu délitele
u celistvych ¢fsel. Z pojmu délitele plyne, Ze je stupné stejného
neb nizstho neZ =, kdyz n je stupei funkce, délitele obsahujici.
Z toho plyne véta, difvéjsi opacnd:

Vétad). Je-li f(x) délitelem funkce g(x), zmizé redukovand
forma posledni funkce vzhledem k f(x) identicky.

Nynf nechf platf o funkefch g(x), f(x), jak jsme je difve
napsali, supposice, Ze f(x) neni délitelem g¢g(x). Pak nejsou
vSechny hodnoty @;, nullami. Zjednejme si nynf i z funkef

xg(@), «’g(x), ..., 2 g(*)
redukované formy, jeZ nazveme
9@ @) ..., gu(@)
a jez méjteZ hodnoty
91(®) = agqam - ay@mt - aggani - .. - am,
pak tu bude vieobecné a,, urCitd hodnota, jeZ je celistvd, racio-

nilné funkce hodnot a,, a,, ..., b,, b,,... Predstavme si nynf fadu
nabytych rovnic :



9(@) = f(@) h(x) 4~ o™ 4 dyom—1 - — Gy,
2. g(@) = f{@hy () + ag @™ —+ @y, am-1 4.t am,
. g(x) = fla)hy () + agex™ - @y, -1 4o

a"g(x) = f(€)hn(®) + Gom@™ - Crme™=1 4~ | | | | Q.
Zde je ihned vidét, Ze lze vSechny mocniny veliGiny «
v redukovanych forméch, tedy mocniny am zm—1 | | 2 ztéchto
rovnic eliminovati ; za tim ti¢elem oznalfme determinant (m-}1)-ho
stupné
@0y Doy +evy dmo
Boyy Tyyy eovy Omy

Aomy Qmy o5 0y Omm

znémkou 4. Nejsme pajrné oprévnéni, bez dikazu predpokladati,
Ze hodnota 4 nezmizi, i kdyZ libovolné hodnoty veli¢in
Qy, gy ooy Amy bo’ bla sy bn

predpoklddime. Supponujme ale na okamzik, Ze takové specielnf
hodnoty napsanych veli¢in by existovaly, tak Ze 4 by bylo rizné
od nully. Nazveme-li pak e; adjunktu elementu az v determi-
nantu 4 a ndsobfme-li prvni z hofej$fch rovnic hodnotou e,
druhou e, atd. a selteme, obdrzime:

9(@) (@mo + €mae 4. . . - Cuma™) = fl2)q() +- 4,
() = tmoh(®) + iy (2) . . . - V().

ProtoZe 4 nenf nullou, tedy i viechny e, nemohou zéroveh
zmizeti; mizeme hodnotou 4 déliti a obdrifme rovnost

9@ (@) — flz)i(x) =1,
kde z celistvych, raciondlnych funkef r(x), ¢(x) Z4dnd nenf iden-
ticky nullou. Z této rovnice plyne, Ze funkce f(x), g(x) nemohou
miti spolecného délitele. Nebof kdyby g(x) stupné vy$stho nez
nulltého v 2 délilo g(x) i f(z), dala by se lev4 strana posledni
rovnice uvést na tvar

kde

8(*) G(z),
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tedy by jednotka méla délitele g(x), a to neni moiné. Mdme
tedy vétu:

Véta e). Nezmizé-li determinant A, memohow jfunkce f(x),
g(z) mit spolecného délitele.

Zde, jak patrno, od déliteldi, jez jsou pouhymi konstantami,
abstrahujeme; véc oprdvnénd, které se priSté vidy pridrifme.
Supponujme nynf, %e 4 zmiz{ a sice predpoklddejme hned vse-
obecné, Ze i vSechny subdeterminanty m-ho, (m—1)ho, ... aZ
(k4 1)-ho stupné vesmés zmizi, Ze ale asponi jeden subde-
terminant k-ho stupné existuje, jenz je od nully riznym. K této
supposici jsme opravnéni, nebot v nejkrajnéj§fm ptipadé miZe
byti ¢islo %k jednotkou, jelikoz, jak jsme jiZz na zacdtku tekli,
viechny z veliéin a9, @14, «.., Gmo zdroveii zmizeti nemohou
a tozté pri¢iny, protoZe pffpad, kde g(x) obsahuje f(x) jakoZto
délitele, jsme vyloucili.

Volfme-li nynf v systemu (1) (¥} 1) rovnic a ndsobime-li
kazdou jistym subdeterminantem k-ho stupné a seteme-li, tu lze
timto spfisobem, jak zndmo, dociliti, Ze kaZd4 mocnina velifiny
x v redukované formé obsahuje jakozto faktor subdeterminant
(k+1)-ho stupné; obdrZfme tedy jakoZto vysledek, protoze kazdy
subdeterminant (k -} 1)-ho stupné je dle supposice nullou,

9(@) 8(x) = fl=) 3(=), )
kde g(x) is(x) jsou celistvé, raciondlné funkce proménné x. Dle
supposice nejsou vSecky subdeterminanty k-ho stupné nullami,
mohli jsme tedy onéch k-1 rovnic zvoliti tak, Ze g(w) {denticky
nezmizi; pak tedy i s(x) nemdde identicky zmizeti.

Stupenr funkce g(x) je nanejvy§ m, tedy mensi nezli stupeir
funkce f(x). MiZeme tedy klasti

J@) = 4@ 6,() + 9(=),
kde g(x) je redukovanou formou funkce f(x) vzhledem k funkci
g(z). Podobnym splisobem si zjednejme redukovanou formu funkce
g(®) vzhledem k funkei s(x), coZ zde je moZné, protoie g(x) je
vy§stho stupné, nezli s(x), jak z hotejsf rovnice (2) ihned plyne.
Budiz

9(@) = 5(2) 4,(2) -+ 5(@).

Dosazenim obou nabytych vyraz@i do rovnice (2) obdrZfme

8(@) () [6 (@) — 6, (#)] = s(2)3(*) — §(@)s(x).
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Z vyznamu funkef g(x) a s(z) plyne, %e stupeir funkce na pravé
strané této rovnice je mensf, nezli stupen funkce

§(2) . s(=),
a z toho snadno dedukujeme, Ze faktor tohoto vyrazu, tedy funkce
' 0, (%) — (@),
je identicky nullou. Mdme tedy rovnici

0 (@) = g,(),
s() () — g(x)s(x) =0,

a dosadfme-li do pbsledni rovnice za g(x) vyraz

f(#)s(z)

9@)

jak z rovnice (2) plyne, obdrifme snadno

9() §(z) — f(@) s(x) = 0. ®3)
Zde nutno rozezndvati dva pifpady: 1. Budto je funkee g(x),
a tedy i funkce s(x) identicky nullou; pak platf
f(@) = 8(x) 6, (),
9(@) = s(x) 8, (),
t. j. funkce dané f(x) a g(ax) maji spoleného délitele,

Aneb za druhé funkee g(x) identicky nezmizi. Obdrifme tedy
z rovnice (2) jinou (3), kde faktory funkef f(x), g(x) ve stupni
klesly. V tomto piipadé patrno, Ze obdobnym splisobem bychom
si mohli zjednati z rovnice (3) rovnici dalSf, v niZ zase by
faktory funkef f(x), g(x) ve stupni klesly. Toto sniZovénf stupiii
dotCenych faktortt se mlZe diti jen do jistych mezi. Nebot
kdyby faktor funkce g(x) se stal kone¢nd konstantou, jez by
nebyla nullou, tu bychom mohli souditi, Ze f(z) je délitelem
funkce g(z), pfipad to, jejZ jsme jiz z pocatku vyloulili. Jsme
tedy k nésledujfcf Gvaze opravnéni: Postupem, jakym jsme z rov-
nice (2) dosli k rovnict (3), dojdeme dalsim applikovdnim koneéné
k rovnice

9

9(®@) g(x) — f(z) p(x) = 0

té vlastnosts, Ze @(x) identicky nezmizi, je menstho neZ m-ho stupné
a vyssitho mef null¥ho stupné, a zéroven nenf mozné obdrzeti
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rovnici jinou tohoto tvaru, v které by faktor funkce g(x) byl
niz§tho stupné, nezli je stupen funkce @(x). Pak plyne okamZité
f(@) = o(z) d(=),
9(@) = p(x)d(x). 4)
Dikaz je tentyZ, jaky jsme u rovmnice (2) podali, pfed-
poklddajice tenkrat, Ze redukovan4 forma g(z) identicky zmizf,
Podobné i zde musime ptedpoklddati, Ze redukovand forma funkce
f(x) vzhledem k ¢(z) identicky zmiz{; jinak by bylo moZné, od-
voditi jinou rovnici, majfc{f na misté g(x) funkei niZ$tho stupné,
a to by bylo proti supposici. Z toho a z rovnic (4) plyne déle,
7e funkce @(x), y(x) nemaji spolecného délitele; nebot kdyby
platilo
P(x) = ¢, (%) d (),
7(x) =n (@) dy(z),
platila by i rovnice
9(@) ¢y (x) — flz) 1 (2) =0
proti supposici.
Rekneme v tomto pripadé, %e d(x) je nejvétsim spolecnym
délitelem funkei f(x), g(x).
Méme tedy vysledek:
Véta f). Zmizi-li determinant 4, majé funkee f(x), g(x)
spoleného délitele.
Dejme tomu, Ze stupen funkce d(x) je m—1, kde I je
jedno z Cisel
0,1,..., m—1,
Prvnf rovnici v systemu (1) méZeme pséti ve tvaru

d(@) [y(x) — p@) k()] = @o®™ - 816@™ " . . . - Ao,
z kterého ihned plyne, Ze redukovand forma na pravé strané
rovnice obsahuje d(x) jakoZto délitele. MiZeme psiti

Ooo®™ - @y 6@ -1 o - Bmo = d(®) (Coo" + €07 - . . - cw0),
a tedy i .
Y(x) = (@) h(@) - co €)@~ - . . -} €,
a podobné
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wy(x) = @(x) by (%) + €y @ -0y, @1 - - cn,
() = @(&) hy() + Coa’ - @1 - . - cip,

2y(@) = @(@) (%) + @’ + cn @ ..+,

kde jsme pouze prvnich (Z--1) rovnic ze systemu (1), udanym
splisobem je zménivSe, napsali.

Napsany system rovnic je docela obdobny systemu (1).

Miizeme- tedy i zde souditi: Zmizf-li determinant (I--1)-ho
stupné
Cyor Croy +-+y Co0
Co1r C11y «++y Cun

Coty Ciyy ooy Cu
majf (Véta f) funkce p(x), @(x) spolecného délitele.

Diive jsme ale pravé ukézali, Ze tyto funkce nemaji spo-
le¢ného délitele; tedy nemfize byti 0 nullou. Applikujeme-li onu
dedukei, jfZ jsme uZili k dikazu véty e), obdrZime ihned rovnici

(@) V(@) — 9(x) ¢'(x) = 1,
kde 9’(x) je celistvou, raciondlnou funkef nanejvys I-ho stupné.
Nédsobime-li nynf tuto rovnici funkei d(z), obdrifme

g @7 (@) —f @)y @)=d@).
PoloZzme nynf
d@) =dya""' 4 d "L da,
kde d, je od nully rizné. Pak tu platf

Qoo — do « Coo
ayo — do . C]o—!— d] Cop
g0 = do . Cz0 + dy ¢ + ds Coo

a10:doclo+dlcz_1,o+.. .
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kde v poslednim Fddku kazdy clen mé tvar
dk C—, 0.

Posledni ¢len v tomto F4dku bude ten, u néhoZ bud prvnf
faktor di dostoupf nejkrajnéjsf hodnoty d.—, aneb druhy faktor
¢i—x, o nabude obdobné hodnoty nejkrajnéjsf t. j. coo.

TimtéZ sphisobem mohli bychom i hodnoty veli¢in a; sta-
noviti vzhledem k hodnotdm cz; bude tu obdobné

an =docn
an=docn + dycor

an = dycn + dy Cr—1, 1+ ces

a tak i pro ostatnf veliiny ay,, az,, ... aZ ay,.
Z téchto relac plyne ale dilezita konsekvence. Nésobme
v determinantu J elementy poslednfho sloupce hodnotou d,
a pripojme pak k tomuto sloupci predposledni sloupec nasobeny
hodnotou d,, predpfedposledni sloupec nédsobeny hodnotou d,,
atd., jdouce tak daleko, jak moZng, t. j. tak daleko, Ze bud
jsme takto vSechny sloupce az k prvnfmu vycerpali, anebo v fadé
ndsobkd dy, dy, ... aZ ku dn—; doSli. Patrné tu budou elementy

posledniho sloupce veliiny ax , tedy

Co0r Cror *+ e cz—l,o* %y

Corr Cr1s ++vs Gy 10 Oy

0d0: :

Corr Cyyv vovy Cog, 10 Uy

Tento determinant obdobné moZnd zméniti. Nasobme ele-
menty predposlednfho sloupce hodnotou d, a pripoctéme pak
k tomuto predchézejici sloupec, nésobeny d, atd., tu obdrzime

€01 Cror ++o1 Gy oy

0d? —

Corr Cigr vovn Yg 10 Oy

Takto pokracujice dojdeme kone¢né k rovnosti
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Qpos gy oo ey a,

017 @119 ¢ o a,

adi =\

Bopr Cypr ovvs Gy

ProtoZze ani 0 ani d; neni nullou, nemiZe tento subdeter-
minant (I 1) stupné determinantu 4 zmizeti. Srovndme-li
tento vysledek se supposici, shleddme, %e mus{ platiti

14 1<k

JestliZe nynf dokdZeme, Ze kaZdy subdeterminant 4 stupné
vy§§tho nez (1-~10)t zmizf, miZeme ihned ddle souditi, Ze
17 musf byti stejné s k, tedy Ze plati

1+4+1=kL

Za tim ftcelem poloZme vSeobecné, pro kazdé 4 = m,
rovnost

d @) [ep @ty 2, ...yl = ag a4 apa™ Tt 4-am,
patrné platici i kdyz 4 je vétsi nez I. Volme nyni libovolny
subdeterminant & stupné (I 2)*° v determinantu 4. Podobné,
jako jsme dffve rozloZili veliCiny g9, @1y« +y @0y @q, - . atd.,
miZzeme i nynf tak udiniti vSeobecné. Budou tedy elementy
prvnfho fddku determinantu & miti ndsledujfcf tvar; prvni ele-
ment je

€00 Coh T €61 €0 €2 Cat - - - g Cin s
druby element bude miti tvar
ot entat - Ty
a podobné ndsledujicf, tak Ze posledni bude
€, ocol+ez+1, oot €4, 1 %0

Veliciny ej;, jsou bud piimo nully, bud hodnoty d,. 4 je
jisté Cislo, menSf neb stejné s m. TimtéZ splsobem se sklddaji
ale i elementy druhého fddku atd. s jedinym pouze rozdflem,
Ze index A obdrZi vidy jiné a jiné hodnoty. Tvar determinantu
& zndme touto Uvahou tedy tiplné; a tento postaci, abychom
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mohli souditi, Ze & je nullou. Tieba pouze zjednati si (I 4-2)
hodnot
Moy Myy Mgy ooy M1,

jez vesmés nezmizi a majf zdrovei tu vlastnost, Ze plati (I-}-1)
rovnic:

Mg oo = My €9 My €40 1 .. ~F Mutr€14q, 0 =0,

My €or My €y Mg €y 4 ..o - Myprergs, 1 =0,

Mg gy —- My €55 ~ My €59 ~+ oo e, 2 =0,

mo €t —|— my ey + mg 69 + e —I'"mz+1€z+1, 1 =0.
Jak zndmo, je vidy moiné, af veliCiny " maji jakékoliv
urcité hodnoty, nalézti system hodnot
Moy My, « ooy My

udanych vlastnostf, z nichZ tedy alesponi jedna, fekneme m, nenf
nullou. Nésobime-li nynf (v -} 1) sloupec determinantu & hod-
notou m, a pricteme-li k tomuto pak prvnf sloupec nédsobeny
mg, druhy sloupec ndsobeny m, atd., aZ posledni sloupec ndso-
beny m;yy, bude tu zménény takto determinant miti v (v -~ 1)vim
sloupci samé nully; tedy zmizf em, a protoZe m, nenf nullou,
plat{
e=0.

Co jsme zde dokézali pro determinant (A 2)be stupng,
platf tim vice pro determinant vy$§tho stupné.

Koneény vysledek je tedy ndsledujicf:

Véta g). Zmizi-li determinant A4 jako# © vsechny subdeter-
minanty m, (m — Dt ... af (k-} 1) stupné, nezmizi-li vsak
vsechny subdeterminanty k' stupné, maji funkce g (), f(x) spo-
leéného délitele d (x) stupné (m— 1 — k)™ té vlastnosti, Ze platf
fF@=d@o@), g@=d@y @), a ¢ @),  (x) nemajl vice
spoleéného délitele.

Délitele d(x) lze ptimo ze systemu 1) ndsledujicim spisobem
obdrZeti, Vime, Ze determinant d je od nully riiznym; platilo ale



62

.......... o
= adt.

..........

Ao e—1y) A1k—1y oo oy Th—1,k—1

Jmenujeme-li B, adjunktu elementu e, v napsaném de-
terminantu a ndsobfme-li prvnf rovnici v systemu (1) hodnotou
Bi-1,0, druhou pak hodnotou B, atd. aZ k-tou rovnici hod-
notou fBx_1, x—1 a secteme-li téchto & rovnic novych, obdrzfme na
pravé strand ze souctu redukovanych forem celistvou funkei,
v niZ veli¢iny

wm, mm—l, ceey am+2—k

jsou nésobeny nullami; veli¢ina xmt+'—* ale jest ndsobena hod-
notou ddg od nully riznou.

ObdrZime tedy ze souctu redukovanych forem funkei celi-
stvou raciondlnou stupné (m - 1 — k)-ho, jez musf byti délitelna
funkef d(x), jelikoz kaZdd redukovans forma obsahuje d(x)
jakozto délitele.

Z toho plyne, Ze nabytd funkce je pffmo

dds ' d(x).
Platf tu rovnost
dds'd(w) = ddg a1k 0dy ' dyam—k |-, . - 0dETd 1z,
oznac¢fme funkei na pravé strané jednodusSeji

agrrti=k g gk Guyr-k.
Hodnoty «; jsou patrné subdeterminanty v determinantu A;
a protoZe kazd4 hodnota ay, je celistvou raciondlnou funkef hodnot

aO’ al’ M ] b(H bl’ tt
budou tedy i hodnoty

oy Oy o ooy Cmt1—k

celistvymi, raciondlnymi funkcemi veli¢in a1, bp.

Mime tedy vétu

Véta k). Jest vidy moéné uvésti nejuétsiho spoletného délitele
dvou funkci
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@) =27 agam 4. am,
a 9(@) = bywr + b= ..+ ba,
kde by = 0 a n>m, na tvar
a@ g, e,
kde hodnoty ey jsou celistvymi, racionalngmi funkcemi velidin
Ggy Ayy vuvy Qmy by, byy oovy ae
Pro délitele d(x) platily rovnosti:
f(@) = d(@) g(=),
9(@) = d(x) (@),
kde funkce @(x), y(x) spoleCného délitele nemely.

Z toho plyne, Ze jsme oprdvnéni u danych funkei f(z),
g(x), kdyz hodnoty

Aoy Cry +vey Amy by, byy oiey ba
nechdme neurcitymi, predpoklddati, Ze 4 nezmizi a Ze se stane
nullou, tedy jen pro jisté specialné hodnoty velitin aa, by,

Pifklad : Budiz

fl@) =x* 4 32?4 4w |4,

a gx) =2t —a?—4rta.

Bude tu

9 @) = f@) (@ —3) -+ {4e? 4 42+ a - 12},

2 . g @) =f(e) @ — 3z -+ 4) + {— 82?4 (a — H = — 16},
®? ., g(z) = f(x) (#*— 323 4 42— 8) -} {(a + 20)z* |- 16z 32},

Co se tkne poletni stranky, zajisté diileZité, chceme-li co
nejrychleji poslednf 3 rovnice obdrZeti, budiZ jednoduchy obrat
zde vytknut, jakym z prvn{ onéch tff rovmnic ihned obdriime
ostatnf. Ndsobme prvni rovnici veli¢inou @, obdrZfme

xg(x) = f(x) (2* — 3x) 4= {42% | 4 }- a |- 12}.
Tedy jest redukovand forma v druhé rovnici, t. j. funkce
— 822} (a —4) z — 16,
redukovanou formou funkce
z{4r? - dx -+t a -+ 12},

vzhledem k funkei f(x). Tfeba jen k poslednf napsané funkei
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pridati —4 f(x), abychom obdrZeli redukovanou formu v druhé
rovnici, a podobné, pfidame-li ku

z{— 822} (a — 4) & — 16}
hodnotu 8 (), obdrzfme redukovanou formu v tfet{ rovnici.

Determinant 4 znf

4 4 a+12
—8 a—4 —16
a-+20, 16, 32

4=

b}

anebo, klademe-li
a = 4b,
bude tu
1 1 b4 3
2 1—b 4
b-+5, 4, 8

4 =—64 (b 1)b+5).

Determinant 4 zmizi tedy jen -tenkrdte, kdyZ b je bud
—1 aneb —b5, aneb kdyZ veli¢éina ¢ ma bud hodnotu — 4
aneb — 20. ’

Ad=—64.

YV prvnim pifipadé, kdyz plati

a—=——4,
zni dané funkce
f@) = 34 3x? | 4+ 4,
9(x) = 2* —a® — 4x — 4,
a determinant 4 m4 tvar
4 4 8 '
—8 —8 —16
16 16 32

Patrné zde zmiz{ nejenom 4, nybrz i kazdy subdeterminant
druhého stupné; platf tedy v tom piipadé
k=1, m=2,
a maji tedy shora napsané dvé funkce spole¢ného nejvétSiho

délitele stupné druhého. Podle toho, co jsme o splisobu pravili,
jakym lze funkei d(x) ptimo z redukovanych forem nabyti, plyne
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v naSem specialném pFipadé, %e redukovand forma funkce g(x)
vzhledem k f(x) t. j. funkce
4 - 4o 4 8 = 4(z*F- =+ 2)
je nejvétsim spoleénym délitelem funkef f(x), g(x). V druhém
ptipadé, kdyZ plati
a = — 20,
snadno je vidéti, Ze zmizi sice 4, ne ale vSecky subdeterminanty
druhého stupné. Existuje pro funkce:
f(@) =23+ 322 4} 4,
g(x) = x* — x? — 4x — 20
nejveétst spolecny délitel prvnfho stupné. ProtoZze tu redukovand
forma funkce
?. g (@)
vzhledem k f(x) v tomto pripadu je
162 4 32,
znf tedy nejvétsi spoleény délitel shora napsanych dvou funkef
x— 2.

Témito dvéma piipady jsou ale vSechny mozné pifpady
vyCerpdny, v nichz plivodné dané funkce pro speciilné hodnoty
veliCiny @ maji spoleného délitele. Platf

f@)y=a*+4 3>+ 4e+4=(@2+2) @+ 2+ 2).

Z uvedenych vét o déliteli dvou funkei plynou nasledujfef vele-
dialezité konsekvence.

Véta 1. Je-li soucin

9(%) h(x)
délitelnym funkci fla) a nemuji-li funkce
9(@), f(2)
spolecného délitele, pak je funkce h(x) délitelna funkci f(x).
Diikaz. Dle supposice nemaji funkce

g @), f(@
spolecného délitele; plati tedy
9@ g @) —f @ fi @=1,

kde g, (#), f, (%) jsou zase celistvé, racionalné funkce velidiny z.
Plati tedy i dale

5



66

g @k @) g () —f @) k(@) f (©) = @),

kde funkce na levé strané této rovnice patrné obsahuje f(x) ja-
kozto délitele; tedy musi i funkce na pravé strané t. j. A (x)
byti délitelnou funkef f (x).

Véta II.

Nemaji-li funkce

: f@, g@®
spoleného délitele, md kaZdd funkce h(x), jez je délitelna funk-
cems f(x) ¢ g (%), tvar

h (@) =f(#) g () r (),

kde r (x) je celistvd, racionalnt funkce velidiny w.

Dikaz. Dle supposice plat
h (@) =g (%) m (%)

m (%) = f (@) r (%),
h(@) =f(@)g @ r@).

a dle véty I
tedy

Véta 111
Mayi-li funkce
f@, g@
nejvétsiho spoletného délitele k (z), tak Ze plati
@ =k@f @,
9@ =k (@) g, ),
kde fy (), g, (x) spolecného délitele nemajé, bude miti hasdd
Junkce b (x), jez je délitelna funkeemi f (%) ¢ g (%), tvar

h(e)=f, @) g, (@) F @) r @),
kde r(x) je celistud, raciondlnd funkce velifiny e.
Ditkaz. Dle supposice plati

h(@) = g(x) m(x) = g, () k() m(z)
m(x) = f,(@) r(x),
h(@) = £, (@) g, (=) k(@) ().

a dle véty L

tedy
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