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CASOPIS PRO PESTOVAN[ MATEMATIKY A FYSIKY

ROZHLEDY

O jednej tlohe z teorie kuzZel’osediek.
Stetan Schwarz, posluchaé p¥irod. fakulty v Praze.

(Dokonéeni. )

II. VySetrime kedy bude uhol tedien nulou (alebo 180°) pre'
Jednoduché kuZelosecky.

Z (6) plyne, Ze to nastane pre body hoviace rovnici f(%y, o) = 0,
t. j. pre body na kuZelose¢ke. Tu vSak vidime, Ze z rovnice (6)
neni mozno dostat zrejmy pripad rovnobeznych tetien. To zodpo-
vedd tomu, Ze tu je hladany bod nevlastnym, a my uZivame len
obyéajnjrch stiradnic, pomocou ktorych tieto body nejde charakte-
risovat. Pre homogenné stradnice (z, y, z) znie vzorec (6) — ako
vyplyva po podrobnej uvahe

(2 + Yo*) Asz — 2242 A13 — 220 ez + (A + Az) 2°
Mozno teda vysledok rozsirit': uhol bude rovny nule i pre z = 0,

. j. pre vietky body nevlastnej priamky, ale za podstatného
predpokladu, Ze Aj; 4 0, t. j. nejednd sa o parabolu.

tgox =

U paraboly maji hladant vlastnost len body na nej leZiace.

III. Uvazujme stred kuZelosedky. Jeho stradnice odvo-
dime z rovnice (2). Definujeme-li stred kuzelosetky, akoZto stred
symetrie, potom rovnica (2) pre d musi byt rydze kvadratickou.

. j. musi identicky (pre ka?dé «) platit cos « . fy(x, yo +
+ sin & . fo( %y, Yo) = 0; t. j. pre stred plati f,(Zo, %o) =0, fo(To. Yo) =
Riesenim mame

Ays Aqs

Ay BT 4y

(Pre parabolu je to oviem bod nevlastny; a nemozno pouZit tohoto
odvodenia.)

Xy =

Vieme, Ze teény vedehe zo stredu s asymptoty. Mame teda
Tahky prostriedok ako zistit uhol asymptot ¢. Dosadime do (6)
suradnice stredu:
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(5. yo) =12 . fli(xm ¥o) + Yo fo( @0, Yo) + Wys%y + Aosyy + Ags =
= :4’;3 (alsA}a + 0234‘123 + 334 3,) = A

33

Hl/—'—— Aas n
tg p = . (67)
a4 T ayy + gy

a) Elipsa; tu je A > 0; uhol imagindrny — neni realnych

asymptot.

b) Hyperbola: 4,3 < 0; existji dve reilné asymptoty. Pre
@y + @y = 0 budi asymptoty kolmé; mame zndmu podmienku
pre rovnostrannt hyperbolu.

c) Parabola: vzorec (6”) bol odvodeny za predpokladu 443 & 0,
ale plati i pre 45; = 0. Asymptotou je dvakrat poditand nevlastna
priamka.

1V. Uréit geometrické miesto bodov, z ktorych videt”
kuZeloseéku (1) pod pravym uhlom!

Vzhladom na (5) a (6) plynie, Ze tie body musia vyhovovat
podmienke

hi (. y) + f2(x. y) — (an + aw) f(z, y) = 0. (7)

(@ + y?) Agy — 295*413 — 2ydyy + Ay + Ap = 0. (7)
Rozoznavajme tri pripady.
1. Kuzelosetka (1) budiz elipsa. Potom (7) ddva rovnicu
hladaného geom. miesta. Je to zrejme kruznica o stredu v strede
danej elipsy. Pre jej polomer plati .

0= Als + A232 - (4}17:?;&1422) Ass )

alebo

4,8
Citatel mozno pisat v tvaru
Azz Ay | | Ay, A4 |
o3 Ass| | Az Ass 3’

a to podla zndmej vety o subdeterminantoch reciprokého deter-
minantu (vid BydZovsky: Determinanty, str. 110) je rovno vyrazu

—apAd — apA = — (ay; + ap) 4.

o= V:@Wﬁlﬁ_
.
Pre realnu elipsu (a jednédme len o takych) je apAd, anxd < 0.
a preto ¢ vidy redlné, t. j. dand Gloha ma vidy realné rieSenie.

Lahko najdeme, %e polomer mozno pisat vo tvaru ]/a2 + b2, kde
@, b st poloosi elipsy.

Je teda
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2. U hyperboly mézu nastat tri pripady.

a) — A (ay + ag) > 0, (7') znaéi realnu kruZnicu. .

b) — A (ay + ag) < 0, (7) znadi kruZnicu imaginarnu.

c) — A (ay + ay) =0, t. j. (a; + ay) =0 (mdme rovno-
stranna hyperbolu), (7’) zna¢i kruznicu nulovi, totiz stred hyper-
boly. Plynie to ostatne i zo (7), odkial vidime, Ze hladané geom.
miesto sa skldda z dvoch imag. priamok, ktorych reidlnym priese-
¢ikom je prave stred hyperboly.

Zistime, Ze tu mozno pisat ¢ —=}/a? — b?, pre vietky tri pripady.

~ 3. Pre parabolu je 4;; = 0, takZe (7') znaéi priamku
24,37 + 2453y — Ay — Ay = 0.

Z elementarne] matematiky vieme, Ze je to priamka riadiaca.
V homogennych stGradniciach pristipi eSte nevlastna priamka.

V. Vysledky (5), (6), (6") st dvojznaéné. MoZno teraz po-
znatkov v (IV.) ziskanych uZit k tomu, aby sme uhly jednoznaéne
definovali — asponi pre reilné tedny — vo shode s ndzorovym
pojmom ,,uhol pod akym videt kuZelosedku‘‘.

Prevedeme tGvahu zovrubne pre elipsu. Je-li bod vonku
z kruZnice (7’) je uhol ostry; lava strana rovnice (7’), do ktorej
st dosadené stGradnice bodu, je kladnd (433 > 0). Je-li bod vnutri
kruznice, je uhol tupy a lava strana rovnice (7°) zaporné. Je teda
znamienko tangenty uhlu v (6) také, aké méd menovatel. Nuino
teda brat znamienko odmocniny .

Podobne mozZno rozhodniat pre hyperbolu, oviem tu nutno
vySetrit niekol’ko pripadov.

Pre parabolu staéi uvazit obe strany riadiacej priamky.
Zistime, Ze znamienko odmocniny méa byt .

VI. Uréit geometrické miesto bodov, z ktorych moZno viest
ku kuzelosetke teény svierajuce dany uhol «!

K tomu staéi upravit vyraz (6). VySetrime vSetky tri druhy
kuZelosediek v normalnom tvaru, a to kazda zvI4st.

A) Elipsa b2x? + a*y* — a?b* = 0,

4 (b2x2 + a2y2 J— a2b2)

TEre—@ O

Upravou mame rovnicu geom. miesta
(2 PP tgta — 22 [(a® - B) tgd o+ 20%] —
J— 2y2 [(0,2 + b2) tg2 o + 2@2] + (aZ _+_ b2)2 tgz ~x + 4(l-2b2 = (. (8)
Je to krivka 4. stupiia.
B) Hyperbola b*x* — a*y? — a?? = 0,
’ 4 (a2y2 + a2b2 R b2x2)
(x2 + yZ_a2 _+_ b2)2 :

tg? o

g2 x =

8%



R 104

Rovnica geom. miesta
tg? & . (2 + yP)? — 222 [(a — b?) tg? o — 2b2] — 9)
— 292 [tg? o . (@® — b?) + 2a%] + (a® — b%)? tg? x — 4a%h? = 0.
Opat krivka 4. stupiia.
Zistime v8ak, 6o nastane, ked a = b, t. j. Jedna sa 0 rovno-
stranni hyperbolu

Dosadme do (9); mame
(2% 4 ¥ tg o + da? (2 — ) — dat = 0,
/o 9,2 \2
s [2 eon (2
@rortz () @—m— (o) =0
To st zndme Cassiniho krivky, majice ohniska na osi y vo

s
vzdialenosti -+ —%g—;- Stdin vzdialenosti Tubovolného bodu od
ohnisiek je 2a?. 0.02 .
sin? o
C) Parabola y* — 2px = 0
4 (y* — 2pa)
2 —_ s
= T e

Rovnica geom. miesta je

42 tg? o + 4px (2 + g2 x) —4y? 4 p?tgia = 0, (10)
alebo inak pisané

’ 2____1{:__ . cos? x
[x+2’( +€E&)] tgzzx—-p “sint &

Geometrickym miestom je teda hyperbola, ktorej stred mé

stradnice [~— P (—; + i—), 0]. Jej poloosi st

tg? o

COS 1

st P s
Asymptota, mé smernicu tg «. Z toho vidno — ako i z (10) —
Ze pri stalom «, ale premenlivom p, dostaneme sidhrn podobnych
hyperbol vzdialenost ich stredov od vrcholu paraboly je priamo
Gmerns parametru.

Poznamky. Uvahy tu prevedené zasahujt do réznych tloh
o kuZelosedkdch. Upozornime len na niektorsé.

1. Rovnica (6) ukazuje ako moZno analyticky rozhodnit,
¢ je dany bod vonkajsim alebo vniatornym bodom kuZelosetky
(t. j. moZno-li z neho viest redlné teény, alebo nie). -
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Jestli je — A . f(xg, Yo) > 0 (<< 0) je (x,, %) vonkajsim (vna-
tornym) bodom kuZelose¢ky. Vztah (6”) ukazuje, Ze pre hyperbolu
je stred bodom vonkajiim, pre elipsu vnatornym.

2. Lahko uréime na pr. dizky tetien vedenych z bodu (x,, %)
ku kuzeloseGke. Vypoéitame-li « z rovnice (3) a dosadime do
rovnice, ktort dostaneme z (2), totiZ

d2 = f(xo, ?/o)
@y, COS? & + 2@, Sin & COS & —+ Ay SIN? &

méme hladana velidinu.

Tu moZno riesit alohy takéhoto druhu: urdit geom. miesto
bodov, z ktorych vedené teény maja staly sidet, alebo s@éin a pod

3. Uzijeme rovnice (2) eSte k jednej zaujimavej tlohe. Uka-
Zeme, Ze existuje i pre obecné kuzel’oseéky analogia mocnosti
bodu ku kruznici.

Vedme bodom (x,, ,) priamky réznych smerov. Tie pretnu
kuzeloset¢ku vo dvoch bodoch. Na kaZdt priamku nanesme od
bodu (z,, y,) strednt geom. tmernt zo vzdialenosti tychto bodov
od daného a hladajme geom. miesto takto vzniklych bodov.
[Pre kruZnicu je geom. miestom opiit’ kruznica, lebo sGéin je
konstantny.]

Pisme kuZelosetku v tvaru (1) a rovnice priamok ako predtym.
Pre d dostaneme rovnicu (2). Pre stradnice bodu hladaného geom.
miesta plati

_ : (o, ?/o -
¥ = cosa l/ @y OS2 & + 2ay, SiN & COS & + dgy SIN?
_ : ~rr ) f(Zo, Yo)
Y = Y+ sin “]/ @y €OS? & + 20y, SIN x COS & + @y SIN® &
Upravou — vyladenim &« — dostaneme rovnicu geom. miesta
@y (& — 2o)? + 2a35 (2 — o) (¥ — Yo) + A2z (¥ — Yo)* — f(%os Yo) =1 (1))

Je to kuzelosetka o stredu (2, ¥,), podobné danej; pretina
dant v dotyénych bodoch tedien z (o, y) k (1) vedenych.

Pre a,, = a,, = 1, a;, = 0 mdme zndmu kruZnicu, ortogonalnu
k danej.

Diskriminant rovnice (11) je — jak lahko uréfme —

_ Ay = — f(%0, Yo) - Ass.
V1d.n0, e nelezi-li bod na kuZelosetke rozpadne sa (11) len, ked

je. dana kuZelosetka parabolou. Vtedy sa rozpadne na dve priamky
na.vza]om i s osou paraboly rovnobeiné.
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Tak, ked je parabola v obvyklom tvaru y*—2pzr = 0, je
geom. miestom dvojica rovnobeZiek s osou x, o’rovniciach

Y=1Y £ W(xo’ Yo)-

Prieseéiky tychto dvoch priamok s parabolou st dotyéné body
tedien z (%o, ¥o) k parabole vedenych.

Nahrazky benzinu.
Jan KaiZan.

(Dokoncéeni.) -

Aby byly patrny vyhody smésf, vi&imnéme si funkce kapalné
pohonné latky v motoru. Pohonné latka, jemné rozprasend a smi-
Send se vzduchem, ssaje se z karburatoru do valce, kde je pistem
stladena na nékolik atmosfér. Stladend smés se zapali a plyny,
vzniklé spalenim, expanduji a konaji tak mechanickou praci. Kdyz
je pist expansi pFiveden ke konci valce, plyny se z valce vyfouknou.
Cim je latka tékav&jsi, tim jest vyhodné&jii, nebot se snadno:vy-
patuje. Teplo, vznikajici pii stladovan{ smési ve valci, vypafovani
zvySuje. Neni-li latka dosti tékava, kondensuje se na sténach valce
a pii spalovani tyto zkondensované éastice se vétSinou nespaluji
a unikaji pistnimi krouzky do mazacich oleju, které se tim zfeduji.
Mala tékavost plsobi tedy nedokonalé vyuziti paliva a ziedovani
oleji. Tékavost se dfive posuzovala podle specifické hmoty. Cim
mensi spec. hmota, tim vétsi tékavost. To v8ak neni pfesné a proto
se dnes posuzuje té€kavost podle t. zv. ,stfedniho bodu varu“.
Tuto teplotu dostaneme, kdyz seé¢teme teploty, pfi nichZ prechdzi
prii destilaci 5, 15, 25 atd. aZz 95 cm® kapaliny a délime-li tento
soudet podtem frakef. Cim niZ3i ,,st¥edni bod varu®, tim tékavejsi
latka. U alkoholu jest 88°, u benzenu 95—100°, u benzinu, ktery se
prodava u nas u pump, asi 115°. Jak je vidéti, vyhodnéjsi je v tomto
sméru alkohol a ‘benzen. |,

Kazda smés pohonné latky se vzduchem se zapaluje pfi urdité
teploté a tlaku sama od sebe. Nastane-li takovy samozapal, dojde
obydejné k detonaci, ktera se projevuje klepanim motoru. (Klepani
byva dasto zavinéno vybéhanymi loZisky, volnym pistem ve valci
nebo netésnymi pistnimi krouzky.) K detonaci dojde tim snadnéji,
~ &im je spalovaci rychlost latky vétsi. Benzen a lih maji malou

spalovaci rychlost, a proto samozépal probihéd bez detonace. Dalsi
vyhoda lihu a benzenu je v tom, Ze teplota samozipalnosti je
-u benzenu 520° u lihu 510° a u benzinu 410°. Nejsnadnéji se tedy
sdm zapali benzin .a proto nesnese takovy tlak (kompresi) jako
druhé dve litky. Cim ale smés vice stlatime, tim bude jeji tidinek
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