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Jestli strané b hel protilehly jest pravy, pak
c=uv,, tedy m=0 a g=1,

takze
a=1, wv,= 1—2—aa~
b=, vb:—f—?{/ﬁ (30)
c:T%O—!a—g, v, = 1.

7 téchto vzorci plyne a®-¢*=1b* ¢ili

v (e =)

(1 — @)+ (2e%) = (1 -+ a?)°

zndmé to pravidlo Platonovo.

aneb

Nékteré vlastnosti pravidelnych téles vypuklyeh ™.

Pro ziky stiednich Skol
sestavil

prof. F. Hoza.

1. Odchylka dvou soumeznych stén.

Nechat zna¢i m mnozstvi hran, které jdou jednim vrcholem
pravidelného télesa a = mnoZstvi hran, jeZ obmezuji jednu
jeho sténu.

OpiSme z vrcholu v (Obr. 1.) toho pravidelného télesa
plochu kulovou, jejiZz polomér se rovnd jednotce.

Hrany, které vrcholem v prochdzeji, protinaji tu plochu
v bodech a,b,¢,d,... a stény, jimZ ony hrany ndleZeji, sekou
ji v kruhovych obloucich ab, bec, cd, ..., které tvofi na plose
kulové pravidelny sféricky m-uhelnik, jehoz stfed o povstal

*) Viz Archiv fiir Mathematik und Physik von Grunert — Hoppe, 59. d.
1. se8., na 50. str. ,Propriétés nouvelles des polyedres réguliers con-
vexes, par G. Dostor.
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priisekem plochy kulové s pfimkou sv, kterd stfed s pravidel-
ného télesa spojuje s vrcholem v.

Obr. 1.

Sférické uhly pti stiedu o budou
2m
{aob...boc_cod_...__ﬁ.

JelikoZ kaZzdd sténa pravidelného télesa omezena pravi-
delnym n-thelnikem, odpovidaji oblouky ab, be, cd, . ... Ghlim
v pravidelnych n-thelnicich, jez se ve vrcholu v stjkaji, procez
dluzno, aby

— — —_ n—2 On
ab—=bc=cd=....= p = — —.

v ]
aom = mob — —
X p”

Sférické Ghly m-thelnika abed... uddvajf odchylky dvou
a dvou soumeznych stén pravid. télesa.
Nazveme-li odchylku dvou soumeznych stén pismenem e,
bude patrné
¥ aom = —g— .
_ Ponévadz sféricky trojihelnik aom je pravoiuhelny maje
oo za pYeponu, plati 0 ném rovnice
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cos (aom) == cos (am) . sin (oam)
¢ili
7 L/ ) . «
008 — - = cos (E———fn) $in 5,
ze které plyne
Sin— = cos — : sin . (1)

2 m n

2. O plochach kulovyeh pravidelnému télesu opsanych
a vepsanych.

V obr. 2. zndzornéna libovolnd hrana ab pravidelného té-
lesa, jeho stied s a stfed ¢ jedné z onéch stén, které hranou
ab prochdzeji.

Obr, 2,

Tato hrana rozpilena bodem d.

Vzdjemnym pak spojenim vytknutych bodi vzniknou di-
lezité piimky.

A sice jest sa = sb = R polomérem plochy kulové, kterd
viemi vrcholy télesa prochdzi a jemu tedy opsana jest.

Déle mdme piimku oc =, kterd uddavd polomér plochy
kulové, jez se vSech stén télesa dotjkd a to kazdé v jejim
stfedu, procez do télesa vepsanou slove.

Konecné lze od — ¢ brati za polomér plochy kulové,
kterd se vSech hran télesa dotykd v bodech pilicich.

Patrné udivd R vzdalenost sttedu s od vSech vrchold, »
vzdalenost téhoZ stredu od vSech stén a @ vzddlenost jeho od
vSech hran.
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V pravothelném trojuhelniku scd, jehoZ preponou jest sd,

%:sdc::rg~
a sc = sd sin (sdc)
tudiz
=9 sin 'g - @)

Ze vzorci (1) a (2) snadno obdrzime ndsledujici
. m b4 .
TSI - - =@ €08 . ®3)

Trojihelnik sad jest rovnéZ pravoithelnym maje sa za svou
pfeponu. TudiZ plati o ném rovnice

sa’=sd’+ ad”.
Avsak z pravidelného trojihelnfka acd, jehoz pYeponou
ac, jde

~

b1/
%(ac‘i—'_’;')
T b1
Xead=3 — "

ad = acsin (acd) ,

tudiZz musi o
sa” = sd® -+ ac” sin® (acd)
cili
R? = ¢} ac®sin? z.
n
Trojihelnik sac je rovnéZ pravoihelny a sice pfi vrcholu
¢, protez bude
ac? — sa? — sc?
f— RZ _— 1.2

coz dosadivie do vyrazu predeslého obdriime
o * ’z
RB? = ¢* -} (R*—1?) sin® o

a uZijeme-li vzorce (3), shledime po nalezitém zjednoduSeni, Ze

: Rcos%:gsin»g—. 4
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Ze vzorci (3) 2 (4) plyne délenim souhlasnych stran
.,
r Yt ®)

a nasobenim
. 2 o
R — = @sin—.
rsin = = @*sin (6)
Zmocnime a seCteme-li souhlasné strany rovnic (3) a (4),
dostaneme
R® — qj'z
Rt O]

.o T
sin?— —
n

Nahradime-li ve vzorci (3) sin % hodnotou plynouci ze (7),

bude :
, @ _ x? R*—¢g?
c08 7}[— = 6)—2— W . (8)
Pomoci vzorce (1) obdrZime pak snadno
2 @ P2
tg 2 - 92 _____,',2 . (9)

Poslednich tii vzorcd lze uZiti k eliminaci funkei gonio-
metrickych, jez v ostatnich vyrazich se naskytuji.
Je-li m u jednoho pravidelného télesa rovno = u druhého,
pravime, 7e jsou obé télesa spolu sdruZena.
Sestistén sdruZen s osmisténem a dvandctistén s dvaceti-
sténem.
- Ze vzorce (H) patrno, Ze plati véty:
a) U dyou pravidelnijch téles spolw sdruZemijch jest pomér
R:r tys. '
b) Lze-li témto télesiim spoleénou plochu kulovou opsati, lze
jim téZ spoleiné plochw kulovou vepsati.
3. Z délky a jedné hrany vypolisty poloméry R, r, e.
Z pravouhelnych trojihelnikd scd a acd (obr. 2.) vychdzi
na jevo, ze
“s¢ = cd tg (sdc)
a
‘cd = ad cot (acd)

nrocez
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—
ad = 5
1ze posledni rovnici jinak psati
a o T
r = ?tg *Qw cot —;z"“ M (10)
Nésobenim souhlasnych stran rovnic (5) a (10) vznikne
a o T

VloZime-li do vzorce (10) na misto » jeho hodnotu ze
vzorce (2), dostaneme

o= —. (12)

Podobné plyne z rovnic (4) a (11)

. 11
St — a @ -
E=e—F=gt0gt,

Cc08 —

n

a
pz?tg ~2——_—n o (13)
C08 —

4. Obsah pravidelného tdlesa.

Budiz N mnoZstvi vsech stén pravidelného télesa, P Plosny
obsah jedné stény a ¥ krychlov§ obsah celého télesa. Pak

p=n.ad.cd
¢ili

__a? ¢

]7._774—4— CO “*n"
a

V—‘—l—N r

= Npr,
tedy

V:~1~Nna2rcot~1. (14)

12 n
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Jiné vyrazy obsahu V utvoiime z tohoto za pomoci vzorcil
diive odvozenych. Tak na pi. jde ze vzorce (12)

T o
t— = —
acot - 20 cos 5
coz dosadime do (14) a obdriime

1 o
V= e Nnar g cos 5 (15)

Jelikoz z rovnic (10) a (12) vychdzi na jevo, Ze

ptijme vzorec (15) dosazenim této hodnoty tvar

V= %L— Nn a® cot? :— tg o, (16)
z néhoz patrno, Ze obsahy dvou pravidelnych téles, kterd majé
stejné mmnoho stén, stoji k sob& v poméru krychlovém jejich hran.

Podobnym pochodem lze jesté vyvoditi nasledujici vzorce:

T o
= - Nurdtg—— cot® —-
14 Nna 9 3

b4 o
- NuR¥eot3 " cotr T cot? -
m n 2

! 1)

O = WO = ol

T . o
= Nn93tg—n—scnacos—2—

= -—13— Nur V(R*—@® (9*—?) °

z mnichZ poznivdme, Ze obsahy pravidelnjch téles, kterd maji
stejné mmoho stén, stoji k sobé v poméru krychlovém polomérd
B, r, o.
5. Kolik jest pravidelnijch téles vypuklyjch ?
Znamend-li v mnozstvi v8ech vrcholli a A mmozZstvi vSech
hran pravidelného télesa, dluzno, jak Euler dokazal, aby
N4tv=h+42. (18)
Tato rovnice plati viibec o vSech mnohosténech, u nichz
74dnd sténa nekryje Zddnou jinou hranu ani Zidny jiny vrchol
kromé téch, které ji omezujf. Télesa té podmince vyhovujici
slovou Eulerovymi.
17*
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Kromé toho lze snadno dokézati, Ze u télesa pravidelného

Nn
h—= ) (19)
a
__2h _ Nn
Ymm T T (20)

Dosazenim hodnot A, v plynoucich z poslednich dvou vy-
razd do rovnice Eulerovy dostaneme

4m N
N:2(’m +n)—mn ° %) @1)
Z tohoto vzorce lze vyvoditi, kolik jest pravidelnych téles
vypuklych a které hodnoty u nich N, m, n majf.
a) Nejmens{ hodnota m jest m — 3, ponévadZ k utvoren{
vrcholu nejméné. tii stén jest zapotiebi.
Napotom bude

12
6—n °
TéZ n nemidze byti menSi, nez 3, ponévadZ k omezeni
stény tieba nejméné tf{ hran. AvSak = nemfiZe byti véts{, nez
5, jinak by vySlo N=0, coZ nemozné.
Tedy stavd pouze tré pravidelnych téles omezenych samymi
trojhrany a sice

N=

n=3,4, b
N=4, 6, 12.
Jmena jejich jsou dtyrstén, Sestistén a a dvandctistén.
b) Nechat m = 4. Pak bude miti vzorec (21) tvar
' 8

Patrné mizZe zde vyhovéti pouze n=3, natei N—=S8.
Mime tedy jediné téleso omezené ctyrhrany a to slove osmistén.
¢) Budiz dale m =5. Potom dluzno, aby

20
N= 10—3n °

I zde vyhovi jediné » =3, N=20.
Toto téleso samymi pétihrany omezené slove dvacetistén.

*) Viz Casopis mathem. a fysiky ro¢, VI str. 142, Fiirst ,Poznimkac,
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d) Kdyby bylo m =5, obdrZeli bychom
2 (m~4n) — mn <10 — 3n.

JelikoZ » neni menSi neZ 3, musel by tento jmenovatel
byti mens{ nez 1 a tudiZ nelze zidné pravidelné téleso sestro-
jiti, u néhoz by m bylo vétsi nez b.

Mame tedy celkem pouze 5 pravidelnych téles vypuklych
a sice pravidelny ctyrstén, Sestistén, osmistén, dvandctistén a
dvacetistén. '

6. Zvldstni vzorec pro &tyrstén.

Dosadime-li hodnoty

m=3,n=3, N=4

. . X V3
SN — — $iN — = ———
m n 2

X x 1
€08 — — €08 — == —
m n

2
do vzorcd (1), (2) a (4), dostaneme

1 « V2

- S __¥Ya o — o
Ve = Vg_,sma_2\ 2

. o
Sin——=T"

2

o ="170° 31/ 43-6”.
Napotom
o =rV3,R=p V3,
>’=Rr a R—=3r.
Ze vzorcd (10), (11) a (12) obdrzime
_aVe aVé aVe

= R= ae=—

12 4
Konecné plyne ze vzorcd (16) a (17)

V2 —  8R’V3 _ 83
V= B =87 V3 = 97 =3
7. Sestistén.
Na pravidelném Sestisténu jest
m=3,n=4, N=6

a tudiz

. om V3 n
sMm— = —(5—, tg—

) p 3 n:l
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cos —75 1 sin " = cos - -———\:‘{—
gy S =08 =y
Vlozime-li hodnoty uvedené do vzorcit obecnych, obdrzim:
. € e 1 — ono
Slﬂ?_cos?—rgr, a = 90 ’
e V3
r—= Vo s B=0—— Vg !
210 R*=1:2:3,
=r V3 2Rr — V'3
a
r_ "2__ ) R: CZV-3 B
p—aVZ

V=a? :87'3:--§-~R3 V3 =2°* V2.

8.  Osmistén.
Podobnym chodem dospéjeme i zde ku zvldstnim vyrazim,
dosadime-li do vzorci obecnych tyto hodnoty:
m—=4,n=3, N=28,

T _ . T vz
tg;n——__l, sin —— = cosﬁ —5
sin =z —--——V'%- a cos = 1
n T2 n 2

Potom obdrZime po naleZitém ZJednodusem
R=oV2=rV3, RrV3=202,

_aVG ,_aVZ _a
r= 6 ° - 9 ,9—?»
1 1 1
P __"+52“
_a*V2 o 4AR? _ 8Py 2
V_-—-'—3‘——'_—4? V3 —_ 3 —_— 3 .

9. Duvandectistén.
Na dvandctisténu jest
m=3,n=5, N=12
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a tudiz
stn —— — \/%— sin _9:__~—V§10~2 Ve
- 2 n 4
n 1 n VhH 41
cosﬁz-g, cos———:———-—‘f{:-—,
neb sin —g— udava 7;— délky jedné strany pravidelného péti-

uhelnika vepsaného do kruznice v poloméru rovném jednotce.
Dosazenim uvedenych hodnot do obecnych vzorci piijdeme
k témto vysledkiim:
.« 2 o Vh —1 . 2 v
Sm?“?ﬁ_ff’ cot?:——————z—————, stn a:~5—‘/5,
o= 116°33' 442",
20=7rV10—2V5 , 2R=09 V3 (Vb —1),
RrV104-2Vs =20 V3,
RVSH 4 1) =» V3(10—2V5),

_al/25411Vv5 e,
*r—‘z‘v:—_’ 9—_§(V5 +1)2’
R:_Z_ V3 (Vb 4-1), R*=120>— 152,

3 o — P,
*V:%vﬁ (14 V5)*=10r* V130 —58 15
3 — —_— —
=" 30042 VB =2 VB (V5 — 12,
10. Dvacetistén.

Tomuto mnohosténu odpovidaji hodnoty
m=5,n=3, N=20

a tudiz
sin.fz_—._'\_/_l_();%__w sn_zt__———_i
m 4 S = 2
x Vb +1 x 1
ST a2 YT

Dosazenim do vzorcli obecnych obdriime po néleZitém zje-
dnodusen{ tyto vysledky:

*) Hvézdickou poznamenané vzorce jsou v ¢lénku Dostorové nesprévné.
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oy =(5)

a = 138° 11/ 2275,

e _ Vb 41
My =T ey

9
sin o = 3
2r V3 =g (V5 1), 2R=0 V10—2V5 ,
R=r V3(6—2V3), 2R V3 =0*VI0o+2Vvs ,
aV3 — [ —
r:——-2T—(V5 +1)2, R:—;—VIO—;—2\/5 ,
g:-—Z——(V’B——{— 1), R*—49°— 317,

5} _
V=— a1+ V5),

2 -
V::—3—R3 V10+2\/g‘ ,

11.  Pravidelnd télesa do téfe koule vepsand.
VepiSme vech pét pravidelnych téles do téZe koule o po-
loméru R a rozeznivejme hrany @, poloméry », ¢ a obsahy V

riiznych téles prislusnymi indexy.

V= VE (VE-DY,

V=1 (vs—1).

Pak bude
po VG _ & Vy _ a V¥
- 4 - 2 - 2
_ @ V3 (Vb +1) _ a VIO f2Vs
- 4 - 4 ?

R=e, Vs”zoﬁv %
.
C=en vy 2oL e vig—avE,
R=3r,=r, V3 =73 V3
_, V310—2Vvs)
—TVE 1
a
R = 26Vi: QVG_ = 3 Vs
8V3 8V3 4
— 91712 — 3V20
T V3 (104+2V5) 2Viorevs

=0 V2

_, V3io—2ve
T TTVE F
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Z téchto rovnic plynou nésledujici velezajimavé vztahy:
gt 0,2 =2 :3 14,

0.1 05%:0,2=4 :3 :2 |

Ay 10y 0y —04:05:0,
Te =783 Tig — 20
o6 Ve _ 2
o6 Vi V3
0 Vi VI0F2V5
020 Vao T 2vy

Snadno bychom mohli rozmnoziti jesté vztahy tohoto rdzu.
Vibec podéavaji vzorce zakladni dostateCny material k reSeni
mnohych dloh o téchto pravidelnjch télesich.

Transformace souradnic pravouhelnych.
0d

Dra. K. Zahradnika v Z4hiebé.

Poloha nové soustavy souradnic X’ Y” je urcena, zname-li
soutradnice nového pocitku O’ (a, b) a thly, jeZ nové osy s pili-
vodnimi osami uzaviraji, totiz

XX)y=ua , (X'Y)y=8.
(Y'X) = oy, Y'Y)=B,.

Pivodné dana soustava soufadnic budiZ pravoiihelna, a

thel nové soustavy ¢ ddn je rovnici
cos @ = cosa cos &, -} cos 3 cos B3,.

Oznaceni Ghld midzZeme si zndzorniti nésledujicim sche-
matem
| x|y

Xalp
Yl\ “1’ B,
Soutadnice bodu M budou
OP=x», MP=—y
vzhledem na pivodni polohu os, a vzhledem na nové osy je
OP — ', MP' — y'.
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