
Časopis pro pěstování matematiky a fysiky

Jiří Hořejší
O některých plochách translačních

Časopis pro pěstování matematiky a fysiky, Vol. 70 (1941), No. Suppl., D239--D246

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/121817

Terms of use:
© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1941

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/121817
http://project.dml.cz


st s$ wísyaBsrien: "že rozptvi ™ -
Paprsku a fa se stanoviska atomického, ačkoliv am zde Se eště 
I t t Z a V ^ ° S t í n a a t ? m o v é v a z e ^zabývá. Kučerova práce bv a 
vsak předložena Akademii o dva měsíce dříve. Opravil v ní chvbné 
názory dvou badatelů, kteří jsou zakladateli r L i o L i e £ 
správnou cestu; při tom pracoval s prostými prostředky ?ako t 
lístkový elektrometr, ježto fysikální ústav neměl ani baterii a k Í 
mulatoru na vyšší napětí pro kvadrantní elektrometr o efekt™ 
magnetu se širokým polem, jakého už tehdv používal R«tW™2í 
na montrealské universitě, ani nemluvě J P R ^ e r f o r d 

Z obsáhlého životního díla profesora Kučery uvedli jsme v této 
stručné vzpomínce jen dva doklady jeho kromobyčejnéCnadání 
fysTky ] " S a m y m U Z a j Í S t Í l v t r v a l é í m é n o m - i nlTpředněimi 

J. Heyrovský a F. Běhounek. 

O některých plochách translačních. 
Ing. C. Jiří HořejSÍ, České Budějovice. 

V tomto článku nás budou zajímat t. zv. plochv translací 
Vznikán pohybem edné křivky F po křivce dVuhé n w . ? ' 
( ^ p o k l á d á m e křivky rovinnéfže . Z ^ Z l y ^ J F opisufí 

&SřP
roTohT 3 ^ n o b é ž n é s rovino*kLkv OSS 

tvořící jsou rovnoběžné s pů
vodní polohou (rovinou) 
křivky F. Tímto způsobem 
lze vytvořiti různé plochy: 
na př. plochu kruho-kruho-
vou, nebo vlno-vlnovou a j . 

Všimněme si jedné vlast
nosti, jíž se vyznačují tyto 
plochy: V pravoúhlém sys
tému souřadnic X, Y, Z 
(obr. 1) vytkněme si v'zá
kladní poloze dvě křivky: 
Křivku G v rovině {XZ), 
křivku F v rovině rovno
běžné s (YZ) tak, aby pro-*, 
tínala křivku G (v obr. 1 0 b y 
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je společný bod označen a). Plocha, která vznikne, pohybuje-li se 
bod a křivky F po křivce G a to tak, že roviny jednotlivých poloh 
křivky (X.F, 2F, . . .) jsou vzájemně rovnoběžné, se jmenuje plocha 
t r a n s l a č n í . Vzdálenosti jednotlivých bodů základní křivky F 
od roviny (XY) značme z l 5 vzdálenosti bodů základní křivky G 
od téže roviny z2. Vyjádříme-li ty to souřadnice jako funkce pro
měnných y a x: 

zi = f(y), ** = g(x), 

dostaneme explicitní rovnice křivek F a G. Dále si všimněme libo
volného bodu 16 vytvořené plochy translační; Vidíme, že jeho vzdá
lenost xz od roviny (XY) se rovná součtu vzdáleností ^ bodu xa 
křivky G od roviny ( 1 7 ) a % bodu b křivky F od téže roviny (XY). 
Pro bod 16 můžeme tedy psát 

1Z = lZl + lz2 = f(ly) + g(lX). 

Jest patrno, že ty to vztahy můžeme psát pro všechny body 
vzniklé plochy. Rovnice, již takto získáme, jest tedy rovnicí 
translační plochy a zní 

* = g(x) + f(y), (i) 
kde f(y) = z£ g(x) = z2. 

Z geometrického vytvoření jest zřejmó, že tutéž plochu do
staneme na základě předešlého, jestliže základními křivkami F, 
resp. G, proložíme válcové plochy o povrchových přímkách rovno
běžných s X, resp. s Y, a pak v rovině (XY) zvolíme body o sou
řadnicích (x]c\ yjc) a v nich vztyčíme kolmice k (XY), jež vedeme 
k průseku s oběma válcovými plochami. Takto získané úsečky 
pak sečteme, ponechávajíce jeden bod nové úsečky v rovině (XY) 
a přihlížejíce přirozeně též ke smyslu úseček sčítaných. Koncové 
body těchto nových úseček vyplňují plochu, jež se nazývá též 
plochou součtovou. Totéž plyne z rovnice (1), neboť f(y), resp. g(x) 
jsou rovnice válcových ploch o povrchových přímkách rovnoběž
ných s X, resp. s Y. 

Obraťme se nyní k některým s p e c i e l n í m p l o c h á m , které 
můžeme t ímto způsobem vyšetřovat. 

Vytkněme si (obr. 2) v rovině (XZ) kružnici A o středu 
v počátku soustavy souřadnic a o poloměru a. Tato kružnice 
nechť jest drahou, již bude opisovat střed kružnice B, jejíž 
ortogonální průmět na rovinu (YZ) jest kružnice mající střed 
v počátku o a jež má poloměr b [a leží při pohybu stále v rovině 
rovnoběžné s (YZ)]. Pohybem kružnice B získáme plochu trans
lační, jež se nazývá kruho-kruhovou. Chtějíce vyšetřiti její rovnici, 
uvědomme si, že tutéž plochu obdržíme jako součtovou plochu dvou 
ploch válcových Vt, V2, jichž řídící křivky jsou kružnice A, B 
a jejichž povrchové přímky jsou rovnoběžné s Y, resp. s X. Tyto 
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válcové plochy mají rovnice: 
V! . . . x2 + z2 = a2; V2 ... y2 + z2 = b2. 

Vyjádříme explicitně proměnou z: 

F i . . . z i , 2 = ± ] / a 2 — ±]/b2 — y\ V 2 • • - Zl,2 

takže rovnice kruhokruhové plochy podle dřívějších obecných 
úvah zní 

z = ± l/a2 — x2 ± 1/62 — y2, (2) 
při čemž bereme v úvahu všechny čtyři případy, pokud se týče 
znamének před odmocninami ( + + ; H ; K )• Geomet
ricky to znamená, že rovnoběžka s osou Z protíná plochu ve čtyřech 
bodech — jedná se tudíž o plochu alespoň čtvrtého stupně. Pro další 
úpravu rovnice (2) stačí však uvažovat pouze znaménka kladná, 

Obr. 2. Obr. 3. 

neboť ostatní případy budou v upravené rovnici obsaženy. (Prvním 
umocněním bychom získali u součinu znamení + , jež při dalším 
umocnění dává + . ) 

Úpravou rovnice (2) dostaneme rovnici plochy kruho-kruhové 
ve tvaru 

[x* — y* + z* — (a2 — b2)]2 = áz2 (b2 — y2). (3) 

Odtud jest patrno, že plocha kruho-kruhová jest čtvrtého 
stupně. Vyšetřme také průsečné křivky plochy kruho-kruhové 
s rovinami (XY), (XZ), (YZ). Nejprve průsek s rovinou (XY). 
V tomto případě z = 0; pak z rovnice (3) plyne 

. [(x2 — y2) — (a2 — b2)]2 = 0. (4) 
To znamená, že plocha kruho-kruhová jest proťata rovinou 

(XY) v křivce (obr. 3), jež se rozpadá ve dvojnásobnou rovnoosou 
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hyperbolu, se středem v počátku souřadnic a o poloosách co do 
velikosti \]/a2 — 62 |. Z rovnice (4) též plyne, že průsek s rovinou 
(XY) jest hyperbola s hlavní osou v X, je-li a > 6, t . j . je-li polo
měr kružnice řídící větší než poloměr kružnice tvořící; průsek se 
rozpadá v reálné přímky x ± y = 0, t . j . v asymptoty dříve uve
dené hyperboly, je-li a = b, t . j . mají-li obě kružnice stejný polo
měr; je-li a < b (poloměr kružnice tvořící jest větší než poloměr 
kružnice řídící), jest průsek s rovinou (XY) opět hyperbola rovno-
osá, jejíž hlavní osa však splývá s osou Y. ^ 

Průsek s rovinou (XZ) pro y = 0 jsou dvě kružnice, jak patrno 
z rovnice (3), jichž rovnice jsou: 

x2 + (z ± b)2 = a2. 

Jsou to kružnice o poloměru a, jichž středy leží na ose Z ve 
vzdálenosti 6 od počátku. 

Podobně dostaneme po úpravě rovnice průseku s roviriou 
(YZ), což jsou opět dvě kružnice o rovnicích 

y2 + (z± a)2 = 62. 
Mají poloměr 6 a jejich středy leží na ose Z ve vzdálenosti a od 
počátku. 

Tyto poslední dva průseky s rovinami (XZ), (YZ) jsou též 
velmi snadno patrný z geometrického názoru. Obě dvojice kružnic 
se svými společnými tečnami pak tvoří obrys průmětu plochy 
kruho-kruhové na rov. (XZ) a (YZ). Obrys průmětu na (XY) jest 
obdélník o stranách 2a, 26. 

Podobně jako plocha kruho-kruhová vzniká také plocha vlno-
vlnová. 

Zvolme si opět v základní poloze (obr. 4) [v rovinách (XZ) 
a (YZ)] dvě základní 
sinusoidy o rovnicích: 
z2 = a sin (6 + cx), (S2) 
z1 = dsin(e + fy). (£-.) 

Obě sinusoidy ma
jí různé amplitudy a 
jsou různě posunuty 

---- vzhledem k počátku. 
Obě upravujeme vol
bou a, d; resp. 6, e. 

& Plochy válcové pro
cházející těmito křiv
kami, mají povrcho
vé přímky rovnoběžné 
s osou Y, resp. s osou 

Obr. 4. X, a mají tytéž rovni-
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ce. Rovnice plochy součtové pak zní: 
z = a sin (b + cx) + d sin (e + fy). (5) 

Geometricky vytvoříme tuto plochu posouváním jedné sinu
soidy po sinusoidě druhé. Z rovnice (5) vyplývá, že tato plocha 
jest plochou transcendentní. Průseky se základními rovinami sou
řadnic jsou: 
s rovinou y = 0 

z = a sin (b + cx) + k, 
kde & = d sin e. 

Jest patrno, že to jest křivka shodná s křivkou základní 
z = a sin (b + c#), jejíž osa však jest o k vzdálena od osy X. 

Podobně průsek s rovinou x = 0 je 
z = d sin (e + /?/) + m. 

Opět sinusoida o ose vzdálené o m od osy Y. 
Průsecná křivka s rovinou (XY) má rovnici: 

a sin (b + cx) + d sin (e + fy) = 0. 
Jest to tedy křivka transcendentní. 
Kdybychom oběma základním křivkám přisoudili stejné 

amplitudy, pak by a = d + 0 a průsecné křivky s rovinou (XY) 
by přešly v přímky, jak plyne z následujícího: 

Rovnici sin (6 + cx) + sin (e + fy) = 0 

možno upraviti na : 

2 sin -|-(6 + cx + e + /?/) . cos \(b -\- cx — e — fy) = 0; 

pak ovšem 

buďto sin \(b + cx + e + /Í/) = 0 nebo cos -̂ -(6 + cx — e — fy) = 0. 

Z první rovnice: 

<M + fy"+ 6 + e = 0; 2TT; 4TT; 6JT; . . . (6) 
To jest jedna soustava přímek, v rovině (XY) obecně polože

ných, avšak vzájemně rovnoběžných. 
Přímky druhé soustavy mají pak rovnice: 

cx — fy + b — e = 7t; 3JT; 5TT; IJZ; . . . (7) 
Tak lze různými způsoby kombinovati rozličné křivky a získati 

rozmanité plochy translační (součtové). Odvoďme si ještě rovnici 
plochy translační, jejíž základní křivky jsou trochu složitější: 

V rovině (YZ) mějme Archimedovu spirálu (obr. 5.) 

H'-4 
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kde y : r vyjadřuje úhel y' vyznačený v obrázku, r, oc jsou dané 
délky. 

Na této nové ose Y si vytkněme úsečky 0; %nr\ \nr\ 
$nr\ \nr\ atd. a jednotlivými body veďme rovnoběžky s osou Z. 

Obr. 6. 

Pak na př. bod spirály příslušný k y' = \ n promítněme rovno
běžně s osou Y na kolmici stanovenou v bodě o úsečce db -J- nr; 
podobně promítněme i ostatní body spirály. Spojením takto stano
vených bodů získáme jednu základní křivku — „tlumenou dle 
přímky". Její rovnice je 

z = Q cos y'\ 
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po dosazení za Q a y' z hořejšího dostaneme 

y 
••(>-£) cos (8) 

V rovině (XZ) sestrojme jinou křivku — ,,tlumenou dle sinu
soidy" — (viz obrázek 6). 

Sestrojme opět nejprve křivku, jejíž polární rovnice je 

<?' = P c o s £?> 
kde /?, r', jsou daná čísla. 

Pomocí ní sestrojme křivku, jejíž rovnice v pravoúhlých sou
řadnicích je 

z = Q' COS X', 

(X' = x : r'). 
Dosadíme-li sem za Q', dostaneme 

Z = B COS — T COS — . 

4r r 
Obě základní křivky mají tedy rovnice: 

z = ocll — -^-lcos-^-, 
y 2nr\ r 

z = B cos —7 cos --r-. r 4 r r 

(9) 

Obr. 7. 
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Z obou rovnic jest patrno, že obě křivky jsou souměrné podle 
osy Z. Válcové plochy proložené jmenovanými křivkami (s po
vrchovými přímkami rovnoběžnými s osou X, resp. Y) mají tytéž 
rovnice. Plocha součtová (obr. 7), vzniklá sečtením těchto dvou 
válcových ploch, má rovnici 

—{*-£) У , n x - x 
COS — + p COS — 7 COS —т-, 

r ár r 
(10) 

Průseky této plochy s rovinami souřadnic (XZ), (YZ) jsou 
opět shodné křivky s křivkami základními, posunuté pouze vzhle
dem k ose X, resp. Y. Průsečná křivka s rovinou (XY) má rovnici: 

Ą-Ł^y+ľ COS—r COS— г 

ár r 
0. 

Jest to křivka transcendentní. 
Zajímá nás také, jaká plocha vznikne posouváním paraboly 

po druhé parabole. Uvažujme současně 
oba možné případy: paraboly mají buď 
týž kladný směr os nebo opačný. 

V rovině (XZ) (obr. 8) nechť leží 
parabola P± o parametru p, v rovině 
(YZ) pak parabola P 2 (-P'2) ° para
metru i q. Rovnice těchto parabol 
budou: 

X' 

2p z = — , resp. z = 4- — . 

Plocha vzniklá posouváním jedné 
paraboly po parabole druhé má (jako 
plocha součtová dvou ploch válco
vých) rovnici 

Obr. 8. 
ÍI+IL. 22. ( П ) 

Rovnice (11) je rovnicí paraboloidu (a to eliptického při 
p . q > 0, hyperbolického při p . q < 0). Můžeme tedy o eliptickém 
i hyperbolickém paraboloidu prohlásiti, že jsou plochami trans-
lačními. 

Obrázky Ing. C J . Hořejší. Archiv JČMF. 
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