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Na základě homothetie (střed homothetie vrchol C) ovšem 
každá kružnice Jcr mající střed na symetrále a jdoucí vrcholem 
C má též vlastnost, že protíná ramena trojúhelníka v bodech 
Kr

7 Lr
7 které jsou zároveň průsečíky přímky p' kolmé k syme

trále a jdoucí bodem G'7 jenž jest průsečíkem těžnice a přímky 
s výškou rovnoběžné procházející bodem D'7 koncovým to bodem 
průměru CĎé. (Yiz obr. 2.) 

Samozřejmě totéž platí i pro jiné vrcholy. 
Vzájemného vztahu přímky p a kružnice Je lze použíti 

k sestrojení trojúhelníka, dána-li výška v7 symetrála s a těž
nice t (všechny z téhož vrcholu vycházející). Sestrojení patrno 
z obr. 1. 

Rozmanitosti. 
Podává Václav Híibner, školní rada na Král. Vinohradech. 

Eovnice hyperboly vzhledem k asymptotám jako osám sou
řadnic jest — jak známo — 

xy=T. 

Tečna Tm v bodě m(x17 yx) na hyperbole má rovnici 

Z rovnice hyperboly obdržíme: 
xdy -f- ydx = 0 

a tudíž 

pročež 

jinak 
yxx

 Jryxx — 2xiy1 = 0 . 
Úseky tečny na asymptotách (os souřadnic) jsou: 2xi7 2*/,. 
Plocha trojúhelníku omezeného tečnou a asymptotami jest 

A 2xx . 2y, 

<ţУ±— __У± 
(ЛшЛ/1 чÅ/-t 

Vl , N 

У — Уi= — zг (x — xù. 
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kde w jest úhel asymptot; protože 

ю Ъ 
ł*-ï=iг 

(a, b poloosy hyperboly), jest 

2tg cэ 
cл • & Ю " ^ 

sгn cэ = 2sгn — c0s -5- = —-
2 2 , , , o w i + ^ 2 

2аЬ _ 2aЪ 

Obr. 1. 

a proto obsah trojúhelníku 

A o 2a6 n ea 2a6 . 

Je-li bod a (#2, y2) na ose reálné, t. j . vrchol hyperboly, pak 
jest x2 = y2 a plocha trojúhelníku omezeného tečnou vrcholovou Ta 
a asymptotami 

A i = 2#2 8w w = áb} 
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tudíž A = A i a 

2xxyx sin o = 2x2 sin o), 
neboli 

x2 = xxyx 
a, 

t, j . úsečka nebo pořadnice vrcholu jest střední měřicky úměrnou 
souřadnic libovolného bodu m hyperboly vzhledem k asymptotám. 
Na základě této věty lze sestrojiti vrchol hyperboly, jsou-li 
dány asymptoty a jeden bod hyperboly. Délka poloosy hlavní: 

a = 2x2 cos --j-. 

Je-li hyperbola rovnoosá, jest o) = 90° a poloosa a = x2\J2. 
Z obrazce jest též patrno, kterak lze proměniti lib. A °M 

v trojúhelník rovnoramenný ort, který má týž úhel vrcholový 0, 
jest totiž rameno 

or = 2\jx1y1, 
kde 

op oq 
xi — "o"? V\ — ~Q~« 

V A a1>c budte těžnice aď = ta} bb' = fe, _c& = tc. 
Bodem ď vedme ďd \\bb4 a učiňme ďd = da" = \bb' i jest 
bďanV rovnoběžník; z té příčiny jest b'a" = bď = ďc. 
Spojíme-li ď s c', jest ďc'\\ac a zároveň a'c' = |-aíT; ježto 
A«&W' CS> ríďc (čřď = ~abr

i~ď~c = Yď\ < cfďc = < ab'a"), 
jest aď1 = cc'. Jsou tudíž strany 

Aaďď1 : aď = ča, a V ' = bb' = t\» aau = cc' =: t 
a jeho plocha 

A — i V(«. +tb + tc) [th + tc — ta) . (í. + ío - fe) (*. + h —tc). 

Jest známo, že oď = \oa (0 těžiště A a ( t ) C \ t u ^ ž také 

W = ^^(^ď| |^6 7),^ď = ^/ + -A-^ = ^-ab* 

3 oc 3 — 
= T'^=Tac-
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Ježto /\,aa'd, /\aa'c mají společný vrchol a', základny 
ad a ac jsou v jedné přímce, jest 

A aa'd = | A a a ' c ; 
poněvadž A aa!d = | A aa'a" = \ A ' 
a A « « ' c ' = i A « & c = iA> 
jest Í A ' = M A . 
neboli A = I A f 

:>;>ß 

Obr. 2. 

a tudíž plocha /\abc vyjádřena jeho těžnicemi: 

A = | V('a + fe + *c) (fe + «o — ^) (*. + ío — fe) (*. + fo — ío). 
Opakujeme-li dřívější konstrukci při /\aafa" a tak dále 

in inf.; obdržíme řadu trojúhelníků: 
/\aa'c + A a ^ a " + . . . in inf., 

jichž součet jest 

A + 
neboli 

4 2 ^ ^ 4 j 
3 \2 A + 

f( 1 +ł+(т)' + •••"'•> = Ä 

in inf, 

1 
2 1 - f r = 2A. 

Z /\aba\ /\aa'c plyne: 

c2 = (-~-| + ** — atacosa* 
= ( * ) ' 

+ źjä + a . řa c08 a', 
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pročež 

a obdobně 

a 2+ &*--£ = 2*'. 
«J 

Sečtouce tyto tři rovnice dostaneme 

a * + 6* + c2 = | (ti + tf + ti) 

a spojíce tuto rovnici s předešlými, vyvodíme 

a = \ VWTW^lí, 
6 = \\[2tl + 2tf — tí, 
c = fV2« +2« —íí. 

Je-li ^ poloměr kružnice vepsané trojúhelníku abc a oa, 
ot, QC poloměry kružnic trojúhelníku vně vepsaných, jest, jak 
známo. 

_ A „ _ A- _ A „ _ A 
f? = • Qа = , QЪ = 7 , Qc 

s 7 5 — a7 s — 67 s — c 

a *•*••*»•*•= , . (í _ «) (f_-6) T T ^ r = --1 

, . « . /3 . y 
= 5 a6c stn --- sw - ~ sw -*-•, 

ježto 
ct . p . y 

s^n -=-- SÍW -~- stn -£-• = 

= Wl_-___J__E_r. W(__E_____£_Í. \/(_____H__E_I 
V 6c V a . c V a6 
(8 — a) (s — b) (s — c) 

J a6c 
Dále jest 

a = g> (cotg •£- + cotg •-£-j 
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[«', /3', f jsou vnější úhly trojúhelníku], neboli 

a = Q J tg -|- + tg -|Л 

z čehož 
/3 7 

a cos -— . cos -----
?a = 

a obdobně 

c05-2-

г « У a ß 
Ъ cos -— cos-~ c cos — - cos -—-

QЪ = д , Qc 

tudíž 

cos -^- cos -^-

* « 0 r 
QaQtQc r- . aoc cos -~- cos -^- cos ---

Z rovnice 

< | = A =
 ( J V s . ( s - a ) 

s — a s — a 

plyne, že je též 

a tudíž 

pročež 

P* = 5 tg — 

/-* ľ 

f?a + Є?* + Qc — Q = 

= s(tg ţ +tg ţ + tg ±-tg ^. tgJLłgЦ 

Ježto 

l-+4+i=^ 
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jest 
. « + /? r 

, « , , 0 "*-+- C°S~2 tgT+tgT = r = - -p 
COS — C08 -—- cos -=- cos - ~ 

« 7 « Í# • 7 

* T + <*-§- + ^ - 5 - = - J. i ř 
COS ~^r- COS -~- COS - ~ 

1 i / a # - 7 \ • 7 

i + ( ^ -ý-cos " 2 — m "a"; *m lT 
« ø 7 

C0S т-r- C0S -~- C0S -~-

y sгnт 
i , r « P « + / * ! • 
1 - M C0S -g- C0S -^ C0S -j-— I 5*1 

a P 7 
cos — cos - | - C0S -—-

f i . a . 3 . y 
1 -f- sm -g- s m ~ - s&tt ~ 

= 7 * Č 7 

± a * P .i 7 i « Z3 7 
= *9-gr*9-Y tgT + sec —sec-^-sec-t-

, . a a y 
Q* + Qb + Qc—Q — s sec— sec-~-sec-~ 

Jest tedy 

a ježto 
a = 2r sin «. 6 = 2r sin /?, c = 2r sin y 

(r poloměr opsané kružnice), jest též 
a + & + c = 2r (sin a + sin P + sin y) = 8rcos-^- cos -~- cos — 

Z Z Z 
CC B y 

a r = ±ssec-^sec-~sec'jr-, 
tudíž 

Qа + QЬ + Є?c — £ = 4r, Г = 
4 

ga + g& + gc g 

7* 
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Též jest 
e*obÇc = s3tg~ tg - |- tg -L-, 

neboli frŤИ-frт-"^ 
a 
Dále jest 

— Q-

Єa?6p0 = S . Д . 

A Д « Д . « 
Qa — Q- 5 — a s s(s — a) * 2 ' 

následovn 

Qb --Q = btg -y, Qc — Q = ctg-^ 

(Qa — Q) (Qb — <>) (QC — (>) = abc tg - |- tg - |- ty -|-, 

t. j . dle předešlého 
/ N x / v obe A 
(í?a — t?) t?i — Q) {Qc — ?) = — a -

anebo 

fe* — Q) (ob — Q) (QC — Q) = ^-j-- = 4TQ 
_ 4rД» _ . . 

!?a + (tø + t?_ j 

S 

neboli 

(f-i)(t-?)(t-i)=f= . 
Upravíme-li tuto rovnici, obdržíme: 

^a(řfcOc = ř? (QaQb + Ca^c + QbQc), 

nebo též » . — = j | 1 -), 
ř? \í?a Qb Qc J 

z čehož Q = -*-***- -. 
QaQb + QaQc + QbQc 

Jsbu-li středy kružnic trojúhelníku __ vně vepsaných 01; 02, 03, 
jest plocha _\t trojúhelníku QXO2O9: 

A l = Á i («•?• + 6̂ 6 + C?c) 

^ A L1 + 2 (s — a) + 2 {s — b) + 2(5 —c)J 
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a po náležité úpravě jest 
Ai = 2rs = r (a + b + c). 

Přibližně správnou rektifikaci kružnice udává Specht 
v Crellově journale. Narýsujme pravý úhel na jedno rameno 
nanesme ab = r a na druhé rameno ac = 2r; učiňme 

cd = de = ef = -*-, 

i* 

f Є d C 

Obr. 3. 

vedme spojnice řd, &/, sestrojme ah=bd a M||J/*; pak jest 
i* zpřímený obvod, /\abh plocha kruhu daného poloměru r. 

Z obrazce jest patrno, že 
Г —x 

ad = 2 r - f - y , a/ = 2r + -^ 

tudíž 

m<=r'+(Цpf = r.(i + Щ ы=f ŸИC 
Dále jest ab : ah = af: ak a ježto aA = 6d, jest 

-r = 2.3-141591...r ãk =ШjJf J ь ^ ш • ~5"r ^ i з V ш , 
aб r 25 

AaWs-= ^ ^ = 3-141591... r 2 ; 
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z toho vidno, že výsledek jest přesný až k šestému místu de
setinnému. 

Možno poznamenati, že výraz 
_T_ i 8 v i w = í Ô OOOOOT u 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 1 
107 ^ 25 1 + 3-1415919531J 

liší se teprve na desátém desetinném místě od čísla n. 

Je-li V = f(x, y, a) = O 

rovnice libovolné křivky, a veličina, kterou sice vzhledem x a y 
za konstantní považovati možno, ale které přece různé hodnoty 
přimysliti můžeme, pak přirůstá-li a o /\a, obdržíme řadu sou-
mezných křivek, jichž průsečíky určují nám nějakou křivku, 
která jest obalující čarou všech těchto soumezných křivek. Jest 
tedy rovnice soumezné křivky 

A*,y,« + A a ) = ^ + ^ A « 
a při mezní hodnotě jest 

dV 
f (x, y, a + da) = O = V + -=— da. 

Abychom určili průsečíky obou soumezných poloh, řešíme rovnice 
V = 0 a 

v+§da=0' 
dV dV 

neboli 7 = 0, ^-da = 0, t. j . F = 0, ^ = 0. 7 da ' 7 da 
Příklady: 1. Přímka pohybuje se tak, že součet vzniklých 

úseků a} b na osách x a y jest veličina stálá Je. Rovnice 
obalující čáry? 

Rovnice dané přímky zní 

F - = A + J__1 = 0 . 
a b 

Dle podmínky jest 
a -f- b = Je, b = Je — a, 

tudíž 

- + г - * — i = o, 
a Jc — a 
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nebo 
V = (fc — a) x + ay — a (k — a) = O; 

pročež 

--— = — -r + 2/ — 7ř + 2a = 0 a a = ?•—-—. 
aa 2 

Vložíme-li tuto hodnotu do rovnice V = O, obdržíme rovnici 
obalující křivky: 

x y + £\ a? — y + # (ł-Ł=î±i) ж + s - 1 — У 

ж — У + Ь ( h _ з — y + ^ _ 0 

2 

(*-£=ťtí) = 
a po úpravě: 

(# — #)2 — 2* (a; + y) + * a = 0. 
Klademe-li: 

x — y = rj, 2(x + y)—Jc = Š, 
nabudeme rovnice tvaru 

..» = **, 
z čehož vidno, že hledaná křivka jest parabola. 

2. Daná úsečka ab = 2a bud v ose a: a půlící bod její po
čátkem soustavy. Koncovými body a, b vedme rovnoběžky 
s osou y a protínejme je libovolnou pohyblivou přímkou tak, aby 
součin pořadnic vzniklých na těchto rovnoběžkách byl stálou veli
činou = &2. Která jest obalová křivka pohybující se přímky? 

Rovnice pohybující se přímky bud y = + Ax + a (a úsek 
její na osy y), příslušně pořadnice na rovnoběžkách s osou y pak 

yx = a — a A, y2 = a + a A; 

dle podmínek jest 
2^2 = ± & 2 

(znaménko + platí; jsou-li obě pořadnice v souhlasném směru, 
a — , jsou-li v různých směrech), tudíž 

(a — aA) (a + aÁ) = ± P 

čili a2 — a2.A2 = ± i 2 

, _ V ^ + ^ 



104 

Rovnice pohybující se přímky jest tedy: 

x\Jď~+T* 
F = a— y — — = 0 a 

dV ax 

z rovnice druhé obdržíme 

ax = a\]ďr=+lč čili a*x* = a*a* — a2k* 

(zvolíme-li znaménko hořejší) a 
ah 

a = .. —. 
Va2 — # 2 

Dosadíme-li tuto hodnotu do rovnice první, dostaneme: 

a h —y - £ L = = 0 , a^k — ay\/a^—x'i-Jcx1í = 0 
Va2 — x* a V ^ 1 7 ^ 

a po náležité úpravě pak obdržíme: 

___ + __ - i 
a2 "*" A2 — 

(ellipsu), nebo 
x 
a 

(hyperbolu, zvolíme-li znaménko dolejší). 

k* 

Rovnice dvou kružnic, jejichž centrála vzata jest za osu x, 
budte 

(a, _ ay + y2 = r\ (x — a,)* + y* = r\. 
Zvolíme-li chordálu obou kružnic za osu y} pak jest 

a2 — r2 = a\ — r\. 

Dotýká-li se obou kružnic třetí kružnice, jejíž rovnice jest 

(* - «)* + iy - 0)2 = &, 
platí pro dotyk jich 

(a - a)2 + p = (R ± r)\ {a - , a,)* + /32 = (R ± r j 2 ; 

odečteme-li první rovnici od druhé, obdržíme: 

2 (a — ax) a — a2 + a\ = + 2 (r — r,) iž — r2 + r* 
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a ježto , 

jest _ 
(a — a j a = -+- (r — rx) B. 

Dotýká-li se třetí kružnice obou prvních ve smyslu opačném, 
jest 

{a _ fl)« + p = ( B + r ) . f („ _ fll). + jJ« = (JB + r,) 2 ; 

a odečteme-li obě rovnice: 
2 (a — a j a — a2 + a* = + 2 (r + r j iž — r 2 + rj, 

t. j . (a — a t) « = Hh (r + rx) iž. 
Připojme ještě čtvrtou kružnici, jejíž rovnice jest 

(*-«•)" + ( ? - A ) 1 = 2 ^ 
Pro dotyk obou prvních kružnic s oběma posledními v témže 
smyslu obdržíme: 
(a — ax) a = --P (r — r j iž, nebo (a — a j a = : -f (r -)- r,) i í 
a 
(a — aa) «j = + (r — rx) Bl} nebo (a — aj) ax = HP ('* + r 1)íř 1 # 

Pro dotyk ve smyslu opačném máme: 
(a — a±) a = + (r — rx) Jž, nebo (a — a,) a = + (r + r j B 
a, 
(a — aj) ax = ±. ( r + ri) -̂ í? n e bo (a — ax) a = + (r + r1)Bl. 
V prvním případě jest 

— = -^, t. j . a ^ - axB = O, nebo též * ' * ~ " A — 0 

«! /?! i í iřj 
a ve druhém: 

— = — --5-, t. j . aBx + axB = O, nebo též 1 „— = 0. 
«ř1 II! XI + Jlj 

Odtud plyne: Dotýkají-li se dvou kružnic jiné dvě kruž
nice bud v témže nebo opačném smyslu, leží v prvním případě 
vnější, ve druhém vnitřní bod podobnosti obou posledních kružnic 
na chordále obou prvních kružnic. 

Jiná vyplývající poučka: 
Dotýkají-li se dvou kružnic tři jiné kružnice stejným 

anebo protivným způsobem, pak sjednocuje se v prvním případě 
vnější, ve druhém vnitřní bod podobnosti prvních dvou kružnic 
s chordálou tří posledních kružnic. 
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Budiž ab průměr opsané koule pravidelnému tělesu. 

ac — cb\=r a ad — -~r r. Vztyčme v c a d kolmice ce, cřf 

i jest: af = sé (hrana pravidelného čtyřstěnu), bf = sG (hrana 
krychle), 6e = 88 (hrana pravidelného osmistěnu). 

Z obrazce jest patrno, že 
8r2 

a/2 = ab . aă = 2r (ac + cd) = 2r (r + -^-) = ~ = s2, 

t. j . 

Dále jest 

neboli 

2V2 4 

6/2 = ab . Ьd = 2r . J^ = ^ - = s2, 

_ «.Vз 

s2 + s2 = 4r2. 

be2 = 2r . r = 2r2 = s2 a r _ *,V-' 
— 2 * 

Daný kruh rozděliti na n stejných dílů tak, aby se obvod 
každého dílu rovnal obvodu daného kruhu. 

Rozdělme^průměr daného kruhu_na nestejných dílů, na př. 
na tři ab = bc = cd a opišme nad ab} ac dole a nad Td, ~čď 
nahoře polokruhy, tím vznikne 6 ploch, ze kterých jsou dvě 
a dvě shodné: I ^ I, II ^ II, III a ž DX 
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Je-li poloměr daného kruhu r, jest: 

18 plocha I = -y n í-g-j 

TT— Ji- ( 2 V ffr2 — 3 f f r 2 

» U — 2 n \ 3 r j 18 ~~ 18 ' 

-r2 1 / 2 \» 

2—T*\T r j = 
III 

,» бят^ 
18 ' 

tudíž plocha 

a plocha 

I + Ш = 

Obr. 5. 

яr2 , Ьяr2 яrг 

18 18 

H + II = 2 . - 3 ^ = - ^ - = I + III. 

Obvod plochy I + III = ~ + nr -\—^- = 2str. 

, , II + I I = 2 ( f : + - 2 f) = 2«r. 
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Budiž ab strana pravidelného pětiúhelníku; sestrojme 
ag _L ab, (ag = ab), rozpukne ab (ah = hb)y opišme z bodu 
h oblouk gl a z bodů a, b oblouky poloměry ab, bl, které se 
protínají ve vrcholech df f pravidelného pětiúhelníku abfde. 

Obr. 6. 

Tato konstrukce zakládá se^na vlastnosti pravidelného 
pětiú^níku^ Dvě úhlopříčky af bd protínají se tak; že větší 
úsek cd = cf jest = ab a zároveň střední měřicky úměrnou 
mezi celou úhlopříčkou a menším úsekem bc, act t. j . 

bd : cdz=.cd : bc 
nebo 

bd : ab = ab : bc. 

т^ľ 
tudíž 

anebo 

Z obrazce jest patrno: 

W-^=^, 

ježto bl = ab + a/, jest al menší úsek úhlopříčky ftř = bd. 
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