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Kofen jest tudiZ racionalni; druhy jest
— (88888 — 6H432) = — 23456.
Pr. 3. z* -+ BbHH =z = — 7405926
— 7405926 : (5555 + ) — — 3333

3000

-+ 7665000 2555

6000

269074 : o651
1335 445
9 3
3657 :1045
3225 3
3324 :1105
3324 3
0
Druhy koten jest — (5555 — 3333) — — 2222.
Mohou se tedy kofeny rovnic druhého stupné vypocitati
tkonem, ktery se tplné podobd odmochiovéini ¢isel. A podobné
moznd urciti realni kofeny rovnic stupné tietfho, o ¢emz pozdéji.

List Descartiiv.

Podéva

August KolaFik.

V theorii ktivek vy§sich stupiid, jak ji moderni analytickd
i synthetickd theorie zbudovala, maji zvlastni dtleZitost kiivky
raciondlnf ¢ili unicursdlni. Jsou to ony kiivky, jichz bodd sou-
fadnice @, y daji vyjadfiti co raciondlni funkce jediné proménné
(parametr).
Tak na pt. dvé rovnice
r=a-}tau
y=>b-+Bu
vyjadiuji nejjednodussi kfivku raciondlni — p¥imku. Nebof vy-
loucenim parametru » jde z rovnic téch
¢, a—x —0.
ﬁa b —Y

Casop. mathem, : 8
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Pro raciondlné ktivky ttetitho stupné jest obecny tvar funkef
(/1 a f2) tento

_ a4 bu’+ cu+d, _ w4 b ut cutd,

— el fbuPteutd ' VT awldFbuwfoutd’
na zéklad¢ kterjchz rovnic prof. Dr. Weyr v IIL roéniku ,Ca-
sopisu pro péstovani mathematiky a fysiky“ obsirné o racional-
nych kiivkdch tiettho stupné pojednavad a vlastnosti jich obecné
vyvinuje.

Z obecnych téchto vlastnosti nejdilezitéjsi jest ona,*) Ze
»kazda raciondlnd kiivka 3. stupné md bod dvojny“, na zdkladé
které chceme vyvinouti rovnici kiivek takovych v soustavé Des-
cartesove.

Obecna rovnice kiivek 3. stupné jest

F (v, y) = Aa? 4 Ba*y | Cey? + Dy* Bu? 4 Fay+ Gy?
+He A Iy+KE=0, )
z nfZz patrno, Ze kiivka stupné 3. urcena jest 9ti body, poné-
vadZ rovnice (1) obsahuje 9 neodvislych koefficientd.

Podminka, by pocatek soustavy soutadnic byl bod dvojny,

jest
OF OF

— 0 _— 0 J— skk
K=0, [*o==0, [ —=0%

¢ili
/° 8Ax* + 9By + Cy? + 2Ex 4 Fy + H=0
/° Bx® + 2Cxy + 3Dy* 4 Fr 4 2Gy + J =0,
z tehoz jde

' J=0, H=0.

Dle toho jest rovnice kfivky tietitho stupné, kterd v -po-
¢atku soutadnic md bod dvojny,

Ax® 4+ Bz’ + Cxy® + Dy® 4 Ex®+ Fey 4 Gy* =0,
ktera se jeSté zjednodu$Si, polozime-li podminku, aby osy X a
Y byly -zdroven tecnami v bodu dvojném.

Abychom totiZ obdrZeli prisek osy X s kiivkou, polozme
y =0, tu pak
Ax® 4 Ez* = 0 ¢ili 2% (dz+ E) =0.

*) Viz Casopis roénik IIL str. 29.
*¥) Studnicka, Zaklad. vySSi math. str. 181, dil L.
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Rovnice tato mé tii koteny, totiz O a O (bod dvojny) a—-—f .

Ma4-li i tento tfeti byti roven nulle, musi £ =0 a jelikoZ i osa

Y mé byti téZ tecnou ku k¥ivce, tu podobné G =0. Za téchto

podminek jest rovnice raciondlné kiivky ttetiho stupné

Ax?® 4 Bx?y -+ Cxy® 4 Dy* -+ Fay =0. 3

Onen zvlastni druh, pii némz 4 = D, B= C=0, slove

pak listem Descartovim a lze tedy rovnici jeho psiti ve tvaru
@? +y® — Baxy = 0%) 4

§. 2. Rozliéné tvary rovnice listu Cartesiova.

Rovnice (4) lze uziti k stanoveni rovnice poldrné této
kiivky. PoloZime-li totiZ x =1 cos @, y — rsin ¢, obdriime
- 3 (cos3 ¢ +sin3p) — Bar?cosg singp =0
¢ili .

__ Bacosg sing
T cosdpf-sinte ®)
Uvéazime-li, Ze cos® ¢ - sin® ¢ = (cos ¢ -} sin¢) (1—sin @ cos @),
a 7e cosgp | sing = V1 -+ sin2¢, lze té% rovmici (5) psiti:
. — : 3a sin 2¢ . ‘ ©6)
(2 — sin 2¢ V1 + sin2¢

V nékterych ptipadech vyhodnéjsi jest uZiti rovnice k osdm

0 45° otocenym. Tu obdrzime, polozime-li

%— (®—y) V2 za =, —;—(w’«l—y’)\f? coozay.
Po kritké redukci dostaneme
le (mlz + 3yl‘2) V‘2 R 3a (ml2__yl2) — 0’ (7)
z Geho# ndsleduje rovnice polirnd, je-li v — ¢ — _Z_
rV 2cos P (142sin? ) — 3a cos 2¢ =0,
aneb jelikoz 1 2sin®¢ = 2 — cos 2y

_ 3a cos 21
"= V2cos (2 —cos2wp) ®)

*) René Des Cartes (nar. r. 1596, zemiel 1650) uvddi ve svém listu
Mersennovi co priklad proti Fermatové theorii teCen kfivku uréitou,
po ném ,listem Descartesovym® (folium de Descartes) zvanym. Viz:
sRenati Des Cartes Epistolae omnes. Frankofurti a. M. 1692. P. IIL
epist. 49.“

8*
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Vyjéddiime-li konecné soufadnice co funkce urcitého para-

metru », polozme u bodu krivky —%» =u.

Z rovnice (4) — délime-li ji na a® — ndsleduje

14 u®— 3 au =0,
z Cehoy
_ 3au _ 3au?
w_—i—:*__—z‘—:r, a.tedyy_l—_—{_?,. (9)
Jelikoz r = Va?>Fy? bude
Sau | ——

§. 3. Rozbor rovnic predeslych.

Z §. 1. nasleduji bezprostfedné véty tyto: v
- @) ,List Cartesifiv jest raciondlnd kiivka stupné 3. s realnym

bodem dvojnym.“

B) ,Teiny ve dvojném bodu tomto stoji k sobé kolmo.*

Befeme-li tecny tyto.za osy X a Y, lze dle rovnice (5)
fici, Ze pro uréité ¢ obdrizime uréité », tudiz na kazdém papr-
sku jdoucim pocitkem soustavy je jediny uréity bod kfivky.

Parametr toho bodu jest nez % cili ¢ g.

Jako kaZdd kiivka stupné tfettho musi miti tato kiivka
aspon jeden bod realny ubézny.
Z rovnice (6) jde, Ze r se stane oo, je-li
_ 1--sin 29 =0,
tedy pro
9 =— Wk

 Lze tedy fici:
7) ,Cartesiliv list mé jeden realny bod ubéZny na piimce,
kterd 135° s kladnym X svird.”
Z rovnice (7) jde, Ze pro kazdé «' obdriime dvé stejné
toliko znamenim se lisici hodnoty za y’ — proto
d) ,Pifmka pilici thel te¢en ve dvojném bodu listu Carte-
siova délf kiivku ve dvé soumérné Casti.“*)

*) To nésleduje i z rovnice (8), nebot“pror—}— P i pro— je totéz r.
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Tazeme-li se po vrcholech kiivky nasi vzhledem k X neb
X', obdrzime pro vrchol vzhledem k X (x, y,), CasteCnym
differencovdnim dle = rovnice (4)
3wy? — 3ay, =0
a tedy -
3 3
a}l - a Vé—, yl = CI/VI.
Vrchol vzhledem k X’ obdrifme, differencujeme-li rovnici (7)
Bz, 2+ 3y, V2—6awx,' =0 ¢ili y,°=ax,'V2—u2,%
coZ do rovnice (7) jsouc dosazeno  davé
x4+ 6x,*a— 32,V 2—3ax,? 4 3ax,’ V2—38ax* =0
odkudz ,
e =) 6=V
y'= Va, (ayV2—a’).
K vySetrovani bodd Ize vyhodné uziti jich parametr, které
jsou tg g. Z rovnice (9) obdrzime pro
- u=0....2= 0...y=0... q

z'==4a

u=1 m—ﬁg 1——?5% a
=l.e=5..y=5.. 0
9a® 3a
aa, =V 2. i = V2
3a

(1} 0
Uo ... = T —=0,y= 13a =0 ...0.
{ - 2 —
; u+u u2+1

Z rovnice (10) poznivime, Ze roste-li w od 1 do o, ubyva

r od %z V2 k nulle; — roste-li ale » od O do 1, roste téz »

od 0 do —323 V2. Dle toho miZeme si uciniti pojem o Casti

kiivky v kvadrantu prvém, ku které mél Descartes zfetel, g
kterd se obycejné klickou nazjva:

Pokraluje-li v od —» do — 1, roste » od 0 do o, pro
w od —1 k O ubyvd » 0od o k O.

"Z rovnice (9) jde vSak zdroven, Ze x i y zdroveh nega-
tivné byti nemohou — tudiZ kiivka naSe nemd realnych body
v kvadrantu tietim.
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§. 4. Se¢na listu Cartesiova.

Kazdd pifmka protind list Cartesiiiv, co kiivku stupné
tretiho, ve tiech bodech. Z téchto mohou byti bud vSechny redlné
- aneb 1 realny a 2 pomysiné. Mezi parametry takovych t¥i bodi
panuje velmi jednoduchd relace. Dr. Weyr odvodil ji obecné
pro raciondlné krivky stupné tfetiho (viz ,Sitzungsberichte der
konigl. bohm. Gesellschaft der Wissenschaften 1870) a ukézal,
jak z relace té vychdz{ mnoho zajimavych vét. My ucinfme to
vzhledem k naSemu piipadu.

Je-li Az 4 By} 1= 0= P rovnice primky kiivku pro-
tfnajici, obdrZime parametry bodd prisecnych, poloZice za = a
y hodnoty z rovhic (9). Bude tu

34 ua 3a Bu®
P T T T1=0
¢ili u®+3aBu?+ 34au+1=0.

Jsou-li u,, u,, u, koFeny této rovnice, bude tu

U + Uyt uy = — 3a B, uyuy + Uy us +u3uy = 3a 4,
a konecné

Uy Uy Uy == — 1, (15)
coZ jest hlavni relace od polohy pfimky neodvisla. Jest to nutna
a dostacujici podminka, by t¥i body listu Cartesiova na jedné
piimce lezely a vysloviti lze ji téz takto:

sProtneme-li list Cartesiiv piimkou, jest vidy

W9 tgPtg ey = —1 Cili 14199, 99, tgp, = 0.

Z rovnice u, - u, -+ u, = — 3a B nésleduje, ze pro B =0
jest uy +u, +u, =0, coZ interpretovino ve smyslu geome-
trickém zni:

»Kazdd piimka rovnobeznd s osou y protind list Descar-
testiv ve tiech bodech tak, Ze tg @, 429 @, + tg 9, = 0O Cili soucet
jich parametri nulle se rovni.“

Jedi B= -, bude v, 4, f-u=—1 a tedy

tg 9y + 199, + tg g =g Py 19 Py 19 3,
kterdZ stejnina ma platnost, je-li

P+t =1%

*) Viz: Jandecka, Trigonometrie str. 20.
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Avsak B jest rovno 5,1; pro vSechny pfimky prochdzejici

bodem ve vzdalenosti — 3¢ na ose y poloZenym a lze tedy Fici:
,Kazdd bodem ve vzddlenosti — 3e¢ na ose y leZicim
bodem prochdzejici pfimka protind list Cartesiiv ve tfech bodech
tak, Ze soucet @hli prislusnych provodici jest 180°.“
Polozime-li v rovnici (15) w; = 1, majice na zieteli bod
a na z‘, protind kazda tim bodem vedena primka list ve dvou
bodech a, a,, jichZ parametry vyhovuji relaci
w o, = —1 ¢ili @, — o, =7

2

,Kazdd tedy bodem @ na ' prochizejici piimka protina
list Descartiv ve dvou bodech a piimky SpOJUJICl body tyto
s bodem dvojnym stoji na sobé kolmo.“

7 toho jde, Ze je-li klicka sestrojena, lze pak snadno z ni
nekoneénou ¢dst kiivky odvoditi.

Prochazi-li takovd piimka sefnd zdarovein bod ve vzdaile-
nosti —3a na ose y, bude

3
‘P1+‘P2:'T
b4
Py — ¢y — 2
tedy
7 13%.4
0’1:?, %:'—8‘

Rovnice pifmky, kterd dvéma urcitymi body listu Carte-
siova prochdzi, ma tvar ‘
oy — J2 .’/1 Yo — ¥
n—Y = [ (E—=), kde A2
jest smérnief o a rovnd se, Jsou~h u, a u, parametry bodd p¥i-
sluSnych

3 au,? Sau,*
_ 1Fw® T 1Ry’
— Bau, 3au, '

L4u®  1-+u?

z ¢ehoZ po redukei jde
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uy Ay — o, ? oy’

1 —uy uy (uy - u,)

a tudiz nahradfme-li «, a %, p¥isluSnymi funkcemi %, obdriime
& (b —u 0, ) — [ —uy uy (uy-u,)] — Bau u, = 0 (11)
co rovnici pfimky hledané.

Jednoduché hodnoty nabyva e, je-li u, +u, =0. Takové
dva body, jichZ parametry pouze znamenim se li§f, nazjvejme
sdruzenymi. Rovnice pifmky takovymi sdruZenymi body proché-
zejicf (kde u, = — u,) jde z rovnice (11)

Eut—n+3au?=0. (12)

Smérnice takové pi{mky ¢ = »?, tedy

tg 0 =1tg*¢. (obr. 1. tabulky)

Kazdd p¥imka dvéma sdruZenymibody prochazejici protind
list v urcitém#jesté bodu a, jehoZ parametr ” vyhovuje pod-
mince

c =

w?u' =1, tedy v = %2—
¢ili
tg 9" = cotg*q
Piimky spojujicf body sdruZené listu Cartesiova obaluji
urcitou kfivku. K stanoveni této netieba nez rovnici (12) diffe-
rencovati dle » a z obou rovnic » vylouciti.
Differencovanim obdrzime

4Eu+6au =0 tedy u2:-—-i2a§—,
coZ vloZime-li do rovnice (12) ddvd
3a \?
in=(—5-) (13)

hledanou rovnici ktivky obalové. Rovnice tato jest rovnici hy-
perboly a tedy: ,Primky spojujici body sdruZené listu Descar-
tesova obaluji rovnoramenou hyperbolu, jejiz asymptoty jsou
te¢nami v bodu dvojném listu.® —

Predpoklddejme, Ze kfivku nasi dvé ptimky P a P’ pro-
tinaji v bodech a,, a,, @; a a’, a,’, a,’.

Dle rovnice (15) bude

Uy ty = — 1, w ' w,’ uy = — 1. (@)
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Spojime-li tyto po dvou, protind piimka a,a,‘ k¥ivku v bodu
4 g — v v ’
a”y, piimka a,a’, v a“, a konené a,a’, v bodu a”, . Lze doké-
zatl, Ze i a*, a“, a ay na piimce P lexi.
Nebot jsou-li w*;, u”;, w”,, parametry bodu a“, a*, a“,,
bude -
Uy uuty = — 1, uy wlyuy = — 1, wyuyuly =—1. ()
Znasobime-li rovnice B, obdrzime
wy 'y wy L Uy Wy L U uly uy = — 1
a vzhledem k rovnicim (@):
u'y 'y u’y = — 1, coz jest ditkazem, Ze body w’, w/, u’,
na primce lezi. (Dokondent.)

Nékteré véty geometrie polohy v planimetrii
a geometrii deskriptivni.
Podava
F. Machovee.

Pokusim se co mozni jednoduse dokdzati nékteré véty
geom. polohy vzhledem ku kiivkim II stupné nejprvé o kruznici
a ty pak uzitim zdkon@ promitini zevSeobecnim.

Zptsobu toho uzito sice jiz k dikazu mmohych vét geo-
metrie polohy, jak patrno ku p¥. ze slovniku Kliiglova v ¢lanku
,viereck®, kde vyvinuty jsou véty o Ctyrdhelnicich vepsanych
a opsanych a dle Laplace véta Pascalova, neZ nejsou vysledky
tam obdrZené vseobecné, nybrz platici jen pro jisté polohy
Gtvartt v nich se vyskytujicich.

1.) V ¢tyrdhelnfku vepsaném ktivee II stupné jsou Ctyry
body urceny protilehlymi stranami a teCnami v protilehljch
vrcholech na jediné piimce. KruZnici vepsany rovnobéznik miize
byti jen pravothelnik, neb dle vlastnosti rovnobéznikd musf byti
protilehlé Ghly stejné a v Etyrahelnicich vepsanych kruznici vy-
plhovati se do dvou pravych.

Je-li kruZnici vepsan pravouhelnik abcd, urcuji protilehlé
strany jeho dva body primky hekoneéné vzdilené, ponévadz
dale uhlopfiény toho pravotihelnika jsou priméry kruZnice neb
dhly obvodové nad nimi jsou pravé, jsou i tecny v protilehlych
vrcholech stejnosmérné a urcuji tedy téZ dva body piimky ne-
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