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Dva vzorce pro krychlový obsah čtyřstěnu. 

(Podává G. Blažek.) 

Mezi vzdáleností dvou přímek v prostoru a rozměry čtyř
stěnu panuje zajímavá souvislost, již lze, jak následuje, zcela 
všeobecně dokázati. 

Budtež 
x — #] y — í/, z —- kx  

a b c 
ř - l i _ V-Vt _ É-Éi _ „ ( 1 ) 

— — — 1 — — — - * 
rovnice dvou přímek P a 77, z nichž první, vedená bodem 
Ct (*ii yn *i)i uzavírá s osami pravoúhlé soustavy úhly, jichž 
kosinusy jsou a. ft, <?, druhá, obsahující bod J^ fgj, ij,- gj), 
tvoří s osami úhly kosinusů «, 0, y. Jak známo, jsou tedy 
v těchto rovnicích objevující se veličiny vázány rovnicemi 

a*J£b2 + e* = l, 

(x - x,y + (y - yj* + (* - O2 = r2, (2) 
tt-W+Cfl-íi^ + tt-ř,)^^ 

a jest dále 
a« -|- 6/J -(- cy = cosg?, - (3) 

znamená-li o; úhel přímek P a 71. 
Nejkratší mezi P a 77 vedená přímka stojí kolmo na obou 

přímkách; má-li tedy s první bod (#, y, z), s druhou bod (|, 77, £) 
společný, panují výminečné rovnice 

a(x-£) + b(y-rI)-\-c(z-Z)=0, 
<*(x-š) + P(y~y)-hy(* — Z) = 0; 

vřadíme-li do nich za rozdíly souřadnic z (1) plynoucí hodnoty 
x — I =_ x1 — | x + ar — ap, 
y-n = yi — Vi + tr — p9t (4) 
* — C = * i — ř i + w — w , 

obdržíme, majíce zřetel k rovnicím (2) a (3), 
«(*i — fi) + *(yi — %) + c (*i — W + r — ,oc05<p = 0, 
a (% — Či) + Z' (jfi — %) + y (*i — ?i) + r C05 q) — p = 0, 
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a z těchto rovnic pak 
r sin2 cp = (xv — iv) (a cos cp — a) -J- (y1 — rjv) (/J cos cp — b) + 

+ (*i — f i) (y™5 ? — c\ 
Q sin2 cp = (xv — | j) (« — a c08 <p) (yv — ^x) (/.? — b cos cp) -f-

+ (*i— Ci)(y — cc0sg>). 
Položíme-li konečně hodnoty veličin r a e do rovnic (4), 

najdeme 
I * i — l i , <*, H 

•v — ч •f 
iУi— Чi. S, č 
*i — £n «i У л 

6j> — Cj9 ca — ay aP — ba sin2 cp sin cp ' 
v čemž znamená B hledanou nejkratší vzdálenost přímek P a 77. 

Je-li dále přímka P vedena bodem druhým C2 (x2, y2, z2), 
přímka 77 bodem T2 (|2, J?2, g2), a položíriie-li vzdálenost 
C ^ = ru rxr2 = px, pak jest 

#1 ^2 ž/l ž/2 #, — ~, 
'11 

Ь-ft. = Pi. 
li — h __ Vx—n<i 

Vřadíme-li konečně z těchto rovnic plynoucí hodnoty veličin 
a, 6, c, a, j8, y do předcházejícího determinantu a nazveme-li 
z/ krychlový obsah tetraědru C^r^T^ pak najdeme snadno 

#1 bil #1 # 2 , § x § 2 

yi — Vu yi — y 2 í *?i — % r^TJsmgp zz 
? i — €n - í — «2i 5i — §2 

= 6.4. 

Krychlový obsah čtyřstěnu dá se tedy vyjádřiti šestým 
dílem součinu dvou hran protilehlých se sinusem sklonu jejich 
a nejkratší vzdáleností obou. 

Poučku tuto, již dávno známou, dokázal analytickým spů-^ 
sobem Grunert*\ ovšem na základě zvláštní polohy soustavy 
souřadnic, čímž vzorce se stanou kratšími avšak nesouměrnými. 
V novější době zanášel se se stejným předmětem Gůnťher**\ 
jenž na konci pojednání svého uvádí důkaz poučky, pocházející 
od prof. Kleina, jak tvrdí nejkratší. 

*) Grunert „Analytischer Beweis eines bekannten Satzes vom Inhalte 
des Tetraeders." Grunerťs Archiv, T. 45, p. 67. 

*) Gunther „Einfacher Beweis eines SatzeB vom Tetraederinhalte.tt 

Grunerťs Archiv, T. 56- p. 25. 
18 
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Poslední tuto vlastnost bych však přisoudil následujícímu 
důkazu elementárnímu. 

Čtyřstěn CxC2rxr2 (obr. 31) dá se vždy doplniti na troj-
boký hranol CxC2Czrxr2rz, jehož třetím dílem jest, sestrojí-li 
se CxCz#rxr2, r2rz#CxC2, a utvoří-li se rovnoběžník 
o2czrxrz. 

Výška hranolu jest zároveň vzdáleností hran CXC2& rxr2, 
tedy B, úhel CZCXC2 úhlem přímek CXC2 a rxr2, tedy gr, 
z těchto příčin máme 
4 — -K- B. CXC2CZ = -=- B. CXC2. Ĉ Cg 8iw qp z= — .Er^ siw 9. 

Mimochodem budiž poukázáno k tomu, že podobný názor 
vede k jednoduchému vyjádření krychlového obsahu čtyřstěnu 
pomocí nejkratších vzdáleností/J^, B2, Bz hran protilehlých 
a úhlů Ax, A%, Az, jež tyto mezi sebou uzavírají. 

Neboť každý čtyřstěn CxC2rxr2 (obr. 32) lze také vyobra
ziti co šestý díl rovnoběžnostěnu CxCzC2C^rxr4r2rz, jehož ro
viny rovnoběžné mají vzdálenosti Bx, JŠ2, Bz a tvoří mezi sebou 
úhly At, A2, Az\ zcela elementární poučky sférické trigono
metrie vedou nás k výsledku, že položí-li se 

2S = Ál+A2 + Az, 

ff= *j- (1 — cos*Ax — cbs2A2 — cos2Az — 2cosAx cosA2 cosAz) 

= — cos JS cos (S — Ax) cos (S — A2) cos (S — J43), 
obsah krychlový rovnoběžnostěnu jest 

QJ _ BXB2B3 

2VW 
Z toho plynoucí vzorec 

4 = BXB2BZ 

12 VIT 

řeší tedy svrchu naznačený úkol. 
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