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kiivky C,, pak zahrnuje bod w," téZ body w,", u;” a viecky
tfi tyto body nalezaji se s tietimi priseky w,’, u,’, u,* kiivky
C, a piimek P,, P,, P, na téZ kuZelosecce; t. j. jinymi slovy:
kuZelosecka prochizejici body u,, u,, u, a dotjkajici se kfivky
C, v bodé »,“, ma v bodé tom s kiivkou C; styk trojbodovy:

O symbolech analytické geometrie a jich

upotiebeni.
(Pise K. Zahradnik.)

(Dokunéent.)

UpotFebeni.

16. Md se uréits podminka, vedle kieré tri body ma stra-
ndch trojihelniku le#i na primce.
BudiZ a,a,a, dany trojihelnik, na jehoZ stranich a,ay, a,a,
a,a, zvoleny posloupné body b,, by, b,. Jsou-li Uy =0, U, =0,
U, =0 rovnice jeho vrchold a,, a,, a@;, budou rovnice bodd &
jeZ obecné B oznaliti chceme
B=U,—4 U,=0,
B,=U,—4, U, =0,
B, =U,—1%, U,=0.

Znésobime-li druhou rovnici 4,, tietf 2, 4, a secteme-li je
obdrzime
(1—2444)U0,=0=DB,+4 B, +24,4, By,
tudiz dle ¢l. (8) tteba, by a
Aydg Ay =1,

aneb prejdeme-li ku geometrickému vyznamu koefficientu 2

(€l. b.), obdrzime (obr. 20).
ayb,. a3 b,. a, b,
az by . a,b,. a, b,

]

=1,

relaci to, vyjadiujici ndm vétu Menelaovw: Rozdeluji-li tri body
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by, by by strany a,a,, a,a,, a,a, daného trojuhelntku a,a,a,,
tak Ze soudiny dsekit nesbihajicich se rovnaji, ledi také _body‘
na primce. ¥) .

Z uvedené podminecne rovnice plyne, 7e rovnd-li se 4, =
A, =—1, tud; =1 byti musf t. j. piimka, jez SpOJUJe stredy
dvou stran, je rovnobéZna ku strand tieti.

17. Rovnice takych tfi bodd &,, b,, b, jsou obecné na-
sledujfcfho tvaru (obr. 21.)

B,=4, U, —4, U,=0,

B, =20U0,—1, U, =0,

B,=, U, —4, U, =0, : :
neb soudet jejich rovnd se identicky nulle. Sestrojme na kazdé
strané trojihelniku boddm b: body harmonicky sdruZené %
rovnice jejich budou (€. 10.)

B,=4U,+24 U,=0

B, =3U,+4U,=0

By, =3U,+4 U, =0
a tu patrno, Ze jest .

B, —B,+B,=0
By, — B3+ B, =0
By — B4+ B; =0
coZ nam podava vétu tuto:
Protneme-li strany daného trojihelniku a,a,a, primkou P
v bodech by, by, by a sestrojime-li ku dvéma bodim prisednym
- na pr. by, by jejich harmonicky sdrufené body by, by vzhledem
k vrcholim troyukelmku leZi tyto body s tretim pmseczkem b,
na primee.
Spojme nynf bod &% s vrcholem ar. beovolu)" bod -této -
pHmky vyjadfiti m@Zeme rovnic{ -
.B e — Wz Uk = 0,
uvaZujice pifmku proloZenou body ax, &% co fadu bodovou
(@l 4.). Koefficient u jest parametrem bodu proménného této

fady. Urcité hodnoté za w; piislusf urdity bod této fady a tudlz -

patrno, Ze bod-¢, Jehoi rovnice jest
této fadé pﬁslusf neb jej obdrzxme za, hodnotu " = — lk, kd

*) Dr. Ed. & Em. Weyr: ,Zékladové vy ge"ometrie“. (Ziva)' pe. 25.
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k=1,2, 3. Patrno tudiZ, Ze piimky a,b,’, a,b’,, a,b’; bodem ¢
prochdzejf, jelikoZ bod tento jest spoleénym, povaiujeme-li je
za fady bodové a klademe-li B = — & (x=1, 2. 3). I mdme
‘tudiz véta

,Protneme-li pFickou strany trojihelniku a,a,a, v bodech
by, by, by a sestrojime-li &k bodim témto vzhledem k vrcholim
trojiihelniku body harmonicky sdrusené b'y, V'), by, tu prochdzi
primky spojujict body tyto s protilehlymi vrcholy trojuhelnika,
bodem jedingm.*)

- PfihliZime-li ku obrazci, tu snadné nahlfdneme, Ze tuto -
-vétu vyjadriti mizeme téZ ndsledovné:

Protneme-li strany trojihelnfka libovolnou prfckou a se-
strojime-li k jednomu priseéiku na pf. b, harmonicky bod sdru-
Zeny b, vzhledem k vrcholéim trojihelnika @, a@;, tu prochdzi
pifmka a,b'y, jez bod tento s protilehlym vrcholem spojuje,
bodem, v némZ se primky, spojujici ostatni dva préseky b&,, b,
- pticky  se - stranami trojihelniku s protilehlymi vrcholi a,, as,
protinaji. -

18. Harmonické vlastnosti skupeni étyrbodového plynou
cele ze .¢l. 17.; neb piihliZzime-li mfsto k trojihelniku a,a,a,
k étyrdhelniku a,a,b%5;, budou body a,, b,, ¢ priseky diagonal
tedy body diagonlnjmi a tu ihned dokdzati miZeme, Ze pifmky
spojujici jeden bod diagondlny s ostatnfmi a s rohy étyrthel- .
-niku, protinaj{ strany ctyrdhelniku v bodech harmonickych. Na
pt. probihaji diagonilngm bodem ¢ paprsky fa,, fas, tby, tb‘;
a tyto protinaji stranu a,a, v bodech a,, a,, by, ;. Rovnice
téchto bodd jsou dle predchézejictho Elanku

U,=0,4 U,—2, U,,

U,=0,4 0,410,

Tvar téchto rovnic poddvi ndm soucasné dikaz véty uve-
dené. Na zdkladé této véty miZeme snadné k danym tiem

*) Viz Hesse: Vorlesungen pg. 60., kdet tyto dvé véty jsou uvedeny a
dokézéiny. Dikaz, jejz zde podé.vé.m, jest v podstaté tyZ, jako p. Hes-
se-ho, aviak kratif a prehlednéjsi. Bod v obrazci zna¢im malym pfs-
menem na pf. bx, rovnici jeho pHslusnym pfsmenem velikym tudiz Bz
vyjma rovnice bodd zikladnjch, pro néZ pravidlem pismena U upo-
trebuji s priponou bodu.
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bodéim téZe pfimky nalézti bod harmonicky sdruzeny. Konstrukce
vysvitd z pohledu na. obr. 21. Jsou-li diny na pi. té body
@y, a,, b, na piimce P, tu prolozime dvéma body na pf. a;, a,
libovolné dvé piimky, protinajici se v bodé a,. Z bodu b, vedme
piicku @, ta protind p¥fmky a,a,, a,a, v bodech &%, b, spo-
jime-li bod @, prisekem piimek a,b’,, ayd’, totiz bodem £,
obdrizfme na P harmonicky bod sdruZeny b/, k bodu b, vzhle-
dem k bodéim a,, @, (obr. 22).

19. Tézisko trojuhelniku a,a,a,. Prejde-li piimka P v ptimku
tibéZnou (nekoneéné vzdalenou), nabudou rovnice bodd b,, b,, b,,
(6L 17 ) tvar (obr. 23) '

B, =U,—U; =0,
B,=U, — U, =0,
B,=U,—U,=0,
neb tb&Znému bodu pFislus{ parametr =1 (¢l. 5). Rovnice
bodd harmonicky sdruZenych &, b‘,, b, budou
B, = U2+U3:0,
By, =U,+ U, =0,
By=U,+ U, =0.

I vysvitd, Ze jsou to rovnice stfedii stran trojihelnika da-
ného a bod ¢ stivd se v tomto pifpadé téZiskem trojihelniku
a,a,a, tudiZ jeho rovnice ¥)

I=0,+U0,+U,=0.

20. Prasek vysek. BudteZ c,, ¢,y ¢; paty kolmic z vrcholé
trojdhelnfku a,a,a,; na protilehlé strany spusténych. Rovnice
bodu ¢, bude tvaru (obr. 4.)

C,=U0,—4U0,=0.

Jelikoz jest (obr. 4.) .

1= B G _cota, _ tga,
37 aye, T cota, —  tga

k)

*) Znacl-li Uk = uxk -+ vyr -1, bude U,4+U0,+U,=u(z, +2,+2,)+
~+ v (Y, +Y,+¥s) + 3; délenim tfemi pfejde tato rovnice ve tvar nor-

_ mélnf asice ] -I-x,—}—xa }My‘ +g/,+y3 +41=0, z &ehoZ patrno,

ie soufadnice rovnobézné t8Zisté E, 7 jsou

) g_wl+x2+mw y1+yz+yw
3 ! :
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bude rovnice bodu c,
C,=tga, U, +1tga, U,=0.
Podobné plynou rovnice bodi ¢, ¢,
C,=tga, U,+tga, Uy =0
C,=tga, Uy+tga, U =0.
Libovolny bod na kolmici axc (% =1, 2, 3) vyjddiiti md-
Zeme rovnicf

01.; — W U.=0.
Méni-li se u;, méni se poloha bodu a za uréitou hodnotu
parametru w; — — ?¢g a; obdrZime rovnici uréitého bodu na

piimce azc: a sice
Co+tgar U, =0

Klademe-li za & posloupné 1, 2, 3, nemén{ se rovnice tohoto

bodu totiz
M=tga, U, +tga, U, +tga, U; =0,

z ¢ehoZ plyne, Ze bod m jest spolecny bod vysek azc. (k =1, 2, 3).

21. Stred kruhuw v trojiuhelnik wvepsaného. Vrcholem a,
daného trojibelniku vedme piimku rozpolujicf ihel p¥i vrcholu a,.
Primka tato protini stranu protilehlou a,a;, v bodé d,, jehoz
rovnice bude tvaru (obr. 23.) '

D, =U,—1%, U, =0.

Jak Castéji jiz zminéno, jest 4, pomér, ve kterém ndm

déli bod d, délku strany a,a, totiz (Gl 5.)
L= d &% singg
! a, d, s, —  sima,’
Vlozime-li hodnotu tuto za 4, do rovnice hotej§f, obdriime
D =s,U,~+s U, =0

co rovnici bodu d;. Podobné obdriime rovnice bodu d, a d,
cyklickou zdménou pifpon. Libovolny bod na piimce azd: urden
jest tudiz rovnici

Za wr — — s, obdriime rovnici uréitého bodu
.Dk + Sr Uk = O,

a jelikoZ rovnice tato se neméni, at jiz k=1, 2, 3, poloZime,
vysvitd, Ze bod tento pi{fmkim a,d,, a.,d,, a,d, soucasné pri-
slusi, t. j. pifmky tyto protinaji se v jediném hodé I v stiedu
to kruhu trojihelnfku vepsaného a rovnice tohoto bodu jest
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L=s, U, —}—32 U, +s; U*=0,
aneb, ponévadZ jest sy =2rsima; (k =1, 2, 3), téz
L =sina, U, -} sina, U, —{-sma3 U, =0.
Pozndmka. Kruhﬁ v trojihelnik vepsanych (totiz takych
kruhii, jez by se dotykaly stran daného trojihelnfku) mime
¢tvero. Zminény bod ! jest stfed kruhu trojihelniku uvnit¥
vepsaného, ostatnf tfi jsou opsdny zevné. Rozpolovaci pifmky
vidy dva zevnéj§i thly a jeden thel vnitin{ prochdzi stiedem
takého kruhu. *) OznalmeZ stfed kruhu, jehoZ bod styku se
stranou a, a, uvnité délky a,a, lez, I, ; podobné ,, 7,. Rovnice
stfedu ,, I,, 7; jsou posloupné
L=sU,~+sU0,—s U, =0
L,=s,U;+s U, —s, U, =0}
Ly=s5U,+sU,—sU;=0
Rovnice tyto snadné se daji odvoditi, neb oznaéime-li
prisek p¥imky, pilicf zevnéj$i tdhel trojihelniku pii a,, s pro-
tilehlou stranou a,a, pismenem d,, tu patrno, Ze body a,, a,,
dy, d'y ,]sou harmonické, Ze totiz '
(ay @3 dy @) =—1,
neb paprsky rozpolujicf Ghel vnitfn{ a zevnitin{ dvou piimek
tvoif s témito pf{imkami harmonicky svazek a dle ¢l. 15. protini
kazdy svazek harmonicky- libovolnou p¥fmku v bodech harmo-
nickych. Je-li tedy rovnice bodu d,
D=5, U,+5 U; =0
bodu rovnice bodu d’,
D\ =s,U,—s, U; =0,
a podobné pro d’, a d.
Rovnice bodu na p¥imce a,d’ jest
Dy —w U, =0,
podobné jsou
Dy —u, U, =0
DYy —u, U; =0
rovnice bod na pimkéch a,d’,, a,d’.
Za @, =—8,, ly=—5,, iy =—S; tedy zkritka za yk_-—-sk,
obdrZ{me
L=s U+ U —sU; =0,

*) Zprava 1. pg. 83. 1870.
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rovnice to bodu priisecného piimek a,d,, a,d’,, a;d; aneb lépe
fedeno spole¢ného bodu fad bodovych, jichZ spojnice (nosic) -
jsou pravé pi¥fmky zminéné. Cyklickou zdménou ptipon obdrZime
uvedené jiz rovnice ostatnich dvou stfedd. Zjevno, Ze

L +L,—2s,U; =0

L, + Ly —25, U, =0

L,+L,—2s,U,=0
t. j. ptimky spojujici dva sttedy na pt. Z,, I, kruhl trojihelniku
zevné vepsanych prochdzi vrcholem trojihelniku a;, leZi totiz
body !,, %, a; na piimce.

Rovnici bodu ! téZ psati miZeme ndsledovné

L=sina, U, + sina, U, + sina, U, =0
ponévadz strany trojihelnfku imérné jsou sinustim dhld proti-
lehlych. Podobné arci i rovmice bodu /,, 7,, /; bychom psati
mohli. ¥) ’

22, Primky spojujict st¥edy protilehlyjch stran v daném
Ctyrihelndlu uplném probihaji tymé bodem.

BudiZ a,a,a,a, dany ctyrihelnik, protilehlé strany jsou
gy 30,5 G105, (0,5 G0, a0, Stiedy prvého pdru jsou
by, by, druhého ¢,, c,, tiettho d,, d,. Rovnice zdkladnich bodi
a; bude Ur=0, tudiZ jsou (obr. 5.)

B=U,+U,=0
B,=U,+U,=0
rovnice bodd &, a b,, a podobné.

C,=U,+U,=0
C,= U, + U, =0
D,=1U,+U,=0
D,=U,+U,=0

rovnice bodit ¢ a d. Rovnice pifmek b,0,, ¢,,, d,d, uvizenjch

co fady bodové jsou:

B, —4B,=0
C,—uC, =0
D, —vD, =0,

*) Body ¢, m, ! nazyvdme vyznamnymi neb znamenitjmi body trojihel-
niku a,a,a,. K témto pfidruzuje se téZ stied kruhu trojihelniku
opsaného. Piislusf jim totiZ zvl4stni vlastnosti; leZi viichni na téie
pifmce, jsout harmonickymi body atd. Vlastnosti tyto daji se velmi
jednoduse odvoditi pomocf soufadnic homogenich, a tudiZ pone-
chivdme si odvozenf pro dobu budouci.
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kdeZ 4, g, v jsou proménné parametry (¢l 4.) Urditym hodno-
tdm téchto parametrd prislusi urcité body a rovni-li se A=y
= v =—1, obdrZfme rovnice stredu délek d,b,, ¢,c,, d,d,. Za-
vedeme-li tuto do posledm’ch rovnic, obdrzime
8=B,+B,=C,-+C,=D,+D,=U,4+U,+U,+ U, =0,
z CehoZ plyne, Ze bod s jest spolecnym sttedem délek 0,b,,
¢, ¢y, dyd,, jehoZ rovnobéiné soufadnice jsou

=" +a A tr Y + %Y+

- 4 Y= 1 ;
shleddvame tudiZ bod s co stied stfednich vzddlenost! bod& .

23. Ddny budtes dtyri pFimky, vidy e ¢ mich tvoFs troj-
tihelnik a priseky vySek téchto &tyr trojihelniki lesi na primee.

Dané piimky budtez P,, P,, P,, P, (obr. 6.), kteréz tvoii
trojihelntky P, P,P,, P,P,P, P,P,P,, P,P,P, aneb oznaéi-
me-li tyto trojihelniky body priseénymi danych piimek, a,a,a,
a,b,by, b,0,b,, b,b,a,; priseky vysek téchto trojihelnfkil budtez

e N e e

posloupné m,, m,, m,, m,, tangenty Ghldt a,a,a;, a;b,a,, a,b,b,
—_——
a,a,0;, a,0,0,, oznameZ Feckym pismenem s pifponou vrchole
thlu p¥fslusného. Body a,, a,, a; pojmeme za zékladni a ozna-
¢ime rovnice jejich, jak oby&ejné, pismenami U,, U,, U, rovnice
pak ostatnich bodd présecoych b,, bﬁ, b, jez téie pifmce P,
prislusn, pismeny B,, B,, B;, tu mdme dle ¢l 20.

M,=a U +a U,+a, U3_0

My=a, U,~+8, B,+B; B

M, =p, B, —a, Uz"l‘ﬁzB =

M, =p,B,—§, B,~+a; U; =0.

Mohli bychom rovnice bodd & vyjddiiti symboly bodi za-
kladnich (¢l. 17.). ‘aviak neni toho ani tieba; z tvaru rovnic
jiz vysvitd, Ze nisledkem rovnice Ctyrté algebraicky soucet ostat-
nich tif 1dentlcky se rovnd nulle t. j. body b, b2, by, b,
lezi na piimce.
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