
Časopis pro pěstování mathematiky a fysiky

Vilém Jung
Několik analytických studií o plochách mimosměrek (zborcených). [III.]

Časopis pro pěstování mathematiky a fysiky, Vol. 18 (1889), No. 2, 63--68

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/123284

Terms of use:
© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1889

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/123284
http://project.dml.cz


63 

odstavci chybu přičísti, a místo čísla takto stanoveného t. j . 
31,00625759 vzíti číslo 31,00626, bychom byli jisti, že toto jest 
bud! nadbytkem nebo nedostatkem na 0,000001 přesně stanovenou 
třetí mocností čísla TC. ' 

Poznámka. Kdyby chyba, již opět předem stanoviti lze, 
byla > než 1000 desítimilionin, musili bychom psáti jednotky 
prvého násobitele pod příslušného násobence tak, aby vyšly 
jednotky řádu 10000 < než jest žádaný. 

Několik analytických studií o plochách mimo
smerek (zborcených). 

Podává, 

Vilém Jung, 
s. professor přt statni prflinysloYé škole v Brně. 

(Pokračování.) 

5. Na plochách mimosmerek 2-ho shtpnS vyskytují se dve 
soustavy povrchových přímek. Přímky téže soustavy jsou vespolek 
mmosměmy, kdežto přímky různých soustav se protínají. 

Plocha mimosmerek 2-ho stupně jest dána rovnicemi: 
A + ffi = 0 ] 
a - H b ^ O j ' W 

A = A-a + A2y-f A32-f- A4, 
B = B1a J+B22/ + B3Z + E 4 , 
a^a^-jr a2y -f a 3 z + a4 > 
&=:&,# + b2y + b2z -f b4 . 

A*, Bit, a*, bk jsou konstanty, t proměnný parametr. 
Vyloučením parametru t ze soustavy (I) plyne rovnice 

ohledně cc, y, z 2-ho stupně, totiž 
A B 
a b ~U> 

jakožto rovnice plochy mimosmerek 2-ho stupně. 
Znamenáme-li 

I A* B.I 
« Ä ЪІ 

Qkiì 

zní tato rovnice ve tvaru rozvinutém: 
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Qll*2 + ?22-yS + ?33-2 + 0?12 + ?2l) *y + (?23 + Psí) #-
+ ( ? u + eu) - * + ( ? i 4 + p 4 i ) * + (?24 + P42) y 
4-(?34 + ?43)-"f P44 = 0-

K téže rovnici dospějeme také vyloučením parametru t 
ze soustavy rovnic 

neboť obdržíme 

A + гa = 0\ 
B + г ò = O J ' Щ ; 

A a\ 
B b\ 

Soustava rovnic (I) představuje nám jednu soustavu přímek, 
n » (H) „ , druhou „ „ . 

Libovolná přímka (r) soustavy (II) protíná veškeré přímky 
soustavy (I). 

Z (I) plyne totiž krátkou přeměnou 
A + tB-\-Ta-{-Ttb = 0, (III) 

t. j . rovnice roviny, v níž se nalézá přímka (ť) soustavy (I). 
Podobně z (II) plyne 

A + ra -f íB + ír6 — 0, (IIP) 
t. j . rovnice, v níž se nalézá přímka (r) soustavy (II). 

Avšak (III) = 1(IIP), následkem čehož jsou přímky (ť) a (r) 
různých soustav v téže rovině a protínají se. 

Rovnice tečné roviny v bodě (cc, #, z) přímky (t) dle přede
šlého zní: 

A + ťB, B(xyz) 
a -f- tb, b (xyz) 

t . j . 

Tato rovnice jest totožná s (III) pro 
r _ _ Bjxyz) 

b (xyz) ' 
Hledajíce průsečík (x, y, z) přímek (í) a (t), obdržíme 

_ A+«B 

avšak průsečík ten leží na přímce (<)» proto 
A-f íB = 0 
o -j- tb = 0, 

= 0, 
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jest tedy 
d(k + tB) 

dt B (xyz) 
d(a-\-tb) b (xyz) * 

ďt 
Jest tedy průsečík těchto přímek totožný s dotyčným bodem. 
Z toho plyne: Libovolné dvě přímky různých soustav na 

ploše mimosměrek 2-ho stupně stanoví tečnou rovinu, dotýka
jící se plochy v jejich průsečíku. 

6. Řídící plocha kuželová, příslušná ploše mimosměrek. 
Mysleme si ke každé přímce (ť) plochy mimosměrek rovno

běžnou přímku (ť) počátkem souřadnic, čímž obdržíme její ří
dící plochu kuželovou. Tato bude určena rovnicemi 

A = Ol 
a = O j ' 

znamená-li nyní 
A = A,.r + A2y + Aas-
a = axx-\-a2y + a3z. 

Stanovme dle předešlého tečnou rovinu ku řídící ploše 
kuželové v bodě (cc, y, z) přímky (ť) a obdržíme: 

^-Z+Z¥%am=o-
Ježto ale 

A1aj + A2y + A32! = 0, 

musí patrně 
k\x + A',y + A'3s _ 27 ± (k\k2a3) 
a\x + a\y + a\z 27 ± (a\k2az)

 # 

Jest tedy tato tečná rovina, stanovená ku řídící ploše 
kuželové dle přímky (ť), rovnoběžné s přímkou (ť) plochy mimo
směrek, rovnoběžná dle odstavce 3. tohoto pojednání s rovinou 
asymptotickou, příslušnou přímce (t) plochy mimosměrek. 

Platí tedy věty: 
a) Každé přímce T plochy mimosměrek přísluší rovnoběžná 

přímka V řídící plochy kuželové. 
b) Asymptotická rovina, příslušná přímce T plochy mimo

směrek, jest rovnoběžná s tečnou rovinou, stanovenou dle přímky T 
ku řídící ploše kuželové. 

5 
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7. Tečná přímka ku plose. Tečná rovina. Inflekční tečny. 
Oskulační hyperboloid. 

Plocha mimosměrek jest dána rovnicemi 
A = Oi 
a = 0 / ' 

dále znamenejž: 
A » _ A « * + A«y + A«. + A« 

lA. — AKyjZ.), obecně 1A<*>.= A<*>(.t:1y.8.). 
Aby jistá přímka protínala povrchovou přímku (ť + A), 

musí býti v rovině, jejíž rovnicí jest: 
A(t-\-h)-\-(ia(t + h) = 0. (I) 

Aby obsahovala bod (x1, yl, z.), musí 
1A(ť + A) + řt

1a(í + A)_0. (II) 
Vyloučením [t plyne: 

A(ř + A), a(ť + A) 
^ ( í + A), !a(ť + A) = 0 , 

čili 
A + AA' + | І A " + | І A ' " + ..., 

» A + A . A ' + | І A " + ^ 1 A ' " + ..., 

a + Aa' + | î a " + | l a ' " + . 

» a + A V + | ! v ' + | i ' « ' " + . 
= 0 . (III) 

Má-lťbod (xLi yx,zx) býti na přímce (í), musí *A zr O, 'a = O, 
tak že možno podmínku (III) rozvedením a krácením veli
činou h psáti 

0 = 

+ Ał 

A, a 

A', V + A 
I 

A, 
___ 
21 

»A' _ я ' " A , 3 , a 

A , a' 

»A' _»/.// A , 2 ! a 

A' , 

+ 
2! 

+ 
—>A" -— гn" 
2 ! A ' 2 ! 

A', a 

^A", V 

+ 
— A" л 

3! A ' a 

\ + ... (IV) 
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Podmínku, aby jistá přímka, obsahujíc bod xu ynzx přímky 
(t), protínala soumeznou přímku (t + dt\ obdržíme ze (IV), po-
ložíme-li limA = cfa, t. j . 

A, 
гA', 

= 0, (V) 

což jest rovnicí tečné roviny v bodě xu yu zt přímky (t). 
Takových přímek, jež mají dva soumezné body s plochou 

společné, jest nesčíslné množství, a všechny jsou v jedné rovině, 
která se zove tečnou rovinou plochy. 

Aby přímka, obsahujíc bod (xuyu %) přímky (*), pronikala 
první, jakož i druhou její soumeznou přímku, aby měla tedy 
tri soumezné body s plochou společné (jedna z hlavních čili 
inflekčních tečen), musí se především vyhověti podmínce (V), 
a potom podmínce, kterou obdržíme ze (IV), když do ní pod
mínku (V) zavedeme, a zkrátivše veličinou A, položíme lim h = dU 

Jest tedy jedna z inflekčních tečen určena rovnicemi 
A , a 
*A', V : 0 , (V) 

A , ď 
+ = 0 ; (VI) 

druhou inflekční tečnou jest povrchová přímka (í), určena rov
nicemi A = 0, a = 0. 

Každému bodu povrchové přímky (t) přísluší mimo tuto 
přímku ještě jedna určitá inflekční tečna plochy a souhrn těchto 
tvoří plochu mimosměrek 2*ho stupně, tak zvaný oskulační hy
perboloid. 

Vyloučíme-li totiž z rovnic (V) a (VI) pomocí *A = 0, 
Ja = 0 veličiny yu zu zbývá v oněch rovnicích veličina xx jako 
parametr lineárně obsažena, tak že jeho vyloučením plyne rov
nice 2-ho stupně, jakožto rovnice hledané plochy. 

8. Dotyčná křivka plochy kuželové, opsané plose mimo-
smérek z bodu (X, Y, Z), mimo ni se nalézajícího. 

Rovnice tečné roviny v bodě (#, y, z) přímky (t) na ploše 
mimosměrek, určené rovnicemi 

A = O, 
a = O, 

6* 

(I) 
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zní 
A(|i?e), M{xyz) 
a(S^S) 5 ď(xyz) 

Poněvadž má tečná rovina obsahovati bod (X, Y, Z), musí 
jeho souřadnice vyhověti rovnici (II), t. j . 

A(XYZ), k'(xyz) 
a(XTZ), ď(xyz) 

= 0. 

= 0. 

(II) 

(III) 

Znamenáme-li 
At A; 
at a. = C-»Jfcij 

můžeme (III) psáti ve formě: 
(con X + o)21 Y + w3l Z + GJ41) x 

+ (<»12 X + <a22 Y + OJ32 Z + G>42) y 
+ K s X + GJ23 Y + 0333 Z + C343) Z 
+ (CO14X + C»2 4Y + G ) 3 4 Z + O 4 4 ) = 0 . (IV) 

Dále patrno,.že platí 
A1aJ + A2i/ + A 3 2 + A 4 = 0 1 (V) 
a1 x + a2 2/ + a3 z + a4 = 0. (VI) 

Rovnice (IV), (V), (VI) jsou ohledně cc, y, z linearnými, a 
lze z nich snadno tyto hodnoty jakožto funkce parametru (t) 
stanoviti. 

Tak že jsou 
x = gp (t) 

y = * ( 0 
s = * ( * ) 

rovnicemi dotyčné křivky, vyjádřené pomocí parametru (t). 
Jest-li bod (X, Y, Z) úběžným, odvodíme snadno ze (IV) 

příslušnou podmínku, dělíme-li (IV) veličinou Z = co a nahra-
X Y díme-li -«-, y příslušnými hodnotami. 

(PokracoY&ni.) 
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