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ČASOPIS PRO PĚSTOVÁNÍ MATEMATIKY A FYSIKY 

ČÁST MATEMATICKÁ 

Über eine Formel für numerische Berechnung 
der bestimmten Integrale. 

G. N. Watson, Birmingham. 

(Eingegangen am 22. Juli 1935.) 

I. Vor zwanzig Jahren hat Herr Professor K. Petr in seiner 
Abhandlung unter dem Titel: 0 jedne formuli pro vypoöet uröit^ch 
integralü1) die folgende Formel zur numerischen Berechnung eines 
bestimmten Integrals ohne Beweis angegeben: 

b 

ff(x) dx = \h [f(a) + f(b)] + AJi* [/'(«) -f'(b)] + 
+ Akh*+* [/(*)(«) + ( - 1)*/<*)(&)] + . . . 
+ An-^ [/<«-!)(«) + ( - l)«-1 f(«-V(b)] + Rn, 

wobei 
h = b — a, 

A In — k\ 1 
A2h 

ln — k\ *-1 = l * ) 2 (4» — 2 ) 6 (in — 6) . . . (ák — 2) (4» — ék+2)' 
A2k 

k — 1\ 1 In — k— 1\ 1  
\ k /2 (4w —2) 6 (án — 6)...(4& — 2) (án — ák+2) (ák + 2) 

;—l)"(ra!)«fe2"-
(2%)! (2n + 1) 

Ä » = tJvOLл iм fl2nШ а<S<b, 

ist. 
Es ist zu bemerken, daß in der Originalabhandlung des Herrn 

Petr das, Zeichen (—l)n im Restglied infolge eines Schreib- &äm 
Druckfehlers fehlt. 

Um die Wichtigkeit der Petrschen Entwicklung darzutun' 
beobachten wir, daß das Restglied gleich 0(A2»+1) ist, während das 

!) Öasopis, 44 (1915), 454—455. 
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letzte Glied der vorangehenden Reihe hn enthält; die Glieder, die 
Än+!, . . ., A2» enthalten, fehlen. 

Ganz neulich hat Herr J. Gebauer2) verschiedene ähnliche 
Formeln untersucht. In der Gebauerschen Abhandlung hat der 
Verfasser einige Transformationen unendlicher Taylorreihen be
nutzt. Folglich hat er annehmen müssen, daß die Funktion f(x) 
im Intervall von a bis b mit Einschluß der Endpunkte3) alle Diffe
rentialquotienten f'(x), /"(#)> . . . besitzt. Ebenso hat er als ausge
macht angenommen, daß die Entwicklung 

/

*, oo (% Q\m 

f(t)dt = Z—ml-fim-1Ka) 
m=l 

a 
im Intervall von a bis b mit Einschluß der Endpunkte gültig ist. 

Für die Gültigkeit der Petrschen Entwicklung ist nicht 
notwendig, daß die Differentialquotienten f(2n+^(x), f(2n+2)(x), . . . 
existieren. Ferner ist es noch nicht bewiesen worden, daß die Ge-
bauersche Reihe und das Petrsche Restglied äquivalent sind. Aus 
diesem Grunde habe ich mich entschieden, notwendige und hin
reichende Bedingungen für die Gültigkeit der Petrschen Ent
wicklung zu untersuchen. Daher gebe ich in dieser Abhandlung 
zwei Erforschungen4) dieser Entwicklung an. 

II. Ich schreibe die Entwicklung in der Form: 
F(b) — F(a) = 2 AjcW+^F^+^a) + (— l)*,F<*+i>(6)] + Rn, 

wobei 
h = h—a, 

A (2n — k—l)\n\ . 
« (k+ 1)1 (n — k— 1)\ (2n)V 

_ (-l)n(n\)*h2n+^ a<£<b 
Un~- (2n)\(2n+l)\ * >W> a < E < b 

ist. Ist f(x) ein Differentialquotient, dessen Integral F(x) ist, so 
kommt die Petrsche Entwicklung heraus. Es ist merkwürdig, daß 
man die Petrschen Werte der Koeffizienten A2jc~i, A^ im einfachen 
obenerwähnten Ausdrucke zusammenfassen kann. Um diese Ver
bindung zu beweisen, beobachten wir, daß 

1 . 3 . 5 . . . ( 2 m - l ) = J ^ V v ' 2m. m! 

*) Casopis, 68 (1934), 152—166. 
B) Im Anschluß an G. Kowalewski und H. Hahn bezeichne ich mit 

(a, 6) das Intervall ohne die Endpunkte, mit [a, 6] das Intervall einschließlich 
der Endpunkte. 

*) Herr Petr hat mir mitgeteilt, daß meine Beweise und der seinige 
Verschieden sind. 



ist. Folglich haben wir 

1 ln — k\ 

\ * ) 2 (4n — 2) 6 (4n — 6) . . . (ák — 2) (án — 4k + 2) 
(n — k)\ \ .3 . . .(2n — 2k—\) 

k\ (n — 2k)\ 2™ ' 1 . 3 . . . (2k — 1) . 1 . 3 . . . (2n — 1) 
_ (n — k)\ (2n—2k)\2k.k\2n.n\_ 
~ k\ (n — 2k)\2™ ' (2k)\ (2n)\ 2n~k . (n — k)\ ~ 

_ (2n~2k)\n\ _ 
~ (2k)\(n — 2k)\(2n)\ ~ 2*_ 1 

nach der neuen Definition von A^. Ebenso haben wir 

k— 1 ln — k—\\ 

\ k 1 
1 

2 (án — 2) 6 (án — 6) . . . (ák — 2) (án — ák + 2) (ák + 2) 
(n — k—\)\ 1 . 3 . . . (2n — 2k — 1) 

k\ (n — 2k—\)\ 22*+! ' 1 . 3 . . . (2k + 1) . 1 . 3 . . . (2n— \)~ 
__ (n — k— \)\ (2n — 2k)\ 2k+l . (k + \)\ 2n . n\ _ 
~ k\ (n — 2k~\)\ 22k+1 ' (2k + 2)\ (2n)\ 2n~k .(n — k)\ ~ 

_ (2n—2k—\)\n\ _ 
" (2k + \)\ (n — 2k — \)\ (2n)\ ~ 21c' 

Bei meinem ersten Beweis der Petrschen Entwicklung be
nütze ich partielle Integration in Verbindung mit dem ersten Mittel
wertsatz der Integralrechnung; beim zweiten Beweis benutze ich 
einen Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Folglich sind die 
Bedingungen, den F(x) unterworfen ist, etwas schwächer beim 
zweiten Beweis als beim ersten Beweis. 

I I I . Nun zum ersten Beweis der Petrschen Entwicklung! Wir 
setzen noch zur Abkürzung 

tn(\—t)n_®(t). 
Also, ergibt sich durch partielle Integration 

I 

/ • 

ҺF'(a + Ы)-^jß-dt = 

2n-l Г d2»—*—Щ(t) T " 1 

= § (- ц ^ ҷ dt**-*-i Fik+1)(a + ^Jt_ + 
_ 1 

+ **»+- / Ф(t) F&n+Щa + ht) dt. 



Für die Gültigkeit dieser Formel5) ist hinreichend, daß F'(x), 
F"(x). . ., F^n+l\x) im abgeschlossenen Intervall [a, b] existieren 
und daß F<2n\x) das Integral von F(2n+ V(x) ist.6) Wenn die Funktio
nen F'(x), F"(x), . . ., F(2n+l\x) die obigen Voraussetzungen er
füllen, so ist F&n)(x) das Integral von Fi2n+^{x); daher ist F(2n\x) 
eine beschränkte Funktion.7) Daher ist _F<2»—!)(#) das Integral von 
F<2n)(x)\ usw.s) Bekanntlich ist die Integrierbarkeit von F&n+l)(x), 
F(2n\x), . . ., F'(x) eine hinreichende Bedingung für die Gültigkeit 
der obigen partiellen Integrationen. 

Jetzt vereinfachen wir die rechte Seite der obigen Formel. 
Es ist leicht zu erkennen, daß 

1 1 

J ,ыж yл, | ,vv, д — V A У • \*ivГ. 1 , 

0 0 

= ( - IГ • (2n)\ [F(b)--F(a)} 

ist. Wir bemerken zunächsl -J, daß 

1 ^2n—k- -Щ(t) -ì 
(2n — k—l)\[ dt2n~k~ 

gleich dem Koeffizienten von t2n~k~1 im Ausdrucke 

y 7 _ iy» (n\ tn+m 

£o \m! 
ist. Ist k = n, n + 1, . . ., 2?i — 1, so ist dieser Koeffizient gleich 
Null. Ist k = 0, 1, . . ., n — 1, so ist der:Koeffizient gleich 

(_l)n^^l n \ __ , (2n)l Ah 
1 } \n — k—l}~{ } (2n — k—l)r 

Ebenso mit t = 1 — u haben wir 
1 T d 2 » - * - 1 ^ ) ] _ (— l ) * * 1 M2n-Ä.-10(^)-. 

(2n — k—l)\[ dt2n~k-^ \t=i-(2n — k— 1)![ du2n-k-1 \u=s0 

= 0, k = n, n -f- 1, . • •, 2n — 1, 

- ( x ) ( 2 n _ f c _ i ) ! ' * - U > l , - - - > " *• 

Also erhält man 
5) Vgl. E . W. Hobson, The Theory of Functions of a real Variable, 

1 (1921), § 420. Die Integrate sind im Lebesgueschen Sinne gemeint. 

•) D. h. F^n\x)~F^2n\a) = /F<2n+1>(*)d*. 
a 

7) Hobson, a. a. O., § 404. 
8) Hobson, a. a. O., § 410. 



F(b) — F(a) = V ^ A * ^ 1 [.F<*+i>(a) + (— l ^ i ^ + ^ b ) ] + ižn, 

wobei 
i 

җ = 
(— l)nh2n+ľ 

/ V (1 — í)* _*(-*+->(д + hť) åt 
(2n)\ 

b 
ist. 

I s t F&n+l\x) im Interval l [a, b] stetig, so besagt der erste 
Mittelwertsatz der Integralrechnung, daß 

I 
( l )n^2n + l 

Rn~ (2n)\ 
-F(2n+V(ê) ľtn(l—t)ndt 

( - 1 ) ^ ! ) * ^ 
(2n)\(2n+ l)\ K*}' ^ * ^ 

ist.9) Damit ist der erste Beweis der Petrschen Entwicklung voll
endet. 

Beiläufig zeigen wir, daß wir ziemlich viele Ausdrücke des 
Restgliedes aus dem Mittelwertsatz erhalten können. Z, B. sei 
0 ^ / M _ J w , 0 <Lv <Ln; dann haben wir 

I 

Rn =-_ \ ±JL 0* (1 — 9Y F(2n+V(a + 0h) l tn~» (1 — t)n~vdt 
\^n)! 

" (1 — Y F&n+ D(a + h) 1t*-* (1 — t)n~ 

_ ( - i ^ n ^+l)JH(n--,+ l ) J ^ _ 0 ) ^ ( 2 » ! 1 ^ + 1 ) 
(2n)!.T(2rc —/* — v + 2 ) v ' . 

__ (— 1)* r(n — ju + 1) r(n — v+ 1) fe^-^-y+i 
~~ (2n)\ T(2n — ja — v + 2) 

. ( | — ay (b — £)" J?<2»+1>(f), a < $ < b. 

Allgemeiner sei der Differentialquotient \p'(t) eine in [0, 1] ste
tige nichtverschwindende Funktion, dessen Integral y>{t) ist. Dann ist 

( _ - y . p - + i • K»-+»>{« + oft) 
• n ~ (2«)! • ^ ( 1 ^ • W'(&) 

(~! ) nr+ 1-^(i-0)"-y ( 1 )rnT ( Q )^"^>(«-j-^), o<o<i . 
(ZW)! y (C7) . 

IV. Ich gründe den zweiten Beweis der Petrschen Entwicklung 

i 

fV'(í)ăt = 

*) Hobson, a. a. O., §421. 



auf dem Cauchyschen erweiterten Mittelwertsatz der Differential
rechnung, nämlich: 

Sind die Funktionen x(x)>V(x) ^n [0> 1] stetig und in (0, 1) 
differenzierbar, so gibt es mindestens einen Wert 0 (0 < 0 < 1), 
so daß 

{%(!) - Z(0)> V'(0) = iv(i) - w(0)} x'(®) 
ist.10) ' 

Setzen wir voraus, daß die Funktionen F(x), F'(x), . . ., F&n)(x) 
in [a, b] stetig sind und daß die Funktion F(2w+ -)(#) in (a9 b) existiert. 
Ferner sei 

y>'(t) 4= 0, 0 < t < 1. 
Setzen wir zunächst 

X(t) EE F(a + ht) 0(2n)(t) — h F'(a + ht) 0V»-V(t) + . . . • 
4- ( _ i)*+i fc*+i #(*+i)(a -f A$) 0(2n-Ä-i)(^) + _ m 

+ A2* Jf(W (a + A*) 0(0, 
so daß 
%'(t) = Ä2w+1 _F<2»+l)(a + AZ) 0 ( 0 == A2n+1 j-(2n+l)( a + ^ ) **(_ — £)n 

ist. Unter diesen Voraussetzungen sind die Bedingungen des 
Cauchyschen Mittelwertsatzes erfüllt. 

Ferner haben wir 

X(i)-X(0) _ m _ F { a ) _ 
(— 1)" . (2»)! 

— Hy Akhh+l [_ (*+D(o) + (— 1)* _ <4+1>(6)]. 

Mit Hilfe dieser letzten Gleichungen gewinnt man aus dem 
Cauchyschen Mittelwertsatz: 

F(b) — F(a) = ny Akh
k+l [_ <*+->(a) + (— 1)*_ <*+->(6)] + 

+ ^ £ F - • ̂  - *>" • '^^f1 ̂ +-<»+*». 
0 < < 9 < 1. 

V. Zum Schluß entnimmt man sehr leicht mit Hilfe meiner 
Form des Restgliedes einige Darstellungen des Restgliedes als 
unendliche Reihen. Z. B. aus der Taylorreihe erhält man 

ІŽ Я = 

i 
(—l)»A2 n+* r • hmtm 

(2n)ì 
õ 

+ 1 Ґ <o Imm 
__ / í«(l — í)» 2 — j - ^ < * " + 1 +*>(<*) dí 

J wi—0 

w ) Hobson, a. a, O., § 263. 



~ (2n)l ^ - 0 m ! ( 2 » + l + w)! w ' 

was die Gebauersche Formel (25) ist.11) 
Ferner ist 

0 

_(-l)nnUl2n+i . (n + m)l**» F,^^Ja + b\ 
£02

2™.m\(2n+l + 2m)\ \ 2 / 

Ich glaube, dal 
ist 

(2n)\ 

Ich glaube, daß diese symmetrische Reihe bisher unbekannt 

Für die Gültigkeit dieser Darstellungen des Restgliedes ist 
notwendig und hinreichend, daß die Funktion FW+^a + ht) im 
Intervall 0 < t < 1 nach Potenzen von t bzw. t — -J- entwickelbar 
ist und daß die integrierten Reihen konvergieren. 

* 

O jednom vzorci pro numerický výpočet určitých integrálů. 
(Obsah p ř e d e š l é h o č l á n k u ) . 

Předmětem této práce je důkaz vzorce 
n—1 

F(b) — F(a) = £A*hk+1 [FW>(a) + (— 1)* Jí(*+D(6)] + Bm 
fc=0 

kdež h = b — a, 
__ (2n — k— 1)1 n\ 

( * + l)!(n —Jfe —1)!(2»)P 

:. 

(2n)\ 
Bn = i— ILJ t / Í» (i _ tf !•(-"+D(o + Aí) dť, 

0 

kterýžto vzorec jest nepodstatnou modifikací vzorce, jejž v tomto 
časopise bez důkazu otiskl K. Petr.1) 

Můj důkaz spočívá na 2n-násobné částečné integraci uvede
ného výrazu pro Bn. Petrův tvar se potom obdrží použitím první 
věty o střední hodnotě integrálního počtu. 

Tento článek obsahuje také důkaz, v němž metody integrál
ního počtu jsou nahrazeny metodami počtu diferenciálního. Tento 
druhý důkaz má tu výhodu, že se při něm požadují od funkce 
F(x) podmínky poněkud méně omezující než při prvním důkazu, 

n ) Gebauer, a. a. O., S. 156. 
i) Časopis 44 (1915), 454—455, 
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