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'CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CAST MATEMATICKA

Uber eine Formel fiir numerische Berechnung
der bestimmten Integrale.
G. N. Watson, Birmingham.
(Eingegangen am 22. Juli 1935.)

I. Vor zwanzig Jahren hat Herr Professor K. Petr in seiner

Abhandlung unter dem Titel: O jedné formuli pro vypodet urtitych
integrali!) die folgende Formel zur numerischen. Berechnung eines
bestlmmten Integrals ohne Beweis angegeben:

| f @) dz = 3k [f(@) + [B)] + Ab* [f'(@) — FB)] + - ..

+ Ak [f®)(a) 4 (— 1)* f(")(b)] + ...
+ Ap—ah® [f"=1(a) + (— 1)*=1 fa=1)(b)] + Ry,

h=b—a,

waobei

A _[rn—k _ 1 :
2]‘_1_( k )2(4n——2)6(4n‘—6)...(4k—2)(4n—4k+2)’
Ao = .

n—k—1 1
| ( L )2(4”"2) 6 (4n—6)...(4k—2) (dn— 4k+2) (% + 2)’
I iph |
B ="y ¥ o1 1) a<E<b,
ist.

Es ist zu bemerken, dafl in der Orlgma.la,bhandlung des Herrn

Petr das, Zeichen (— 1) im Restglied infolge eines Schreib- -oder -

Druckfehlers fehlt.

Um die Wichtigkeit der Petrschen Enthcklung darzutun‘
beobachten wir, daBl das Restglied gleich O(h2n+1) ist, wihrend das

1) Casopis, 44 (1915), 454—455.
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letzte Ghed der vorangehenden Relhe h* enthélt; die Glieder, die
hn+1, .. ., h?* enthalten, fehlen.

Ganz neulich hat Herr J. Gebauer?) verschiedene #hnliche
Formeln untersucht. In der Gebauerschen Abhandlung hat der
Verfasser einige Transformationen unendlicher Taylorreihen be-
nutzt. Folglich hat er annehmen miissen, daB die Funktion f(x)
im Intervall von a bis b mit EinschluBl der Endpunkte?) alle Diffe-

rentialquotienten f'(x), f"(x), . . . besitzt. Ebenso hat er als ausge-
macht angenommen, daB die Entwicklung
f fa =3 C D )
=1

im Intervall von a bis b mit Einschluf3 der Endpunkte giiltig ist.

Fir die Giiltigkeit der Petrschen Entwicklung ist nicht
notwendig, dafl die Differentialquotienten f»+1)(x), fGn+2)(g), . . .
existieren. Ferner ist es noch nicht bewiesen worden, dafBl die Ge-
bauersche Reihe und das Petrsche Restglied dquivalent sind. Aus
diesem Grunde habe ich mich entschieden, notwendige und hin-
reichende Bedingungen fiir die Giiltigkeit der Petrschen Ent-
wicklung zu untersuchen. Daher gebe ich in dieser Abhandlung
zwei Erforschungend) dieser Entwicklung an.

II. Ich schreibe die Entwicklung in der Form:

F(b) — F(a) ="§1Akhk+1[F<k+1><a) + (— 1 F&D(b)] + R,,
=0 .

wobei

h=b—a, _
A, — 2n—k—1)!n!.
Em "+ D n—k— 1! (2n)”
R, — (— 1)* (n!)? p2n+1 Fent1)(§), a<&E<b

(2n)! (2n 4+ 1)!
ist. Ist f(x) ein Differentialquotient, dessen Integral F(z) ist, so
kommt die Petrsche Entwicklung heraus. Es ist merkwiirdig, daf
‘man die Petrschen Werte der Koeffizienten A3, A, im einfachen
obenerwihnten Ausdrucke zusammenfassen kann. Um diese Ver-
bindung zu beweisen, beobachten wir, dafl

\ 2m)!
1.3.5...(2m——_1)=-2Lm@-1)17—

2) C‘asopls, 68 (1934), 152—166."

%) Im Anschlu8 an ‘G. Kowalewski und H. Hahn bezeichne ich mit
(@, b) das Intervall ohne die Endpunkte, mit [a, b] das Intervall einschlieBlich
der Endpunkte.
* - %) Herr Petr hat mir mxtgetellt daB meine Beweise und der seinige
verschieden smd .
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ist. Folglich haben wir

n—k : 1 .
( k )2(4n-—2)6(4n—6)...(4k—-2)(4n——4k-|-2)_
. (n —k)! 1.3...2n—2k—1) .
T kKl m—2k)2% " 1.3...(2%—1).1.3...2n—1)
_ (n—k)! (2n — 2k)! 2k k! 27 . !
=k (n— 2k)1 2% (2k)! (2n)! 2F . (n — k)]
(2n — 2k)! n!

= = A2Ic—-1

(2k)! (n — 2k)! (2n)!
nach der neuen Definition von A4;. Ebenso haben wir

)

1
2 (4n —2) 6 (4n — 6) . .. (4k — 2) (4n — 4k + 2) (4k + 2)
. (n—k— 1) 1.3...(2n—2k—1) .
Tkl (n— 2k — 1)1 2%k+1° 1.3...(2k+ 1).1.3...2n—1)
_ (n—k — 1)! (2n — 2k)! 26+1 (K 4 1)1 2%, n!
Tk (n— 2k — 1)l 2%+ T (2k + 2)1 (2n)1 2% (0 — k)!
(2n—2k—1)!n :

~ T DT T T~ A

Bei meinem ersten Beweis der Petrschen Entwicklung be-
nutze ich partielle Integration in Verbindung mit dem ersten Mittel-
wertsatz der Integralrechnung; beim zweiten Beweis benutze ich
einen Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Folglich sind die
Bedingungen, den F(x) unterworfen ist, etwas schwicher beim
zweiten Beweis als beim ersten Beweis.

III. Nun zum ersten Beweis der Petrschen Entwicklung! Wir
setzen noch zur Abkiirzung

: (1 — 1) = D(2).
Also, ergibt sich durch partielle Integration
1

dzrd(t
_ 2:27 (— l)k BE+1 [%F("-“’(a n ht)]t=1+
t=0

+ hznﬂj &(t) Fen+D(a + ht) de.

0




Fir die Giiltigkeit dieser Formel®) ist hinreichend, daBl F'(z), -
F"(x). .., F@n+)(z)im abgeschlossenen Intervall [a, b] existieren
und daBl F@m)(z) das Integral von F(2s+1)(x) ist.8) Wenn die Funktio-
nen F'(z), F"(z), ..., F@+1(x) die ohigen Voraussetzungen er-
" fiillen, so ist F@»(z) das Integral von F@r+1)(z); daher ist F@n)(x)
eine beschrinkte Funktion.?) Daher ist F»—1)(z) das Integral von
Fen)(x); usw.8) Bekanntlich ist die Integrierbarkeit von F@r+1)(x),
Fen)(g), . . ., F'(x) eine hinreichende Bedingung fiir die Giiltigkeit
der obigen partiellen Integrationen.

Jetzt vereinfachen wir die rechte Seite der obigen Formel.

Es ist leicht zu erkennen, daf§

1 1

fh F'(a + ht) %’%‘l dt = (— 1) (2n)!‘fh F'(a + ht) dt =

0 0
= (—1)*. (2n)! [F(b) — F(a)]
ist. Wir bemerken zunichst, daB3

1 den—E—1g(t)
@n—k—1)! [ dpn—E—1 ]t .

gleich dem Koeffizienten von #2*—*—1 im Ausdrucke

L n
' go S \m
ist. Ist k =mn,n + 1,...,2n — 1, so ist dieser Koeffizient gleich
Null. Ist .t =0,1,...,n—1, 80 ist, der: Koeffizient gleich

. n—k—1 Con _ —k— 1 (2"')' Ak
=1 (n—k—l)_( = n—k—1)I"

Ebenso mit ¢ = 1 — » haben wir

1 A1) (= 1)kt [d2e—t—ld(w)
n—F— 1)![ G ], S @n—k— 1)1[ Jupn—F—1 LO
=0, . k=nn-+1,.4.2n—1,
. " (2n)‘ Ak _ .
_(—l)m, k———O,l,...,n 1.

Also erhilt man

5) Vgl. E. W. Hobson, The Theory of Functions of a real Vanable,'
1 (1921), § 420. Die Integrale sind i un Lebesgueschen Sinne gemeint.

8) D. h. F@¥(g) — FE)(g) = fF<2"+1?(:) de.
a .

7) Hobson, a. a. O., -§ 404.
) Hobson, a. a. O., §410.



F(b) — Fla) = ;1 A+ [FED(a) 4 (— 1) FE+O(b)] + Ry,
wobei =

1
(—_(IT);)";ZT [t” (1 —¢t)» Fen+1)(q + ht) dt

0

R, =

ist. : :
Ist FCr+1(x) im Intervall [a, b] stetig, so besagt der erste
Mittelwertsatz der Integralrechnung, daf3

1

L pensugg) f (1 —ty dt

0

(—=1)" b2
)
(_ l)n (nl)z h2n+1

= @m)! 2n + 1pr TOTE a<E<b

ist.?) Damit ist der erste Beweis der Petrschen Entwicklung voll-
endet.

Beilaufig zeigen wir, daB wir ziemlich viele Ausdriicke des

Restgliedes aus dem Mittelwertsatz erhalten konnen. Z. B. sei
0 u<mn 0=<v»<mn; dann haben wir

R, =

(— 1)» p2n+1 ' 1
el Os (1 — @) Fent+l)(q + @h)j tn—u (1 — tyn— dt |

0

R, =

o<o<l1

_ (— 1) I'(n—pu+1) INn—v-41) h2n+1 @u(1 — @) Fen+ (g 1 Oh)

e I'2n —u—v + 2)
_ (1P D —p + 1) T — + 1) hen—s—rt1
@Cn)!' T(2n—u—» + 2) ’ .
(&—a)e (b— &y Fent1)(&), a < &<hb.

Allgemeiner sei der Differentialquotient 3’(t) eine in [0, i] ste-
tige nichtverschwindende Funktion, dessen Integral o\f) ist. Dann ist
1

. (__ l)n h2n+1 . B . i F(2n+1)(a + @h) , ' _
Ry =y o — ey SO [y a—

(=1)rhn+t op PO —%0) 5o,
__._W__ .G (1— ) _79—)_1?(2 +1)(a,.+@k)’ Q<@<1_

IV. Ich griinde den zweiten Beweis der Peti‘schen’Entwicklung

%) Hobson, a. a. 0., §421.



auf dem Cauchyschen erweiterten Mittelwertsatz der Differential-
rechnung, nidmlich:

Sind die Funktionen y(x), p(x) tn [0, 1] stetig und in (0, 1)
differenzierbar, so gibt es mindestens einen Wert @ (0 << O < 1),

so daf
_ {x(1) — 2(0)} v'(O) = {p(1) — y(0)} ()
ist.19)

Setzen wir voraus, daB die Funktionen F(z), F'(z), . .., Fen(z)
in [a, b] stetig sind und daB die Funktion F@"+1)(x) in (a, b) existiert.
Ferner sei

t) & 0, 0<it<l.

Setzen wir zunichst

x2(t) = F(a + ht) PCN(t) — b F'(a + ht) DC—D(t) + . . .
+ (— L)k+1 ph+1 Fl+1)(g 4 hi) PEn—i—1)(f) 4
+ A2 F@) (a + ht) D(t),

80 daB

x'(t) = hn+1 F(2"+1)(a + ht) D(t) = h2n+1 FCrt1)(q + ht) t"(l —t)n
ist. Unter diesen Voraussetzungen sind die Bedingungen des
Cauchyschen Mittelwertsatzes erfiillt.

Ferner haben wir

Oty o

n—1

—tZ Aphk+1 [FE+1(a) + (— 1) FED()].
=0 -

Mit Hilfe dieser letzten Gleichungen gewinnt man aus dem
Cauchyschen Mittelwertsatz:

F(b) — F(a) = S Apht+1 [FEFDa) + (— 1)F FEDB)] +
=0

(— 1)» p2n+1

aar— - 61— o L0 pavina + o),

+ Vo) |
C0<O<L
V. Zum Schluf entnimmt man sehr leicht mit Hilfe meiner
Form des Restgliedes einige Darstellungen des Restgliedes als

unend.hche Reihen. Z. B. aus der Taylorreihe erhilt man

R 2, B e
Bu = __(.W—ft = ‘;;J—F‘- Fitm(a) dt
. ’ m=0 :

| J

10) Hobeon, a. a. O., §263.



_(—=1pralpmtt = (n 4 m) Am e 1am
= (2n)! m=om F(z +14 )(a),

was die Gebauersche Formel (25) ist.1?)
Ferner ist

1
(___. 1)nh2n+1 n n @ hm(t_%)m " m a+b
e et P e et b e L

0
_ (=1l & (n + m)! B2 Fent1+2m) a+b .
(2m)! =, 2°m.m! (2n + 1+ 2m)! 2

Ich glaube, dal diese symmetrische Reihe bisher unbekannt

R, =

ist. .
Fir die Giiltigkeit dieser Darstellungen des Restgliedes ist
notwendig und hinreichend, daBl die Funktion F@#+1)g -+ ht) im
Intervall 0 << ¢ < 1 nach Potenzen von ¢ bzw. t — } entwickelbar
ist und daB die integrierten Reihen konvergieren.

*

0 jednom vzorei pro numericky vypofet uréitych integralii.
(Obsah predeslého &lanku).

Predmétem této price je ditkaz vzorce
n—1 .
F(b)—Fa) = ' Ah#+1 [F&+1(a) + (— 1 FE+(b)] 4 R,
k=0

kdez : h=b—a,
o (2n —k—1)! n! .
T k+ D (n—Ek—1!(2n)!°

1
% f tr (1 —t)» Fer+D(a + ht) dt,

Ar

R, =
0

kteryZto vzorec jest nepodstatnou modifikaci vzorce, jejz v tomto
dasopise bez dikazu otiskl K. Petr.)

Mij dikaz spotiva na 2n-ndsobné Sdsteéné integraci uvede-
ného vyrazu pro R,. Petriv tvar se potom obdr#i pouZitim prvni
véty o stfedni hodnoté integralniho poétu.

Tento ¢lanek obsahuje také dikaz, v némZ metody integral-
nfho podtu jsou nahrazeny metodami poétu diferencidlnfho. Tento
druhy dikaz ma tu vyhodu, Ze se pii ném poZaduji od funkce
F(x) podminky ponékud méné omezujici neZ p¥i prvnim ditkazu.

11) Gebauer, a. a. O., S. 156.
1) Casopis 44 (1915), 454—455.
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