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Sur la dérivabilité des fonctions a variation bornée.
Bohu$ Jurek, Zilina.
(Regu le 4. décembre 1934.)

§1.

Soit f(x) une fonction & variation bornée, définie dans I'inter-

valle (a,b) et z;,, ,, x;, ... une suite épuisant 1’ensemble des
points de discontintinuité de f(x)

- Posons:
Hx + 0) — f(x) = ¢y(2),
f(@) — f(x — 0) = gy(x),
Dy (z) = 2 Pu(@)), Dy = Z Pa(;),
a<a: <z a<27<a:
p(x) = /(x) — By (@) — Dy().
y(z) est une fonction continue & variation bornée (voir par ex.

Legons sur lintégration par H. Lebesgue, Paris 1928, p- 61.)

f(@) — y(x) est dite la fonction des sauts de f(z), y(x) la partie
continue de f(z).

J’ai démontré!) le théoréme suivant:
Prémisse: 0 < & < 1, les séries

PECHIEXC

k=1
sont convergentes.
"Thése: L’ensemble des pom’cs &, ou la partie continue y(z) de
f(x) possede une dérivée et qm ne remphssent pas la condition

est de ‘mesure nulle et de dlmensmn haussdorffienne au plus
égale d .

1) Voir mon mémoire ,,Sur la dérwa.bxhté des fonctions dlscontmues
Véstnik Kral. C. Spol. Nauk, classe II, 1931, mémoire XXVII, page 17,

)
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Je vais démontrer que le théoréme cité plus haut est valable
aussi pour certaines fonctions plus générales que les fonctions
2%(0 < & << 1). J’ai ’honneur de remercier ici M. le prof. Jarnik
qui a revu mon travail et qui a simplifié surtout la démonstration
du lemme 2.

Théoréme 1. Prémisse:

10 M) définie pour = > 0, continue pour x > 0, croissante,

2(0) = A(0 + 0) = 0, —! A(z) mon croissante.

20 2, Xy, Ty, . . . une suite qui épuise ’ensemble D des points de

discontinuité de f(x) & variation bornée, définie dans (a, b).

Les séries
M| @y(z) | ( | pa(s) | .

sont convergentes.

Thése: On peut couvrir l'ensemble des points &, ol la partie
continue p(x) de f(x) posséde une dérivée et pour lesquels U'équation

. Y'(&) = F(8)
n’est pas valable, par une infinité dénombrable d’intervalles des
longueurs A, tels que

Y

E}.(An) <Se b

n=1

& étant un nombre positif donné d’avance.?)

Lemme 1.

Prémisse: A(x) remplit les conditions du théoréme 1; ay, a,, . . .
est une suite de constantes positives telle que A(a,) + Ala,) + . . . est
convergente. '

Thése: On peut trouver une suite de constantes positives bl, b,,
bg, . . . telle que A(b;) + A(by) + . . . est convergente et

a .
lim = =
n=aw bn

2) En retranchant la partie continue () de la fonction f(z), on obtient
précisément la fonction des sants @,(x) + Py(2); en appliquant le théoréme 1
a cetite fonction, on voit que, sous les conditions indiquées, la fonction des
sauts de la fonction f(x) posséde une dérivée égale & zéro partout sauf dans
un ensemble qui, pour chaque ¢ > 0, peut étre couvert par une infinité
dénombrable d’intervalles dont les longueurs 4, satisfont & I'inégalité

. nZ:Il(A”) < z-':. .



Démonstration. Désignons

Sy = ”; Man), Om 7=§+/11(a,,).

Soit 0 < ¢’ <1 << getgqg’ < 1. Trouvons pour tout entier positif k&
un nombre n; tel que on;, < @’*. La série

2= Snl + (SnI_S”I)q + (S”x_Snl) q2 + e
est convergente parce que

Snp—Sny_y < n,_, pour k=23,...
et

4 y4 ' »
Sn, + Z (S"k——l — Snk) < Sn,+ Z Gnqu < 8y, ‘I‘Z q'*q*
¥=1 f=1 =1 :

pour tout p entier positif.
On peut écrire

ZQ—— Ec,. Aa,) ou ¢, > 1, lim¢, = oc.
n=1

n=aw

Trouvons maintenant un entier positif N tel que ¢, A(a,) <
- << A1), ¢y, > 1 pour tout n > N. Soient b, b,, . . ., by des nombres
positifs et ¢, A(a,) = A(bs) pour n > N. Un tel choix des nombres
b, est possible parce que A(x) prend dans 'intervalle (0, 1) toute
valeur de l’intervalle [0, A(1)]. A(z) . x—! étant non croissante et
A(x) étant croissante, on a pour n > N

A(bn) Man) an Man) 1
on o 2%
bn = @’ by = Abn)  Ca
et par suite
o Oy
b

-La série A(b;) + A(by). + ... est convergente parce qu’elle est
identique & la série ¢, A(a;) + ¢, A(@,) + ... Notre these est dé-
montrée.

Lemme 2.
Prémisse: A, + Ay + As + ... une série convergente de
constantes positives, x,, Ty, 3, . . . une suite infinie de points diffé-

rents entre eux, R = (— oo, + o).

Thése: il existe un systéme finr ou dénombrable d’intervalles
owverts K;, K,, K, . . . sans potnts communs deux & deux, qui posséde
les propriétés suivantes:
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19 La longueur A, de K, est la somme d’un nombre fint oi d’une
infinité de constantes Ay, chaque Ay ne figurant qu’'une fois dans
les expressions des A,l

20 Soit h > 0; si xe R— Z'K et 8t Xy, Xp, Thy, ... (kg <
< ky < ky << ...) sont tous les poznts de la suite x,, x,, . . . qui sont
situés dans (x, x + h >, on a

Y4, <h
n .

Démonstration. Démontrons, tout d’abord, I’existence
d’une suite d’ensembles £, E,, E,, ... jouissante des propriétés
suivantes:

Propriété (a,): E, est un intervalle ouvert de longueur A,.

Propriété (an) (n > 1): E, = E,_; + I,, ou I, est un inter-
valle ouvert, dont les extrémités n’appartiennent pas & E, ; et
tel que m (I, — I, . Eyp—) = m (B, — E,—1) = A,. (mE signifie
la mesure lebesguienne de I’ensemble E.)

Propriété (bn) (mn > 1): Si xe R—E,, si h > 0 et si ap,
Timgs « + 0 ¥my (Mg <My < mg < ...<m) sont ceux parmi les
points z,, 2,, . . ., z, qui sont situés dans (z, x + h>, on a

A
m [By. (2, ¢+ b>]> ZAmp.

Prenons K, = (x, — 4,, 4;); donc les proprletes (al), (bl) sont
vraies (car,sizxeR—F,etsize(x,x+h >, ona v <z —A4,,
x + h = x,, donc m [E’1 (z, x 4 h >] = A,). Supposons mainte-
nant les ensembles E; définis et les conditions (ak), (bk) réalisées
pour tout k < n (n> 1). Pour définir E,, procédons comme il
suit: Soit d le plus grand nombre positif tel que

m [(R - En—«l) (xn - 6; a’n)] = n- . (‘x)

En conséquence de (ak), chaque Ej (k < n) est une somme d’un
nombre fini d’intervalles ouverts et finis; donc x,— 6 e R—E, 1.
Soit # = 0 si 2, e R — E,_,; au contraire, si , € E,_1, soit n > 0
le plus grand nombre tel que (z,, z, + ) C E,—1, donc x, + ne
eR—UE, ;. Posons I,= (x,— 90, x, + 7n); évidemment, on a
m (I, — B, .I,) = A,, donc la condition (an) est satisfaite. Soit
maintenant x ¢ R — E, (donc aussi # ¢ R — E; pour k < n); soit
h > 0. Désignons par Tm, Tm, ..., Tmy (Mg <my <...<<my)
tous les points de la suite z,, #,, . . ., &, situés dans (x, z + h>,
Si m; <n, on a d’aprés [b(n — 1)]

A
m By (2,0 4+ h>]12m B (@0 + 2 >]12 Y A
=1
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simy=mn,onazr < 2,—0b,x+h =2, (x,;——d x,,) C (=, .1:+h>
et de plus (x, — 6, x,) C E,; par suite, on a aussi

m By (v, x+h>]12m[Ep(x, o+ h>]+
+m [(En'”"En—l) (2 — 0, xn)] 2

~ i—1
> ZA,,.p + m [(R— En—y) (% — 6, )]
r=1 .
. La derniére grandeur étant égale & A4, [voir (x)] on obtient la
propriété (bn).

Posons maintenant £ = ZE,,. L’ensemble E est ouvert, donc

n=1

—Z K,, ou les K,. sont des 1ntervalles ouverts et disjoints.

Nous allons démontrer que les K, satisfont aux condmons de la
thése. Soit K; = (x4, B1), Kr = (6, Br), ¥ &=1. On a e R— K,
d’ot vient oy € R — E, pour chaque n et de méme ;e R — Ky,
o«,re R—E, Bre R—E,.

On a
= K\E, + 2 Ky (Ep — Ep—y),

K, = K,E, + Z K, (B, — E,_,).

K, étant un intervalle, on a ou bien K;E, = K,E, = 0 ou bien
KB, = E,, K,E, = 0, ou bien K;E, = 0, K,E1 = E,. Alors une
des grandeurs mKE,, mK,E, est égale a zéro, 1'autre & zéro ol
& 4,. Pour » > 1 remarquons que l'on a ou bien I 2K = 0 ou bien
I, C K; et de méme pour K,, le cas I, € K,, I, C K; étant exclu.
Si I,K; =0, ona (En—E, ;) K;=0 (car E, —E,_, CI,). Si
I,CKi;ona .

(Bn — En—l) Ki=E.,—Ey = In—IL,Ey,
done m (B, — En—1) K;] = A,L Alors m [(BEn— En—) Ki] et
de méme m [(B, — E,—1) K,] est égale & zéro ou & 4,, le cas
m [(By — En—1) Ki] = m [(Bn— Ey—y1) K,] = A,
etant exclu. On a donc, en effet,

mK, = Z Ay, mK, = Z Ay,
‘ i

([J_ﬁ M<h<..,m </42 ... et A = p; pour chaque couple
1,71 o o
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Soit maintenant 2 > 0, x € R — X K,,; 80it @y, Zpy, . . . (£ <
< k, < ...) la suite de tous les nombres z,, z,, . . . qui sont situés
dans (z, z + h >); soit ¢ > 0. Il existe un s > 0 tel que

ZAk>ZAk—e

=8
Onazxe R Ey,, donc, d’apres (bs)
h>m By, (x,x+h>]>2Ak>ZAk ZAki_s:h.

=8 (3
Le lemme 2 est démontré.:

Remarque 1. Il est évident que le lemme 2 reste vrai aussi
si I'on remplace la condition A > 0 par h < 0, pourvu qu’on
remplace 1'inégalité

¥ 4, <hpar ¥ 4, < |51

Lemme 3.

Prémisse: Ay = 0 pour tout entier positif k; w(z) définie et
crozssante pour x > 0, w(0) = 0, x—! w(x) est non croissant, la série

z w(4,) est convergente.

n=1

Thése: La série z A, est convergente.
n=1 ‘ ' '
Démonstration. On a lim 4, = 0 pour lim»n = co (car
autrement on n’aurait pas lim w(4,) = 0 pour lim » = oo]. 1l
existe un « > 0 tel que 4, < « pour chaque 7 et par suite

oldy) - o)

n [0

o
dp < o) w(A4a)

]

pour chaque n pour lequel 4, == 0. Mais, on a w(0) = 0 et la der-.
niére inégalité reste vraie aussi pour 4, = 0. La série w(4,) +

+ w(4,) + ... étant convergente, la série 4; + A, + ... est

aussi convergente.

EE RTINS D ]

Lemme 4.

Prémisse: 1° 9(x) définie pour x > 0, continue pour x>0,
croissante pour x > 0, 0(0) = 0(+ O) = 0..

29 a4, >0 pour k=1,2,3,.
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o0 '
3° La sefriez ¥ a,) est convergente.

n=1

Thése:
lim Z Hca,) = 0.

c=+0n=1

Démonstration. On peut trouver pour tout ¢ <<'0 un m tel
" que

Y

0< Z Ban) < de. (1)
n=m+1
Soit @, le plus grand des nombres a,, @,, . . ., ay. Il existe un

nombre positif K < 1 tel que
€
0 < deay) < pe

pour tout c¢ qui satisfait a I'inégalité 0 < ¢ << K; cela vient du
fait que #(+ 0) = #(0) = 0. On a pour k < m et pour 0 < ¢ < K

cay = cay,
oar) < Deas) < oo,

Z Bean) < je.

n=1
De plus, on a pour 0 <c¢ << Ketpourn=1,2,3,...
cap < Ay,
~ et d’apres (1)
o0
2 Dcan) < de,

n=m+1
0
Y dean) < e
n=1

v Lemme 5.
- Prémisse du lemme 3.
Theése:
2 4n) < Z (4).
Dé‘monstratmn. Notre affirmation est évidente si Ap=0
pour tout k£ considéré. Supposons qu’il existe des k& pour lesquels

14




Ay = 0. Soit pour tout k& pour lequel 4z == 0

4,
w(dr) 2

= By et soit ——— = B.
4, soi i

Pour tout k tel que 4; = 0 soit By = B. On a By = B pour tout
entier positif k. Nous pouvons écrire

w(w A,,) = BA, + BAy + BA, + . . .,
n=1

s

w(dn) = BiA; + ByAy + Bsd; 4+ . . .,

w(i A,,) gngw A

n=1

Démonstration du théoréme 1. Considérons la fonction

@i(z) (1 =1 ou 1+ = 2). Soit a, = | gi(x,) | . Trouvons (lemme 1)
une suite de constantes positives by, by, b, by, . . . telle que A(b;) +
+ A(bs) + A(bs) + . . . est convergente et
lim L2 Ly . 2)
n=o0 n n=w Yp

Soit 0 < ¢ < 1. Soit E,! ’ensemble des points des intervalles K,
du lemme 2, ot Ay = cb;. On peut appliquer le lemme 2 car la
série A(b,) + A(by) + . . . est convergente et par suite (voir lemme 3)
la série b, + b, + b; + ... est aussi convergente. Trouvons aussi
I’ensemble E.? jouissant de la méme propriété par rapport & h < 0
(voir le lemme 2 et la remarque 1). Désignons M, = E 4 E.?
et E =1IM,. ' ‘
c>0

Soit # un point n’appartenant pas & E <+ D (voir la prémisse
du théoréme 1). Il existe un K tel que 0 < K < 1 et que z n’appar-
tient pas & D + M. D’aprés le lemme 2, on a

Y Kb < IR,

ou la sommation porte sur toutes les valeurs de = telles que x, €
€(x,z +h>. En utilisant ce dernier résultat, nous pouvons
écrire (pour les mémes valeurs de n)

15 .



Pz + 1) — Pil2) SZ“WH ;an

h = KZb,, KZb,.'
n

Si | | tend vers zéro, le plus petit des nombres n considérés
~ croit & P'infini. D’aprés (2), on peut pour tout ¢ > 0 trouver un 7 tel
que pour 0 < |k | < n et pour chaque », pour lequel z, tombe
dans lintervalle (x, x + k >), on a

Ay
b—n < Ke.

On obtient en sommant les inégalités a,, < ¢Kb,,

Yo
—}{’z—b:<£,

@;(x + h) - di@(x) <
A .

La fonction @;(x) posséde une dérivée (égale & zéro) aux points de
(a, b) n’appartenant pas & F + D. Construisons maintenant
Pensemble £ pour 7 = 1, 2 (voir le commencement de la démon-
stration) et soit M la somme de ces ensembles. On a

Dy(2) + Pylx) = f(x) — y(=).
Si & est un point de (@, b) qui n’appartient pa.s a M+ D, nous
pouvons écrire
PD'y(§) = Dy(é) = 0.

Supposons que y(z) est dérivable pour un des points £ On a dans
ce cas

0= L @) — pledens = 1O — y(8)
£(8) = v/(8).

On peut couvrir ensemble M + D par un nombre fini ou
par une infinité dénombrable d’intervalles tels que

Y A4 <,

n
A, étant la longueur de I'intervalle n-iéme et ¢ un nombre positif
donné d’avance. En effet, soit ¢ > 0 et oy, &y, &3, . . .. une suite de

constantes positives telle que
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o
2 Mon) < te;
n=1

Alchs) < 1

56

soit ¢ tel que l'on a

D8

n=1

pour b, correspondant}a @i(s) pourys = 1,2. (Un tel ¢ existe
d’aprés lemme 4.) Entourons!malntenant tout point x; par un
intervalle de longueur «; et couvrons I'ensemble M par les ensembles
E pour i =1, 2, u = 1, 2. Tout intervalle I composant E# a pour
mesure le nombre
ml =Y cby,
Y

ol le méme £ n’intervient qu’une seule fois. On a (voir lemme 5)

HmD) = 4 (Y ebi) < V) Aeby).
k k

Désignons par b, les nombres b, appartenant & @i(x,). Alors,

_,\: Aml) < 22 Acba) + 2 Z A(ch,®) < Hde.
n=1 n=1

La somme des valeurs A(x), ol « parcourt les longueurs de tous
les intervalles couvrant M + D est plus petit que . Le théoréme 1
est démontré.

§ 2.

Soit f(z) une fonction qui posséde une limite de gauche dans
Vintervalle (@, b6 > et une limite de droite dans l'intervalle < a, b).
S’il est possible de couvrir I’ensemble des points, ol f() ne posséde
pas de dérivée, par une infinité déncmbrable d’intervalles I, tels
que [A(z) remplit les cond. 1 du théoréme 1]

2 MmlI,) < e

n=l

quel petit que soit ¢ > 0, nous dirons que f(z) a la propriété P
par rapport & A(z). Le théoréme 1 nous conduit & la question, si la
condition 2 de la prémisse de ce théoréme soit nécessaire pour que
la fonction f(x) aie la propriété P par rapport & A(z). La réponse
a cette question est négative. On peut pour A(z) donné trouver une
fonction f(z), définie dans un certain intervalle (a, b), telle que,
%y, &y, . . . 6tant une suite épuisant ’ensemble des points de discon-
tinuité de f(x) dans (c, d), les séries

Casopis pro pestovini matematiky a fysiky. 2. . 17



@
Y @+ 00— |, 21, —0)—fl2)],
n=1
sont divergentes quel que soit (c, d) C (a, b) et f(x) a 1a propri-
été P par rapport a A(x).

Pour pouvoir construire une telle fonction, nous allons démon-
trer 1a thése suivante: On peut pour toute fonction w(z), définie
pour x > 0, continue, croissante et telle que w(0. 4 0) = w(0) = 0,
trouver une suite de constantes rationnelles pesitives a,. a,, a3, . . .
telle que la série w(a,) + w(a,) + ... est convergente. En effet,
il suffit de choisir pour tout n naturel un a, > 0 tel que w(a,) < n—2.

Prémisses et conventions.

1° @(x) continue, croissante, w(0 4+ 0) = w(0) = 0, 2! w(x)
décroissant.

20 g rationnel, positif pour £k =1, 2, . . ., X w(a,) convergente.

3% &y, &y, &4, . . . une suite épuisant ’ensemble des nombres 7«
(« fixe, irrationnel, r variable, rationnel) qui tombent dans 'inter-
valle (@, b); &m == x, pour m == n.

4° §,, &,, 05, . . . une suite décroissante de constantes ration-
nelles, positives, tendant vers zéro; &, + 8, + ... est divergente;
Tmn = Om + $Amby, pour m=1,2,3,... et n=123,...;

mn = (O‘m: Xm + “man)~

On voit aisément qu’on a Iyy+1 C Imy pour chaque couple
d’entiers positifs [m,n]. Nous allons démontrer que la relation
Zp,g = Ty & lieu si m = p, n = q et dans ce cas seulement. D’aprés
la. prémisse, 1’égalité «, = «, n’est vraie que si I'on a m = p.
Prenons o« = rpx, op = rpx (rm, 7p Tationnels). Si I'égalité a,,, =
= Zp, & lieu, on aura

om + ¥amdn = op + $a0,,
. & (rm —1p) = ¥ (ap0q — A 0).

L’égalité est impossible si 7, == r,. Dans ce cas le premier membre
serait irrationnel, le second rationnel. Si 7, =7, et (par suite)
m = p, on a
' $ap (8, — 0x) = 0,
6q = 6”} q = n

Définition. Soit p, + », + Vs +". .. une série divergente de
nombres positifs telle que ‘

lim 2% =

n=o 6”

Oonsudérons la fonctmn suivante:

1 ,
f(xm,n) = m AmYn,

18




pour Zm. qui tombe dans lintefvalle < a,b>; pour les autres
points « de lintervalle < a, b > soit f(z) = 0. Soit ;, %, s, .
une suite épuisant I’ensemble des points xm, qui tombent dans
Vintervalle (a, b); x, & 2, 8i p =+ ¢. Soit (¢, d) un intervalle quel-
conque & 'intérieur de (a, b). Je dis que les séries X' | f(x, 4 0) —
— f(x) | et X'| f(xx) — f(n — 0) | (d’ailleurs identiques) pour
les z, qui tombent dans (c, d) sont divergentes. L’intervalle (c, d)
contient un des intervalles I,,. Cela vient du fait que (c, d)
contient un des points «,. Celui-ci forme I’extrémité gauche de
tout intervalle I,,, (n variable) et par suite aussi d’un intervalle
I qui est contenu dans (¢, d); si ¢ < d, on trouvera un tel inter-
valle en réalisant la condition '

O + WO < d.
L’intervalle I, contient les points Zmi Tmit1, Tmi+s, ... b
la série
& . il ) .
Y | faman) — f(@ma—0) | = ¥ | Haman + 0) — f(aima) | =
n=Fk n=k
a 0
—m
T m Z yw
n==k

est divergente. Par suite, la série X' | f(xp + 0) — f(z,) | et la série
2| f(xp) — f(xp — 0) | pour les z, qui tombent dans (c, d) est aussi
divergente. :

Désignons par M I’ensemble des points de intervalle (a, b) qui
appartiennent & une infinité d’intervalles I,, sans appartenir
a l'ensemble des nombres z,,. Je dis que f(x) posséde une derivée
partout dans (a, b) sauf aux points de M et aux points x,,. Soit &
un point au dehors de ces deux ensembles et soit &, &,, &, ... une
suite tendant vers & On a

i ) — 1O _ (&)

ALY Jap

p=ow Ep"—f = Ep‘_‘g

La derniére égalité vient du fait que tout &, pour lequel f(£,) =+ 0,
est égal & un z,,. On a pour toute couple des entiers positifs m, n
sauf peut-étre un nombre fini

| Zman — & | 2 1}'“m¢sns
f(@mn) — f(§) — f(@m,n) < 2 yn

xm,n’—‘f Ixm,n‘f'élh_”—'f-an.

Si p — oo, un des nombres m, n croit & P'infini et le second membre
de la derniére inégalité tend vers zéro.
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" Je démontrerai que I'on peut couvrir I'ensemble des nombres
de l'intervalle (a,, b) pour lesquels f(z) n’a pas de dérivée par une

infinité dénombrable . d’intervalles I, tels que Z w(ml,) < e,

=1
¢ étant un nombre positif donné d’avance. Couvrons Pensemble des
nombres Zms, par une infinité dénombrable d’intervalles I'; tels
que X w(ml’y) < e. Trouvons un entier positif p tel que

Y wl@d) < e,

r=p+1

et un entier positif ¢ tel que

P
Y olans) < te,
m=1

(voir lemme 4). Alors, la somme des valeurs w(z) pour les lon-
gueurs des intervalles I’ pour k£ = 1,2, 3, .. ., des intervalles I,
pour k=p+1,p+2,...et I, pour m=1,2,..., pest plus
petite que e. La fonction f(x) posséde une dérivée pour tout point
au dehors de ces intervalles. Elle a la propriété P par rapport
a w(z).

Dong, la condition 2. du théoréme 1. n’est pas nécessaire pour
que la fonction f(z) aie la propriété P par rapport & A(z). Néan-
moins, le résultat exprimé par le théoréme 1 est, dans un certain
sens, défmltlf cette circonstance est exprimée par le théoréme
suivant:

- Théoréme 2. Prémisse: A(x), u(x) continues, croissantes
pour w>0 A(0) = A(0 + 0) = p(0) = (0 + 0) =0, 1 A(),

x—1 (x), ) mon croissantes pour x > 0,
| #(z)
= 0.
z=0+0 l(x)

Thése Il existe une fonctwn des sauts f(x) définie dans (0, 1)
telle que les séries

Vm%mm EMM%H
k=1

(voir la motation du:théoréme 1) sont comvergentes et qui n’a pas la
propriété P par rapport & A(2). (Evidemment, f(z) & la proprlét;é P
par rapport & y(x), d’aprés le théoréme 1.) :
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Pour démontrer ce théoréme, nous allons utiliser le théoréme
suivant de M. Jarnik.3)

Théoréme. Soit w(x) une fonction positive pour x > 1. Soit
M [w(x)] Vensemble de tous les points @ de Uintervalle < 0, 1) tels
que, pour chaque ¢ > 0, le systéme

‘@~£’ <o), g>c¢

est satisfait par une couple com;enable d’entiers positifs p, q

Soit A(x) une fonction remplissant la condition 1 du tke’oreme 1.
Si E est un ensemble linéaire de points, L [E, A(x)] est défini par le
procédé suivant: Soit ¢ > 0; couvrons E par un systéme dénom-
brable d’intervalles de longueurs dy, dy, d, . .. (d; < p); soit L, [E, A(z)]
la borne inférieure des mombres X A(d;) pour tous les systémes d’in-

tervalles satisfaisant aux conditiotns indiquées. Je prends
L [E, Mz)] = lim L, [E, A(z)].
e=0+0

Soit marntenant w(x) une fonction positive, continue, décroissante
pour x > 1, hm () =0, 1[20(x)]2® monotone pour z= =1,

w(z) x? monotone pour x > 1,

f x w(x) dz est convergente, f @ A[2 w(x)] dz est divergente.

Alors, on a
L{M[w(x)], A(z)} = co.
Pour pouvoir appliquer le théoréme de M. Jarnik, nous allons
démontrer le lemme suivant:

Lemme 6. Prémisse: Ax), u(x) continues, croissantes pour
x>0, 4(0) = A0 + 0) = u(0) = u(0 4+ 0) =0,
l #@) _ 0.
sm0+0 A(@)

Thése: Il existe une fonction w(x) positive, continue, décrois-
sante pour x > 1, continue de droite pour x =1 et telle que
22A[2 w(x)] est non croissant, im w(x) = 0 pour lim x = oo, I'intégrale

f z A[2 w(x)] dx est divergente et f z u[2 w(z)] dz est convergente. v
1 1

¢

Démonstration. Soit 1> ¢ > ¢ > ... une suite infinie
de nombres tels que

3) V. Jarnik, Uber die simultanen diophantischen Approxxma.tlonen,
Math. Zeitschr. 88 (1931), 505—543, Satz 4, pour s = 1.
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M)
Soit xy =1, z; > 1 quelconque, a, = A(c,). Si nous connaissons
Ay > > o> Ay (0 S Mer) e 2 < 2y < ... < Zp—3, choi-
sissons x, tel que

<—— pour 0 < z < Cp.

lo et
g xn__1 Ap—1
Zn 1
log—— 2> —
_ g Tn—1 = Alcy)
et prenons '
1
an =
lo
g Zn—1
Formons une série convergente & -+ & + & + ... de con-

stantes positives telle que &y << Tp41— 25 Si d(z) est inverse
a Az), soit

dans les intervalles < xn__l + ep—1, x,> pour n=2,3,4,.
et soit

w(x) = 119( ) dans <y, x,>.

On a pour tout z de ces intervalles a2 A[2 w(x)] = an; Par suite,
la fonction 2% A[2 w(z)] est” non croissante sur l'ensemble des
points ou elle est définie. Dans les intervalles <x,, z, 4 &>, nous

pouvons prendre
(x) — 1[0 (fxn(x))

ol &, () est une fonction continue et décroissante dans l'intervalle
<&y, Tn + &> et telle que a(z, + 0) = x(xn) = 2,2 M2 w(x,)] et
(Zn + &n— 0) = x(xn + €a) = (Tu + &n)® A2 w(2n + €a)].

La fonction w(x) est positive, continue, décroissante (&(z)
est croissante) pour z > 1, continue de droite pour z =1,

-t l[2w(x)] est non crmssante hm w(z) < 11m 39 (a: ) =0,

fx}.[2w(x)]dx>fxl[2w(x]dx+z f [ ( )] x =
k=2
I 1 Tp—1 '
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Lr—1

_—_fw/l[2w(x)]dx+2aklog i =f +n—1,
1 k=2 1

oo}

alors, l'intégrale f x A[2 w(x)] do est divergente. Au contraire, si

1
Pon prend u(x) au lieu de A(x), on obtient une intégrale conver-
gente. La fonction x A[2 w(x)] est bornée parce qu’elle est décrois-
sante et positive; la fonction x u[2 w(x)] est continue et on a (voir
la prémisse)

lim *e2o@] o)

v=n T A20(X)] soor0 AMz)

alors, x u[2 w(x)] est bornée. Soit z u[2 w(x)] < M. On a pour
x > 1 (voir la définition des nombres ay, c,)

an < Aea), Ty < 2ew),

a, ay, 1 Ay
o) sl < G

*n n x.k n—1
/-x,u[2w(x)]dx§z‘/ z 0(‘1’;”(1 +uYa<
=2 s i=1
z, ) Tp—1 )
n 1 Tk ‘ ; n—1
22—2 x/l[ﬁ(a_’f) dx—}—MXek:
P=2 x% )] F=1
Tp—1
n—1 n n—1
- ag Ty 1
=Y gleg MY a= Yt MY
iz i=1 i= =1
Tn

L’intégrale f x u[2 w(z)] dx posséde une limite finie pour n = co
7 :
et la fonction sous le signe d’intégration est essentiellement posi-
[e]

tive, c’est-a-dire 'intégrale f z u[2 w(x)] dx est convergente. Notre
/ e
lemme est démontré.

Démonstration du théoréme 2. Trouvons pour A(x) et u(x)
la fonction w(x) du lemme 6. On a
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2 w(zx)
Al2 ()]
w(z) étant décroissante, le second membre de 1’équation est non

croissant d’apres la prémisse du théoréeme 2 et d’apres le lemme 6.
De plus, on a

fxwx)dx %f ME“’;&)] 2 u[2 o(z)] de <

w(l)
.= 2 w(1)]
i

a0

222 w(x) = - 2? A[2 w(2)];

x u[2 w(z)] de,

c’est-a-dire, 1'intégrale f x w(x) dz est convergente. Nous pouvons
’ 1
construire f(z) et appliquer le théoréme de M. Jarnik.

Soit f(x) = 0 pour tout point irrationnel de lintervalle

(0, 1) et ,
f(%)é 2 w(g)

pour toute couple d’entiers tels que 0 < p << g et que la fraction pg—!
soit irreductible. Nous allons démontrer que f(z) a la propriété P
par rapport a u(z).

1° u(z) remplit la condition 1° du théoréme 1.

2° f(x) est une fonction & variation bornée. On a

Z/x)<22qw

z rat.

La derniére sene est convergente parce que  w(x) est décrmssant
et poéitif et f x w(x) dx est convergente.
1

Soit z,, ,, . . ., Zn une suite croissante de points de I'intervalle
(0, 1). Si A, est le plus grand des nombres f(z,), f(2,+1); on a

| H(2n) — f(zn 1) | < An.
Le méme » ne figure dans la somme

m=1

}] | Hw) — fEns) |
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que deux fois au plus; la somme est au plus égale & 22 f(z), alors,

@ rat.
f(x) est & variation bornée. On voit aisément que f(x) est une
fonction des sauts.

3% Soit &, &, &, . . . une suite épuisant I'ensemble des nombres
rationnels qui tombent dans (0,1), & &= & pour k£ 1. On a

Zu[l f& + 0) — (&) 1< un[z o(g)),

Eu[lffk )—f&— 0 1< ¥ g ul2 ola)].

g=1
Les séries sont convergentes parce que la fonction

A _ k2 o@)]
zul2w(x)] = T2o@)]

est décroissante (voir la prémisse) et I'intégrale

z A2 w(z)]

[+ 9]

fx ul2 w(z)] de
1
est convergente. Nous pouvons appliquer le théoréme 1.

11 nous reste 4 démontrer que f(x) n’a pas la propriété P par
rapport & A(z). Il est évident que la fonction f(x) n’a pas de dérivée
aux points rationnels. Nous allons démontrer que f(x) n’a pas
de dérivée aux points irrationnels @ qui satisfont a I'inégalité
o—F|<ew ®)
pour tout ¢ > 0 et pour certains p, g entiers, ¢ > ¢. Nous pouvons
supposer pg—* irreductible. (Si I'inégalité considérée est vraie pour
pg—1 reductible, elle 'est aussi pour PQ—1 = pg—1, Q@ <gq, P, Q
entiers.) Soit [pl, ¢11s (P2 @21, (D3> ¢s], . . . une suite de couples des
entiers qui remplissent I'inégalité (f) et telles que lim ¢, = oo pour
lim n = oo, pug,—! irreductible. On a

1(palgn) — 1(O) 2 w(ga)
Dnfqn — Dnlgn — © ' =
n = 2’: - ’
2wv(q)=2 o ’ ' '

fi=w

lim w(gs) = 0, hm( )':0,
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. f(@

111161) sup | =— —o— ‘ =2,
| Hz) — £(6) f —/(6)

lxlmelnf s l

et f(z) n’a pas de dérivée au point 6.

On ne peut pas couvrir 'ensemble M des points ou f(z) ne
posséde pas de dérivée, par une infinité dénombrable d’intervalles I,
tels que

[ e}

YLy <e,

n=1

si ¢ est un nombre positif assez petit. En effet, d’ apres le théoréme
de M. Jarnik, on a

L{M[w(x)], Az)} = co.
Soient I, les intervalles couvrant M et soient R, g positifs et tels que
Li{M[w(x)], A(z)} > R > 0.
Soit 0 < e < R, ¢ < A(g). On a ou bien
ml, 2 o, Amly) = A(g) > &
pour un certain r entier positif, ou bien

E AmI,) > R > e
=1

La fonction f(z) n’a pas la propriété P par rapport & A(x). Ainsi,
le théoréme 2 est démontré. )
*

O derivabilitd funkef s variaci kone&nou.
(Obsah pfedeslého &lanku.)

_ BudiZz f(z) funkce s variaci koneénou v intervalu (a, b); po-
sloupnost z;, ,, . . ., nécht obsahuje v8echny jeji body nespojitosti;

@u(@) = f(z + 0) — (@), go(2) = f(2) — f(x — 0).

Véta 1. Budlz A(x) spojitd a rostouci pro =z > 0, A(0) =
= A0 + 0) = 0, z—! A(x) nerostouci. Rady

Z ALl @) 11, 2 Al pa) |1

budte konvergentni. Budiz M mnoZstvi onéch bodi v (a, b), v nichz
funkce skokdl, pislusnd k funkei f(x), nemé derivaci rovnou nule
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(ve vSech bodech mimo M je ovSem derivace funkce f(z) rovna
derivaci spojité ¢asti funkee f(z), pokud nékterd z téchto derivaeci
existuje). Potom lze, pro libovolné ¢ > 0, pokryti mnozstvi M
spodetnym mnoZstvim intervalii, jejich délky A4, spliiuji nerovnost
}: Mdy) < e.
n=1
Véta 1 jest ostrd, jak ukazuje tato
Véta 2. A(z), ,u(oc) budte rostouci a spopte pro z > 0, z—1 A(z),

x—ly(x),—i((—?)—, nerostouci pro x > 0, A(0) = A(0 + 0) = u(0) =

= u(0 4 0) = 0, lim /;((x)) = 0. Potom existuje funkce skoku f(z),
z=0+0
definovana v (0, 1), ktera m4 (pfi témze oznadeni jako ve vété 1). tyto

vlastnosti:

1. Rady Euu Pu(ze) |1, Zﬂ[l ga(ze) |1 jsou konvergentni.

2. Ex1stu]e e > 0 tak, Ze mnozstw M nelze pokryti spoéetnym
mnozstvim intervald, ]G]lChZ délky A4, by spliiovaly nerovnost

0

Ady) < e

A=1
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