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Sur la dérivabilité des fonctions à variation bornée. 
Bohu§ Jurek, zalina. 

(Reçu le 4. décembre 1934.) 

§1. 

Soit f(x) une fonction à variation bornée, définie dans l'inter­
valle (a, b) et xv x2, xz, . . . une suite épuisant l'ensemble des 
points de diseontintinuité de f(x). 

.Posons: 
f(x + 0) — f(x)^cp1(x), 
f(x) — f(x — 0)=:<p2(x), 

®l(x) = S <Pi(Xl), ®2 -= 5 ] ^(^ 
a^Lx.<?x a<x<Lx 

V(x) = f(x) — 0x(x) — &2(x). 
tp(x) est une fonction continue à variation bornée (voir par ex. 
Leçons sur l'intégration par H. Lebesgue, Paris 1928, p. 61.) 
f(x) — ip(x) est dite la fonction des sauts de f(x), \p(x) la partie 
continue de f(x). 

J'ai démontré1) le théorème suivant: 
Prémisse: 0 < oc < 1, les séries 

* r = l * = 1 

sont convergentes. » 
Thèse: L'ensemble des points f, où la partie continue y>(x) de 

f(x) possède une dérivée et qui ne remplissent pas la condition 

v.â :,;,;;,' . v*(«-=/m 
est de mesure nulle et de dimension haussdorffienne au plus 
égale à oc* 

x) Voir mon mémoire ,»Sur la dérivabilité des fonctions discontinues", 
Vëstnlk Krâl. C. Spol. Nauk, classe II, 1931, mémoire XXVII, page 17. 



Je vais démontrer que le théorème cité plus haut est valable 
aussi pour certaines fonctions plus générales que les fonctions 
xa(0 < a < 1). J'ai l'honneur de remercier ici M. le prof. Jarnik 
qui a revu mon travail et qui a simplifié surtout la démonstration 
du lemme 2. 

Théorème 1. Prémisse: 
1° X(x) définie pour X^LO, continue pour x > 0/ croissante, 

X(0) -= A(0 + 0) == 0, x—1 X(x) non croissante. 
2° xl9 x2, xz, . . . une suite qui épuise Vensemble D des points de 

discontinuité de f(x) à variation bornée, définie dans (a, b). 
Les 

S m %(*») I), £ A d %(**)!), 
k=l Jc=ï 

sont convergentes. 
Thèse: On peut couvrir Vensemble des points f, oit la partie 

continue ip(x) de f(x) possède une dérivée et pour lesquels Véquation 

*>'(£) = /'(f), 
ri est pas valable, par une infinité dénombrable d'intervalles des 
longueurs An tels que 

£A(A) <.e, ř 

s étant un nombre positif donné d'avance.2) 

Lemme 1. 

Prémisse: X(x) remplit les conditions du théorème 1; av a2, . . . 
est une suite de constantes positives telle que À(at) + X(a2) + ... est 
convergente. 

Thèse: On peut trouver une suite de constantes positives bl9 b2, 
bz, . . . telle que À(b±) + A(62) + ... est convergente et 

lim £- = 0. 

2) En retranchant la partie continue tp(x) de la fonction f(x), on obtient 
précisément la fonction des sants <Px(x) + ^2(^)5 e n appliquant le théorème 1 
à cette fonction, on voit que, sous les conditions indiquées, la fonction des 
sauts de la fonction f(x) possède une dérivée égale à zéro partout sauf dans 
un ensemble qui, pour chaque e > 0, peut être couvert par une infinité 
dénombrable d'intervalles dont les longueurs An satisfont à l'inégalité 

JJИXf; 
n = l 



D é m o n s t r a t i o n . Désignons 
m oo 

$m = V A(an), am = V X(an). 
n=l n=m+l 

Soit 0 < q' < 1 < q et qq' < 1. Trouvons pour tout entier positif k 
un nombre nk tel que atlJc < q'k. La série 

E= Sni + (Sn% — S,ni)q+ (Sn3-Sni)q* + . . . 

est convergente parce que 

Snjc — Snjc_1 < oH_l pour k = 2, 3, . . . 
et 

Sni + 2 (Snk_x - Snk) q* < Sni+ £ o«hq* < Sni + £ <7'V 
* = 1 k=l k^l 

pour tout p entier positif. 
On peut écrire 

oo 

S = V c n A(an) où cw ̂ > 1, lim cn = oo. 
-••J n=oo 
n^l 

Trouvons maintenant un entier positif N tel que cn X(an) < 
< X(\), cn > 1 pour tout n > N. Soient 6l5 62, . . .,bN des nombres 
positifs et cn X(an) = X(bn) pour n > N. Un tel choix des nombres 
bn est possible parce que X(x) prend dans l'intervalle (0, 1) toute 
valeur de l'intervalle [0, A(l)] . X(x) . x—1 étant non croissante et 
X(x) étant croissante, on a pour n > N 

A(6n) ^ A(«n) ^ < A(an) _ 1 
bn ' ' an bn — h(bn) cn 

et par suite 

l i m ^ = 0. 
n = oo 0n 

La série X(b±) + X(b2) + . . . est convergente parce qu'elle est 
identique à la série cx X(ax) + c2 X(a2) +. . . . Notre thèse est dé­
montrée. 

Lemme 2. 

Prémisse: Ax + A2 + A3 + . . . une série convergente de 
constantes positives, xx, x2, x3, . . . une suite infinie de points diffé­
rents entre eux, R = (— oo, -f- co). 

Thèse: II existe un système fini ou dénombrable d'intervalles 
ouverts Kl9 K2, K3, . . - sans points communs deux à deux, qui possède 
les propriétés suivantes: 
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1° La longueur An de Kn est la somme d'un nombre fini où d'une 
infinité de constantes Ak, chaque Ak ne figurant qu'une fois dans 
les expressions des An. 

2° Soit h > 0; si x e R — E Kn et si xkl, xki, xks, . . . (kx < 
n 

< k2 < k3 < . . .) sont tous les points de la suite x±, x2, . . . qui sont 
situés dans (x, x + h >, on a 

n . 

D é m o n s t r a t i o n . Démontrons, tout d'abord, l'existence 
d'une suite d'ensembles Ev È2, E3, . . . jouissante des propriétés 
suivantes : 

Propriété (ax)\ E1 est un intervalle ouvert de longueur Av 

Propriété (an) (n > 1): En = En—i-+ In, où In est un inter­
valle ouvert, dont les extrémités n'appartiennent pas à En—\ et 
tel que m (In — /„•. 2?w_i) = m (En — En^.{) = An. (mE signifie 
la mesure lebesguienne de l'ensemble E.) 

Propriété (bn) (n I> 1): Si xeR — En, si h > 0 et si xmi, 
Xmt, • • •> %mk (w&i < m2< m3 < . . . < mi) sont ceux parmi les 
points x1, x2, . . ., xn qui sont situés dans (x, x + h>, on a 

m [En .(x,x + h>] ;> ^Amp. 

Prenons Ex = (xx — Ax, a^); donc les propriétés (al), (61) sont 
vraies (car, si x e R — Ex et si x1 e (x, x + h >, on a x <1 x1 — Ax, 
x + h ^> xlt donc m [Ex (x, x + h > ] 2> Ax). Supposons mainte­
nant les ensembles Ek définis et les conditions (ak), (bk) réalisées 
pour tout k < n (n > 1). Pour définir En, procédons comme il 
suit: Soit ô le plus grand nombre positif tel que 

m [(R — En-x) (xn — à, xn)] = An. (oc) 

En conséquence de (ak), chaque Ek (k < n) est une somme d'un 
nombre fini d'intervalles o u v e r t s et finis; donc xn—ô e R — En—\. 
Soit rj = 0 si xne R — En—i; au contraire, si xn e En—\, soit r\ > 0 
le plus grand nombre tel que (xn, xn + rj) C J-7»—i, donc xn + rj e 
e R — En—i. Posons In = (xn — ô, xn + r\)\ évidemment, on a 
m (In — En—i . In) = An, donc la condition (an) est satisfaite. Soit 
maintenant x € R — En (donc aussi x € R — Ek pour k < n) ; soit 
h > 0. Désignons par xMl, xm%, . . ., xmx (m1<m2< . . . < mx) 
tous les points de lia suite xx, x2, . . ., xn, situés dans (x, x + h>K 

Si mx < n, on a d'après [b(n— 1)] 

m [En (x,x + h>]^m [En^ (x, x + h > ] !> £ | AMp; 
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si mx = n, on a x <; xn — ô, x: -f h ^> xn, (xn — ô, xn) C (x, x -f h > 
et de plus (ccn — ô, xn) C _V> par suite, on a aussi 

m [En (x, x + h > ] I> m [i-V-i (a, a + A > ] + 
+ m [(En — _7n_i) (xn — ô, xn)] ;> 

x—i 

^^Amp + m [(R — En-X) (xn— ô, xn)]. 
P=i 

La dernière grandeur étant égale à An [voir (oc)] on obtient la 
propriété (bn). 

oo 

Posons maintenant E = V En. L'ensemble E est ouvert, donc 
n = l 

-B = V Kn, où les Kn sont des intervalles ouverts et disjoints. 
n 

Nous allons démontrer que les Kn satisfont aux conditions de la 
thèse. Soit Ki = (oct, Pi), Kr = (ocr, f3r), r =M. On a oci c R — E, 
d'où vient ai e R — Èn pour chaque n et de même fae R — En, 
oct e R — En, f}r e R —' En. 

On a 

Ki = KiE^ -\-\Ki (En — En—i), 

oo 

Kr = KrEx + \ Kr (F7n — En—\). 

Ex étant un intervalle, on a ou bien KjI?x = K/JS/x — 0 ou bien 
KiEx = _*!, K^ = 0, ou bien K%EX = 0, K^x = Ev Alors une 
des grandeurs mKiEx, mKrEx est égale à zéro, l 'autre à zéro où 
à Av Pour n > 1 remarquons que l'on a ou bien InKi = 0 ou bien 
ïn C Ki et de même pour Kr, le cas In C Kr, Fn C K\ étant exclu. 
Si Jn^ i = 0 , o n a (En — En-l)Kl = 0 (car En — En-X C In). Si 
I* C Ki, on a 

(En En—\) Kl = Etif -— _vw—i = In InEn—x, 

donc m [(En — _n_i ) K~j] = _ „ . Alors m [(En — _n_i) K{] et 
de même m [(EA — 2?n_i) ,Kr] est égale à zéro ou à An, le cas 

m [(En — En^) K{\ =- m [(En — En-X) Kr] = „ 4 

étant exclu. On a donc, en effet, 

mKt = 27 AA{, mKr = 27 _ ^ , 

où ^ < Aa < , . . , /^ < /*2 < . . . et Ai =t= //7- pour chaque couple 
[Ml-
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Soit maintenant h > 0, x e R — E KH\ soit x^, xk2, . . . (kx < 
< k2 < . . .) la suite de tous les nombres xv x2, . . . qui sont situés 
dans (x, x + h > ) ; soit e > 0. Il existe un s > 0 tel que 

On a, x e R — i?^, donc, d'après (bs) 

h^>m [Ekg (x,x + h>]^^Ak.>^Aki — e, ^Ak{ <I h. 
i<l8 i i 

Le lemme 2 est démontré. 
R e m a r q u e 1. Il est évident que le lemme 2 reste vrai aussi 

si Von remplace la condition h > 0 par h < 0, pourvu qu'on 
remplace l'inégalité 

2 Aк ;= h т a г S Akn =^ i A I • 

Lemme 3. 

Prémisse: Ak ^> 0 pow £ow£ ewiier positif k; co(x) définie et 
croissante pour x I> 0, co(0) = 0, ar-1 co(#) est non croissant, la série 

Y* co(An) est convergente. 

n = \ 
00 

Thèse: La série V An est convergente. 

D é m o n s t r a t i o n . On a lim An = 0 pour Kmw = oo (car 
autrement on n'aurait pas lim co(An) = 0 pour lim n = oo]. Il 
existe un oc > 0 tel que An <£ oc pour chaque n et par suite 

co(̂ 4w) co(oc) 
An 

An ^ ~ ^ T - 0)(An) 
o)(oc) 

pour chaque ^ pour lequel An + 0. Mais, on a co(0) = 0 et la der-. 
nière inégalité reste vraie aussi pour An = 0. La série co(At) + 
+ co(-42) + • • • étant convergente, la série Ax + A2 + . . . est 
aussi convergente. 

Lemme 4. "' ' ' r> " t î0 

Prémisse: 1° &(x) définie pour x ^> 0, continue pour x > 0, 
croissante pour x _ ; 0, #(0) = # ( + 0) = 0. * 

2° a* ;> 0 pow & = 1, 2, 3, . . . 
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3° La série V #(an) est convergente. 
n = l 

Thèse: 

Km V &(can) = 0. 
c=+0 -<-J n = l 

Démons t ra t ion . On peut trouver pour tout e < 0 un m tel 
que 

00 

0 < £ #(a„j < |e . (!) 
n=m + l 

Soit a* le plus grand des nombres av a2, . . ., aw. Il existe un 
nombre positif K < 1 tel que 

0< *<«!,)< -£, 

pour tout c qui satisfait à l'inégalité 0 < c < K; cela vient du 
fait que &(+ 0) = #(0) = 0. On a pour k <L m et pour 0 < c < K 

cak <I caA, 

&(cak) ^ ê(caÀ) < . ^ , 

^ ] #(can) < £e. 

De plus, on a pour 0 < c < K et pour w = 1, 2, 3, . . 
caM < aM, 

et d'après (1) 

J] #(caм) < |£, 

oo 

^Җcaн) <e. 
n = l 

Lemme 5. 
Prémîsst 
Thèse: 

г du lemme 3. 

• 00 0 0 ш (S An)=s ^^ 
n = l n = l 

Démons t ra t ion . Notre affirmation est évidente si Ak =c 0 
pour tout & considéré. Supposons qu'il existe des k pour lesquels 
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Ak 4= 0. Soit pour tout k pour lequel Ak 4= 0 

co (iл-) co(Ak) D w =i 
— ^ = B* et soit — = B. 

ZA* 
w = l 

Pour tout k tel que Ak = 0 soit Bk = B. On a .B* _: fi pour tout 
entier positif k. Nous pouvons écrire 

w = l 
(S "̂) = ^ + BA* + BA*+ •••> 
w = l 

J] œ(An) = BXAX + BzA2 + B3A3 + . . ., 
n = l 

00 00 

û>(J ] -4 w )^ J]co(.4w). 
w = l w = l 

D é m o n s t r a t i o n d u t h é o r è m e 1. Considérons la fonction 
<Pi(x) (i = 1 ou i = 2). Soit an = | <pi(xn) | . Trouvons (lemme 1) 
une suite de constantes positives bl9 62, 63, 64, . . . telle que A(6X) + 
+ ^(62) + A(63) + . . . est convergente et 

l i m 1 ^ 1 = l i m ^ - - 0 . , (2) 
n=ao On n=oo &n 

Soit 0 < c < 1. Soit F/,,1 l'ensemble des points des intervalles Kn 

du lemme 2, où AU = cbk. On peut appliquer le lemme 2 car la 
série A(6X) + A(62) + . . . est convergente et par suite (voir lemme 3) 
la série bx + 62 + 63 -f . . . est aussi convergente. Trouvons aussi 
l'ensemble Ec

2 jouissant de la même propriété par rapport à h < 0 
(voir le lemme 2 et la remarque 1). Désignons Mc = Ec

x + Ec
2 

et E = IIMC. 
c > 0 

Soit x un point n 'appartenant pas à E -f D (voir la prémisse 
du théorème 1). Il existe un K tel que 0 < K < 1 et que x n'appar­
tient pas à D + JlkfK. D'après le lemme 2, on a 

^кк 

où la sommation porte sur toutes les valeurs de n telles que xn e 
€ (xy x + h > . En utilisant ce dernier résultat, nous pouvons 
écrire (pour les mêmes valeurs de n) 
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Фi(x + h) — Фt(x) 
~ h 

J ] I ?*(*:.) I 5 ] «« 
< 

к%ьn к%< 

Si | h | tend vers zéro, le plus petit des nombres n considérés 
croit à l'infini. D'après (2), on peut pour tout e > 0 trouver un rj tel 
que .pour 0 < | h | < rj et pour chaque n, pour lequel xn tombe 
dans l'intervalle (x, x + h > ) , on à 

T- < K.£. 
On 

On obtient en sommant les inégalités an < eK6n 

Yian 

n 

<Pi(x + h) — 0i(x) 
Һ 

< Є. 

La fonction &i(x) possède une dérivée (égale à zéro) aux points de 
(a, b) n'appartenait pas à E + D. Construisons maintenant 
l'ensemble E pour i = 1, 2 (voir le commencement de la démon­
stration) et soit M la somme de ces ensembles. On a 

01(x) + 02(x) = f(x) — rp(x). 

Si £ est un point de (a, b) qui n'appartient pas à M + D, nous 
pouvons écrire 

&i(S) = &*(6) =- o. 
Supposons que ip(x) est dérivable pour un des points f. On a dans 
ce cas 

0 = é~U{x) ~~v(iC)le-*= /,(l) ~ v'{i)' 
/'(f) = v m 

On peut couvrir l'ensemble M + D par un nombre fini ou 
par une infinité dénômbrable d'intervalles tels que 

2 Цàn) < Є, 

An étant la longueur de l'intervalle w-ième et e un nombre positif 
donné d'avance. En effet, soit e > 0 et <xx, ot2> ocz, . . . une suite de 
constantes positives telle que 
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5) A(*,) <-te 
n = l 

soit c tel que Von a 
00 

5A(cbn)<|£, 
n = l 

pour bn correspondant]^ 9?«(-c„) pourri = 1, 2. (Un tel c existe 
d'après lemme 4.) Entourons Jmaintenant tout point xk par un 
intervalle de longueur ak et couvrons l'ensemble M par les ensembles 
1_V pour i = 1, 2, /u = l, 2. Tout intervalle J composant Ej* a pour 
mesure le nombre 

ml = 5 Cbyfc, 
À, 

où le même & n'intervient qu'une seule fois. On a (voir lemme 5) 

k k 

Désignons par 6W(*) les nombres 6n appartenant à <p%(xn). Alors, 
00 00 

J ] X{ml) ^ 2^] A(c6n(i)) + 2 J X(ebHW) < |4£ . 
4*1=1 n = l 

La somme des valeurs X(x), où x parcourt les longueurs de tous; 
les intervalles couvrant M + D est plus petit que s. Le théorème 1 
est démontré. 

§2. 
Soit f(x) une fonction qui possède une limite de gauche dans 

l'intervalle (a, b > et une limite de droite dans l'intervalle < a, b). 
S'il est possible de couvrir l'ensemble des points, où f(x) ne possède 
pas de dérivée, par une infinité dénombrable d'intervalles Jn tels 
que [h(x) remplit les cond. 1 du théorème 1] 

00 

X(mln) < e, 

quel petit que soit e > 0, nous dirons que f(x) a la p ropr i é t é P 
par rapport à X(x). Le théorème 1 nous conduit à la question, si la 
condition 2 de la prémisse de ce théorème soit nécessaire pour que 
la fonction f(x) aie la propriété P par rapport à X(x). La réponse 
à cette question est négative. On pçut pour X(x) donné trouver une 
fonction f(x), définie dans un certain intervalle (a, b), telle que, 
xx, Xz, . . . étant une suite épuisant l'ensemble des points de discon­
tinuité de f(x) dans (c, d), les séries 

Casopis pro pëstovâni matematiky a fysiky. % . Vf 



2j | f(x„ + 0) - f(xn) | , E | /(,„ - 0) - /(*) |, 
* = 1 

sont divergentes quel que soit (c, d) C (a, b) et f(x) a la p r o p r i ­
é t é P p a r r a p p o r t à A(#). 

Pour pouvoir construire une telle fonction, nous allons démon­
trer la t h è s e suivante: On peut pour toute fonction co(x), définie 
pour x 2> 0, continue, croissante et telle que co(0. + 0) = co(0) = 0, 
trouver une suite de constantes rationnelles positives av a2, a3, . . . 
telle que la série co(at) + co(a2) + . . . est convergente. En effet, 
il suffit de choisir pour tout n naturel un an > 0 tel que co(an) < n~2. 

P r é m i s s e s e t c o n v e n t i o n s . 
1° co(x) continue, croissante, co(0 + 0) = co(0) = 0, x~l co(x) 

décroissant. 
2° a* rationnel, positif pour Je = 1, 2, . . ., S co(an) convergente. 
3° av a2, a3, . . . une suite épuisant l'ensemble des nombres ra 

(a fixe, irrationnel, r variable, rationnel) qui tombent dans l'inter­
valle (a, b);am + an pour m + n. 

4° <5i, ô2, ô3, . . . une suite décroissante de constantes ration­
nelles, positives, tendant vers zéro; t\ + ô2 + . . . est divergente; 
%m,n = ocm + \ambn pour m = 1, 2, 3, . . . et n = 1, 2, 3, . . .; 
-m,n = (<*W) OCm + ttmOw). 

On voit aisément qu'on a Im,n+i C Im,n pour chaque couple 
d'entiers positifs [m, n]. Nous allons démontrer que la relation 
xViQ = xm>n a lieu si m = p, n = q et dans ce cas seulement. D'après 
la prémisse, l'égalité am = ap n'est vraie que si l'on a m = p. 
Prenons am = rma, ap = rpa (rm, rv rationnels). Si l'égalité xm>n = 
= xPtq a lieu, on aura 

ocm + -^amon = av + ^avOq, 
oc (rm — rv) = | (apôq — amôH). 

L'égalité est impossible si rm + rv. Dans ce cas le premier membre 
serait irrationnel, le second rationnel. Si rm = rv et (par suite) 
m = p, on a 

\av (ôq — ôn) = 0, 
àq = àn, q = n. 

D é f i n i t i o n . Soit yt + y2 + y3 + '. . . une série divergente de 
nombres positifs telle que 

lim £- = 0. 
n=oo v n 

Considérons la fonction suivante: 

/(#»*,«) = — amynj m 

гs 



pour xm:n qui tombe dans l'intervalle < a, b > ; pour les autres 
points x de l'intervalle < a, b > soit f(x) = 0. Soit xv x2, xz, . . . 
une suite épuisant l'ensemble des points xm>n qui tombent dans 
l'intervalle (a, b); xp =f= xQ si p + q. Soit (c, d) un intervalle quel­
conque à l'intérieur de (a, b). Je dis que les séries Z \ f(xn + 0) — 
— f(%n) I et Z | /(#,*) — /(#„ — 0) | (d'ailleurs identiques) pour 
les xn qui tombent dans (c, d) sont divergentes. L'intervalle (c, d) 
contient un des intervalles Im,n> Cela vient du fait que (c, d) 
contient un des points am. Celui-ci forme l'extrémité gauche de 
tout intervalle Imn (n variable) et par suite aussi d 'un intervalle 
Im,h qui est contenu dans (c, d)\ si c < d, on trouvera un tel inter­
valle en réalisant la condition 

am + a>màk < d. 

L'intervalle Im>k contient les points xm>k, xm>k+1, xmik+2, • • • et 
la série 

c o GO 

JJ I f(xm,n) — f(xm,n —-.0) | = J ] | f(xm,n + 0) — f(xm)n) | == 

r»5 

•» oo 

m 2j ' 

est divergente. Par suite, la série Z \ f(xp + 0) — f(xp) \ et la série 
-£ I /(#:») — /(̂ 2> — 0) I Pour les xp qui tombent dans (c, d) est aussi 
divergente. 

Désignons par M l'ensemble des points de l'intervalle (a, b) qui 
appartiennent à une infinité d'intervalles Im>n sans appartenir 
à l'ensemble des nombres xPtQ. Je dis que f(x) possède une dérivée 
partout dans (a, b) sauf aux points de M et ,aux points xPiQ. Soit f 
un point au dehors de ces deux ensembles et soit | l 5 | 2 , | 3 , . . . une 
suite tendant vers £. On a , 

p = ao Çp b P=oo Sp S 

La dernière égalité vient du fait que tout | p , pour lequel f(tjp) 4= 0, 
est égal à un xm)n. On a pour toute couple des entiers positifs m, n 
sauf peut-être un nombre fini 

I %m,n — s I £^ Y&m*n> 

f(Xm,n)-f(Š) 

Xш.n ъ 

f(Xm,n) ^ 2 yn 

Vm,n —í\~m dn' 

Si p -> oo, un des nombres m, n croit à l'infini et le second membre 
de la dernière inégalité tend vers zéro. 
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Je démontrerai que Von peut couvrir Vensemble des nombres 
de l'intervalle (a, b) pour lesquels f(x) n'a pas de dérivée par une 

00 

infinité dénombrable d'intervalles IH tels que V co(mIn) < e, 
n-=i 

e étant un nombre positif donné d'avance. Couvrons Vensemble des 
nombres xmin par une infinité dénombrable d'intervalles I'k tels 
que E co(mI'jï) < ^e. Trouvons un entier positif p tel que 

00 

^œiarôt) <\s, 

r=p+\ 

et un entier positif q tel que 

v 
J ] co(amôq) < %e, 

(voir lemine 4). Alors, la somme des valeurs co(x) pour les lon­
gueurs des intervalles I'k pour k = 1, 2, 3, . . ., des intervalles Ikl 
pour k = p + 1, p + 2, . . . et Im pour m = 1, 2, . . ., p est plus 
petite que e. La fonction f(x) possède une dérivée pour tout point 
au dehors de ces intervalles. Elle a la propriété P par rapport 
à co(x). 

Donc, la condition 2. du théorème 1. n'est pas nécessaire pour 
que la fonction f(x) aie la propriété P par rapport à X(x). Néan­
moins, le résultat exprimé par le théorème 1 est, dans un certain 
sens, définitif; cette circonstance est exprimée par le théorème 
suivant: 

Théorème 2. Prémisse: X(x), /x(x) continues, croissantes 
pour x > 0, A(0) = A(0 + 0) = jx(0) = ju(0 + 0) = 0, ar~- X(x), 

1 / % M%) . ^ 
x—1 ulxu ) . ,non croissantes pour x > 0, 

(z(x) 

lim#J4 = 0. 
3=0+0 *(*) 

Thèse,: Il existe une fonction des sauts f(x) définie dans (0, 1) 
telle que les séries 

oo ao 

2 Л*[| 9>i(**) IL 2 , " tl Ы*.) I] 
Jfc=l i = l 

(voir to notation du théorème 1) sont convergentes et qui ri a pas la 
propriété P par rapport à X(x). (Évidemment, f(x) à la propriété P 
par rapport à (i(x)i d'après Je théorème 1.) 
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Pour démontrer ce théorème, nous allons utiliser le théorème 
suivant de M. Jarnik.3) 

Théorème. Soit co(x) une fonction positive pour x^>l. Soit 
M [co(x)] Vensemble de tous les points & de Vintervalle < 0, 1) tels 
que, pour chaque c > 0, le système 

ч 
< 0){q), q> c 

est satisfait par une couple convenable d'entiers positifs p, q. 
Soit X(x) une fonction remplissant la condition 1 du théorème 1. 

Si E est un ensemble linéaire de points, L [E, X(x)] est défini par le 
procédé suivant: Soit Q > 0; couvrons E par un système dénom-
brabled'intervalles de longueursdt, d2, d3,... (di < g); soitLQ [E, X(x)] 
la borne inférieure des nombres S À(di) pour tous les systèmes d'in-

i 

tervalles satisfaisant aux conditions indiquées. Je prends 

L [E, X(x)] = Km LQ [E, X(x)]. 
e-=o+o 

Soit maintenant co(x) une fonction positive, continue, décroissante 
pour x ^> 1, lim co(x) = 0, À [2 co(x)] x2 monotone pour x _• 1, 

cr=oo 

co(x) x2 monotone pour x ^> 1, 
00 00 

/ x co(x) dx est convergente, fx A[2 co(x)] dx est divergente. 
i î 
Alors, on a 

L{M[co(x)], X(x)} = oo. 
Pour pouvoir appliquer le théorème de M. Jarnik, nous allons 

démontrer le lemme suivant: 
Lemme 6. Prémisse: X(x), JLC(X) continues, croissantes pour 

x>0, A(0) = A(0 + 0) = /*(0) = ^(0 + 0) = 0, 

H m T T T - ° -

Thèse: Il existe une fonction co(x) positive, continue, décrois­
sante pour x > 1, continue de droite pour x = 1 et telle que 
x2X[2 co(x)] est non croissant, lim co(x) = 0 pour lim x = oo, Vintégrale 

00 00 

/ x X[2 co(x)] dx est divergente et j x fi[2 co(x)] dx est convergente. 
î î 

* D é m o n s t r a t i o n . Soit 1 > cx > c2 > . . . une suite infinie 
de nombres tels que 

8) V. Jarnik, Ûber die simultanen diophantischen Approxinoationen, 
Math. Zeitschr. 88 (1931), 505—543, Satz 4, pour s =- 1. 
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M%) 1 ^ 
^ < - p o u r O < ^ c t t . 

Soit x0 = 1, xx > 1 quelconque, ax = A(Cx). Si nous connaissons 
Q>x > a>2 > • • • > n̂—î («jfc ^ A(c*)) et #0 < .rx < . . . < #w-_i, choi­
sissons xn tel que 

i Xn ^ l . -log > et 
xn.—i an—i 

l _Xn >̂ 
Xn—1 A>\Cn) 

et prenons 

an = 
log- X" 

#n—1 

Formons une série convergente ex + e2 + e3 + . . . de con­
stantes positives telle que en < xn+\ — xn. Si ê(x) est inverse 
à X(x), soit 

co(x) = 
• > - * • ( ? ) • 

dans les intervalles <xn—i + en_i, œn> pour w = 2, 3, 4, . . . 
et soit 

co(x) = i # ( - y ) dans <#0, x{>. ĄЩ 
On a pour tout x de ces intervalles x2 X[2 co(x)] = an; par suite, 
la fonction x2 X[2 co(x)] est non croissante sur l'ensemble des 
points où elle est définie. Dans les intervalles <xn, xn + en>, nous 
pouvons prendre 

co(x) = | i*(^) 

où ocn(x) est une fonction continue et décroissante dans l'intervalle 
<xny xn + en> et telle que oc(xn + 0) = oc(xn) = xn A(2 co(xn)] et 
oc(xn + en — 0) = a(xn + en) = (xn + en)

2 X[2 co(xn + en)]. 
La fonction co(x) est positive, continue, décroissante (ê(x) 

est croissante) pour x > 1, continue de droite pour x = 1, 

#2 A[2oo(#)] est non croissante, lim co(x) <£ lim | # ( - | ) = 0, 

f xl[2co(x)]dx^ f xl[2co(x)]dx + ^ f * * * f è ) d a j ,= 
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Xl n Xl 

/*.-A[2eи(.-)]d.-+У>»log — = f + n — 1, 
J Bг Xh-X J 

alors, l'intégrale l x X[2 co(x)] dx est divergente. Au contraire, si 
• / 

l'on prend ju,(x) au lieu de X(x), on obtient une intégrale conver­
gente. La fonction x A[2 co(x)] est bornée parce qu'elle est décrois­
sante et positive; la fonction x ju[2 co(x)] est continue et on a (voir 
la prémisse) 

lim жft- 2 *»(*)! ^ ü m ftø 
x=o0 x À[2 co(x)] æ=0+o Я(x) 

0, 

alors, x ju[2 co(x)] est bornée. Soit x [i[2 co(x)] <L M. On a pour 
x I> 1 (voir la définition des nombres an, cn) 

an fg A(cn), -~ <1 A(c»), 

d# + Ж JJ £* ^ 

•(5)-«»"[*(?)] "i? 
f x fi[2 co(x)] dx £ £ / x .«[*(§) 

»- *fc—1 

*&—i 
n n—1 n - n—1 

£=2 

x. 
n 

L'intégrale ( x /u[2 co(x)] dx possède une limite finie pour n = oo 
1 

et la fonction sous le signe d'intégration est essentiellement posi-
00 

tive, c'est-à-dire l'intégrale / x ju[2 co(x)] dx est convergente. Notre 
î 

lemme est démontré. 
Démons t r a t i on du théorème 2. Trouvons pour X(x) et ju(x) 

la fonction co(x) du lemme 6. On a 
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co(x) étant décroissante, le second membre de l'équation est non 
croissant d'après la prémisse du théorème 2 et d'après le lemme 6. 
De plus, on a 

X X 

/
x co(x) dx = 4 / —r^ ,* x a\2 co(x)] dx < v ' 2J JU[2CO(X)] rL v / J = 

=ś „roLлм / x !*t2 °>(x)] dx> A.[2a)(l)] 

c'est-à-dire, l'intégrale / x co(x) dx est convergente. Nous pouvons 
î 

construire f(x) et appliquer le théorème de M. Jarnik. 
Soit f(x) = 0 pour tout point irrationnel de l'intervalle 

(0, 1) et 

fl^\ = 2co(q) 1î) 
pour toute couple d'entiers tels que 0 < p < q et que la fraction pg^1 

soit irréductible. Nous allons démontrer que f(x) a la propriété P 
par rapport à JU(X). 

1° JU(X) remplit la condition 1° du théorème 1. 
2° f(x) est une fonction à variation bornée. On a 

oo 

x rat. g=2 ( ,, 

La dernière série est convergente parce que x co(x) est décroissant 

et positif et j x co(x) dx est convergente, 
î 

Soit x1, x2, . . ., xm une suite croissante de points de l'intervalle 
! (P, 1). Si An est le plus grand des nombres f(xn), f(xn+1), on a 

I/O*»)— /(#n+i) I ̂ - 4 * . 

Le même w ne figure dans la somme 

n=l 
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que deux fois au plus; la somme est au plus égale à 2 V f(x), alors, 
x гat. 

f(x) est à variation bornée. On voit aisément que f(x) est une 
fonction des sauts. 

3° Soit £l9 f2, f3, . . . une suite épuisant l'ensemble des nombres 
rationnels qui tombent dans (0,1), Çk 4= | j pour le =f= l. On a 

2/.[|/(l* + 0)-/(.5,)|]^|]?iJ[-û'(ï)]. 
& = 1 £ = 1 

00 00 

2 / 4 ' /(&) — / ( & - 0) |] ̂  J «,«[2 (»(?)]. 
fc=-l tf-1 

Les séries sont convergentes parce que la fonction 

ju[2 co(x)] 
x JLL[2CÜ(X)] x A[2 co(x)] 

A[2 co(x)] 

est décroissante (voir la prémisse) et l'intégrale 
0C 

/ 
x JLI[2 co(x)] dx 

est convergente. Nous pouvons appliquer le théorème 1. 
Il nous reste à démontrer que f(x) n 'a pas la propriété P par 

rapport à X(x). I l est évident que la fonction f(x) n 'a pas de dérivée 
aux points rationnels. Nous allons démontrer que f(x) n 'a pas 
de dérivée aux points irrationnels 0 qui satisfont à l'inégalité 

— < a>{q), (ß) 

pour tout c > 0 et pour certains p, q entiers, q > c. Nous pouvons 
supposer pq~~x irréductible. (Si l'inégalité considérée est vraie pour 
pq—1 réductible, elle l'est aussi pour PQ—1 = pq~x, Q < q, P,Q 
entiers.) Soit [p-., qx], [p2, q2], [p3, q3], . . . une suite de couples des 
entiers qui remplissent l'inégalité (/S) et telles que lim qn = 00 pour 
lim n = 00, pnqtf-1 irréductible. On a 

f(p.г/qn)-f( ) 
Pn/qn — 

2 юtø,) ̂  2 f-

2 co(qn) 

VnlЧn — 
> 2 , 

\im co(qn) == 0, limj^--
n—oo y?n 

I t 

e\ = o, 

25 



lim sup 

lim inf 
.r= 

f(x)-f( ) 
x-

m- f( ) 

> 2, 

et f(x) n'a pas de dérivée au point 0. 
On ne peut pas couvrir l'ensemble M des points où f(x) ne 

possède pas de dérivée, par une infinité dénombrable d'intervalles In 
tels que 

Š*M-) < є , 

si e est un nombre positif assez petit. En effet, d'après le théorème 
de M. Jarnik, on a 

L{M[a>(x)], X(x)} = oc. 

Soient In les intervalles couvrant M et soient R, Q positifs et tels que 

LQ{M[co(x)l X(x)} > R > 0. 

Soit 0 < e < R, e < A(@). On a ou bien 

mlr _; Q, X(mlr) I> A(@) > e, 

pour un certain r entier positif, ou bien 

2 Цmin) :> B > є. 

La fonction /(o?) n'a pas la propriété P par rapport a X(x). Ainsi, 
le théorěme 2 est démontré. 

0 derivabilitě funkcí s variací koneénou. 

(Obsah p ř e d e š l é h o č lánku.) 

Budiž f(x) funkce s variací konečnou v intervalu (a, b)\ po­
sloupnost xx, x2, . . ., nechť obsahuje všechny její body nespojitosti; 

?i(*) = /(^ + 0) — f(x), cp2(x) = f(x) — f(x — 0). 
Věta 1. Budiž X(x) spojitá a rostoucí pro x > 0, X(0) = 

= X(0 + 0) = 0, x—1 X(x) nerostoucí. Rady 
oo oo 

2 ^[| í'^*) I], J A [ | %(**)!] 
buďte konvergentní. Budiž M množství oněch bodů v (a, b), v nichž 
funkce skoků, příslušná k funkci f(x), nemá derivaci rovnou nule 
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(ve všech bodech mimo M je ovšem derivace funkce f(x) rovna 
derivaci spojité části funkce f(x), pokud některá z těchto derivací 
existuje). Potom lze, pro libovolné e > 0, pokrýti množství M 
spočetným množstvím intervalů, jejich délky An splňují nerovnost 

Š *Ш 
Věta 1 jest ostrá, jak ukazuje tato 

V ě t a 2. X(x), jbi(x) buďte rostoucí a spojité pro x > 0, xr~l X(x), 
X(x) 

x-1^), \ \ , nerostoucí pro x > 0, A(0) = A(0 + 0) = fi(0) = 
[Á(X) 

ní %\ 
= JU(0 + 0) = 0, lim ~-{ = 0. Potom existuje funkce skoků f(x), 

z=0-f0 A(X) 
definovaná v (0, 1), která má (při témže označení jako ve větě 1). tyto 
vlastnosti: 

oo GO 

1. Rady J ] / i [ | (pAxk) | ] , ^ p\\ cp2(xk) |] jsou konvergentní. 
* = i &=i 

2. Existuje e > 0 tak, že množství M nelze pokrýti spočetným 
množstvím intervalů, jejichž délky ňn by splňovaly nerovnost 

oo 
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