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Eine mit dem vollstiindigen Vierseit zusammen-
hiingende Schlieflungsaufgabe.

K. Mack, Praha.
(Eingegangen am 13. Marz 1937.)

1. Vier beliebige Geraden abcd, von denen keine drei durch
einen Punkt*) gehen (,,vollstindiges Vierseit*) schneiden sich
bekanntlich in 6 Punkten, die zu je dreien auf je einer der gegebenen
Geraden liegen. Es gibt 4 solcher Punkte-Tripel, von denen je 2
einen gemeinsamen Punkt haben. Zu jedem dieser 6 Schnitt-
punkte gibt es stets einen und nur einen Punkt, der mit ihm nicht
auf derselben Geraden liegt. Wir nennen sie ,,Gegenpunkte im
Vierseit”“. Die 6 Schnittpunkte werden also von 3 Paar Gegen-
punkten im Vierseit gebildet. Zwei Punkte, von denen nicht der eine
Gegenpunkt des andern ist, sollen ,,Nachbarpunkte* genannt wer-
den. Nach dieser Festsetzung hat also jeder Punkt 4 Nachbar-

punkte.
2. Definition. Wahlt man einen Punkt P in der Ebene des :
,»,vollstindigen Vierseits‘, welcher nicht auf einer der gegebenen
Geraden des Vierseits hegt, und verbindet man P mit den 6 Schnitt-
punkten des vollstiandigen Vierseits, so sollen diese 6 Strahlen der
,»»Schein des Vierseits aus P genannt werden. Je 3: Stmhlen
Welche die' Punkte eines Tripels (siehe 1.) mit P verbinden, sollen
ein ,,Dnll.mg“, je 2 Strahlen, die Gegenpunkte im Vierseit verbin-
den, ein ,,Zwilling‘‘ genannt werden. Je 2 Strahlen, die nicht einem
,,Zw1lhn ‘ angehoren, bestxmmen einen’ Drilling, der diese belden
Strahlen enthalt.
~ 3. Eigenschaften des Scheins eines Vierseits. ,,Es gibt unend- i
-lich viele Parallelogramme, deren Paare gegeniiberliegender Eck-
%unkte je auf den Strahlen zweier Zwillinge liégen, wobei die

arallelogrammseiten zu den Strahlen des dntten Zwﬂlmgs (Rich-
tungszwilling) parallel sind.*

Ein solches Parallelogramm ist durch einen Punkt auf einem
/béheblgen Strahl’ und. einen Zwilling (der diesen Strahl mcht :

*) Auch.ein unelgenthcher Punkt :soll darunter verstanden werden
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enthalten darf), dessen Strahlen die Richtung der Parallelogramm-
seiten angeben, bestimmt. Parallelogramme mit parallelen Seiten
sind dhnlich und liegen zentrisch mit dem Zentrum P.

4. Beweis: Man fallt die vier gegebenen Geraden als Spuren
von vier Ebenen auf, welche durch einen gemeinsamen Punkt 8
im Raum gehen, von dem P die Parallelprojektion auf die Zeichen-
ebene in der Richtung (SP) ist. Die vier Ebenen begrenzen also

Fig. 1.

eine vierseitige Pyramide mit der Spitze S. Dann sind irgend zwei
Zwillinge — etwa die Strahlenpaare von P nach den Schnitten
[a.b] [c.d] bzw. [b. c] [d . a] — die Parallelprojektion von gegen-
* iberliegenden Kanten dieser Pyramide, wiahrend der dritte Zwilli

‘nach den Schnittpunkten [a.c] [b.d] die Parallelprojektion der
_Schnittlinie zweier gegeniiberliegenden Pyramidenflichen darstellt.
Schneidet man die Pyramide mit einer Ebene, welche sowohl zu
der Schnittlinie von 8 nach [a . c] als auch von § nach [5. d] parallel
- ist, dann werden gegeniiberliegende Flichen in parallelen Geraden
zu diesen Linien geschnitten, die Ebene schneidet also aus der
Pyramide ein Parallelogramm aus, dessen Bild die in 3. gemachte
Aussage erfiillt. (Fig. 1.) Ein soloches Parallelogramm ist durch
den Richtungszwilling und einen Eckpunkt bestimmt. Da zwei
- beliebige Zwillinge als Bilder von. Gegenkanten einer Pyramide
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aufgefaBBt werden konnen, so ergibt sich, daB es drei Gattungen
von Parallelogrammen gibt, deren Seiten jeweils zu dem Strahlen-
paar eines Zwillings parallél sind. (Fig. 2.)

5. Projektive Verallgemeinerung. Denkt man sich die
Seiten eines solchen Parallelogrammes unbegrenzt verlingert, so
ist es nichts anderes als ein vollsténdiges Vierseit. das die Schnitt-
punkte der Strahlen eines Zwillings mit der unendlich fernen
Geraden als gegeniiberliegende Punkte besitzt. Ersetzt man in

Fig. 2.

diesem Zusammenhange die unendlich ferne Gerade durch eine
beliebige Gerade v so treten anstelle der angegebenen: Parallelo-
(gimmme Vierseite, deren Paare gegeniiberliegender Punkte auf
en Strahlenpaaren der ,Zwillinge* liegen.

Beweis: Man transformiere durch eine solche kollineare
Abbildung das gegebene Vierseit und die Gerade v, dal v im trans-
formierten System zur unendlich fernen Geraden wird. Im trans-’
formierten System gibt es nach- Satz 3. Parallelogramme, denen
im Originalsystem Vierseite entsprechen, von denen drei Paare
gegeniiberliegender Eckpunkte bzw. auf den Strahlenpaaren der
drei Zwillinge liegen. Ein solches Vierseit ist bestimmt durch ein
Paar auf den beiden Strahlen eines Zwillings angenommener
Gegenpunkte und durch einen Eckpunkt auf einem weiteren -
Strahl. Da die Wahl dieser drei Punkte beliebig auf je einen Strahl

Casopls pro pistovéni matematiky a fysiky. 14 - . . 201

”




des Scheines erfolgen kann, ergeben sich o3 Vierseite, von denen je-
der Eckpunkt in je einem Strahl des Scheines liegt.

6. Es gibt co® vollstandige Vierseite, von denen je ein Eck-
punkt so auf je einem der 6 Strahlen des Scheines liegt, daB gegen-
iberliegende Eckpunkte stets auf Strahlen eines Zwillings liegen.

Den in 3. und 6. ausgesprochenen Lehrsitzen kann offenbar .
eine kinematische Deutung gegeben werden.

*
0 konfiguraei rovnob&Znikd pFi dplném étyfstranu;
(Obsah piede&lého &ldnku.)

V Gplném d&tyfstranu vytvoreném &tyfmi piimkami a, b, ¢, d
mé kaZdy ze Sesti rohd privé jeden t. zv. prot&jsi roh; na pt.
[ac], [bd] jsou dva protéjsf rohy. Necht P znadi hbovolny bod ro-
viny, rizny od kazdého rohu &tyfstranu; dvojice paprski spojuji-
cich bod P se dvéma prot&j§imi rohy jest t. zv. sdruZend dgojice
paprskii (Zwilling). V predchézejfcfm ¢linku jest dokédzéna tato

- véta:

Jsou tii fady o nekoneéném poétu rovnobéiniku takové, Ze |
pary protéjdich vrcholit rovnob&iniki kaZdé Fady leZi na obou
paprscich jedné sdruZené dvojice a strany téch rovnobé&Zniki jsou
rovnob&iné s paprsky tiet{ sdruZené dvojice.

- Pri dikazu povaZujeme &tyii (frfmky aplného ¢étyfstranu za
stopy &tyf rovin prochazejicich bodem S v prostoru, ktery v né-
jakém rovnob&iném promiténf mé obraz P. Necht «, B, y,  znadi
tyto &tyii roviny. Pruseény rovnobéZnfk téch rovin s rovinou
rovnobéinou s ob&ma pifmkami [«y] a [fd] vede na rovnobé&znik.
jedné Fady s popsanymi vlastnostmi. Vyménou «, §, y, 6 obdrzime
dal&f ¥ady. — Hofej§f véta se d4 projektivné zobecniti tak, Ze se
misto pifmky v .nekoneénu uvazuje néjakd piimka v konednu.
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