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Integrál prosté hodnoty polynomu. 
V. Hruška. 

(Došlo 29. října 1930.) 

1. V dřívějším svém pojednání1) jsem dokázal větu: V uzavře
ném oboru < — 1, -f- 1 > funkce f(x) a její prvé n -f 1 
der ivace buďte spoj i té a n + 1-vá der ivace buď v něm 
stá le od nuly různá. Je-l i Pn(x) t a k o v ý m mnohočlenem 
n-tého řádu, že 

+i 
f\f(x)—Pn(x)\dx (1) 

—1 

jes t minimem, má rovnice 

.. .•. f(x)-Pn(x) = 0, (2) 

v onom oboru přesně n -f- 1 j ednoduchých, navzá jem růz
ných kořenů, k t e r é splňuj í a lgebra ickou rovnic i 

./ Hn+1(x) =* ; S í n [ ( n + 2 ) a r C 7 *] = 0. (3) 
n+iv ; 2 n + 1 srn (arccos-a;) v ' 

2. Vypočtěme nejprve 

_f\Hn+i(x)\dx=±- (4) 

Kořeny rovnice (3) jsou totiž -

_ ^ - ^ ^ c o s ^ — , i = 1,2,. . .n.+ 1, 

*) Aproximace funkcí mnohočlenem Pn(x) tak, aby í\ f(x) — Pn(x) \ dx 

byl minimem; Věathík II. tř. Král. České Spol. Nauk v Praze 1929. 
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takže 
+ 1 xt %% 

J I Hn+1(x) | dx = jHn+1(x) dx — JHn+1(x) dx + 
— 1 — 1 Xy 

xa + 1 

+ f Hn+1(x) dx — ...{— l)w+x f Hn+1(x) dx \. 
x, xi+1 

Avšak substitucí x . = cos <p plyne 
(n + l—i)n 

x+1 m «+2 

/

u i \i 1 f sin (n + 2) y . 
# w + i ( * ) dx = —žňjrj s i n 9 , • s m P • ^ = 

x. (n+2~4)n 
w+2 

( l\n+l—i 

= -(n + 2).2n , ( . - - 0 , l , - 2 , . . . n + l) 

a odtud přímo (4). 
3. Užijme naší věty k aproximaci funkce f(x) = v ac,a?n+1. 

V případě minima integrálu 

+ i . + i . 

f | a ^ 1 — Pn(«) \dx=f\ Qn+1(x) | d# (5) 
—i —i 

bude rovnice (1) 
Qn+i(x) = a0x^ — Pn(x) = 0 (1*) 

a lgebra ickou rovnic í n + 1-vého ř á d u o všech kořenech stej
ných s rovnicí (3)"a tedy mnohočlen na levé straně (1*) bude až na 
činitele a0 i d e n t i c k ý s mnohočlenem Hn+1(x). Minimum integrálu 
(5) tedy nastane. bude-H 

Qn+i(x) = aJHn+i(x). (§) 

ZvoHme-H však ?a Qn+i(#) libovolný jiný mnohočlen než (6), bude 
integrál míti hodnotu větší než 

+ i 

( v l . . / l ^ + i ( * ) l ^ = - ^ - -
—1 . 

P r o k a ž d ý mnohočlen Qn+i(x) ř á d u n+ 1 p l a t í t e d y ne
rovnice 

11* 
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+l 

/ ! & + ! ( * d x ^ - ^ ) (7) 

a z n a m é n k o r o v n o s t i má za nás ledek i d e n t i t u (6). 
Rozšiřme větu na libovolný obor a . . . b. Napřed jej substituci 

transformujme na obor — 1 <I t <^ + 1, načež obdržíme, že v 

Qn+i(x) = a0x
n^ + ... = a0lt^\n+\n+i + _ = Qn+1(t) , 

( b a\n + 1 

—-—1 koeficientem nejvyšší mocniny t. J e s t p r o t o 

' b 

f\Qn+i(x)\dx^ía0\-^Y*2. (9) 
a. \ l 

Znamení r o v n o s t i má za následek, že po s u b s t i t u c i (8) 

( b a\n~*"-" 
—2~-1 .Hn+i(t). 

Interpretujme větu geometricky: Součet p r o s t ý c h h o d n o t 
ploch v y t v o ř e n ý c h mezi k ř ivkou 

y = a0x
n+x + . " . . + an+1, - (10) 

osou x a p o ř a d n i c e m i x == a a x =-= b j e s t s tá le větš í nebo 

( b — a\n + 2 

—-—J . Rovnost má za následek, že křivka (10) 

jest podle (8) specielně afinní s y — Hn+i(t). 

Sur l'intégrale de la valeur absolue d'un polynôme. 

( E x t r a i t de l ' a r t i c l e p r é c é d e n t . ) 

J'ai démontré, dans un mémoire antérieur,**) le théorème 
suivant: Soit f(x) et ses ( n + 1 ) premières dérivées continues, 
dans l'intervalle fermé < — 1, + 1 > et /(n+1)(-c) y soit toujours 
différente de zéro. Si Ton choisit le polynôme Pn(x) de manière 

*) Bëheim tisku ëlânku jsem zjistil, 2e minimum (7) bylo odvozeno 
ji£ Korkinem a Zolotargvein.^Mr un certain minimum; Nouvelles 
annales de mathématiques 1873.) 

**) Mémoires de fa Société .Royale des Sciences de Bohême 1920. 
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que l'intégrale (1) soit minimum, l'équation (2) aura dans l'in
tervalle < — 1, + 1 > précisément n + 1 racines simples et dif
férentes, satisfaisant à l'équation algébrique (3). 

Appliquons le théorème à la fonction f(x) = a^pc71*1. L'équa
tion (2) étant algébrique, le polynôme Qn+i(x) = a^x*1*1—P»(#) 
est nécessairement identique à Hn+i(x) au facteur a0 près. En 
choisissant pour Pn(x) un polynôme qui ne rend pas (5) mini
mum on a alors l'inégalité 

+i +i 

/ | Qn+i(x) | dx ;> | a01. /1 Hn+i(x) \ dx = i | p -

—î —î 

pour un polynôme Qn+i(x) quelconque d'ordre n + 1, le signe 
= entraînant l'identité (6). Par la transformation (8) on en cal
cule l'inégalité (9) pour un intervalle d'intégration quelconque. 
L'interprétation géométrique de ces inégalités est évidente. 
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