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UuvoD

Teorie stability se zabyva vlivem poruch na chovéni nejrizngjsich systémi. Stabilitou pfitom
rozumime kvantitativni vyjadteni ,,odolnosti* soustavy proti porucham. Z elementarni fyziky
je kaZzdému dobfe zndm pojem stability polohy: hmotna kuli¢ka v nejniZiim bod€ jamky je ve
stabilni poloze, zatimco t4Z kulitka napf. na vrcholu kuZele je v poloze nestabilni (labilni).
Tato intuitivni pfedstava snadno vede k definici stabilni polohy jako takové, do niZ se soustava
(t8leso, hmotny bod) vzdy vrati, pokud z ni byla vychylena dostate¢né malo, neboli pokud nastala
porucha dostatend mald. Pfi zkoumdni stability dynamickych systémi, to je systémi, jejichZ
stav je v Case proménny, budeme obdobné za stabilni povaZovat takové, jejichZ chovédni v Case se
zméni dostatetn& mélo, pokud porucha byla dostatetné mald. Pfesné definice této stability na~
lezne Ctendf nize.

V technické praxi se velmi asto setkdvame se soustavami, jejichz chovani v &ase lze popsat
oby¢ejnymi linedrnimi diferencidlnimi rovnicemi s konstantnimi koeficienty. Uvddime namatkou
napi. matematicky popis kmitd hmotného bodu, zav&Seného na pruZing, rovnice pfechodovych
jevil v elektrotechnice, rovnice pro vystup linedrni regulované soustavy s regulatorem ve zpdtné
vazbé apod. Jak zndmo, obecné feSeni rovnic s konstantnimi koeficienty zaleZzi na kofenech
tzv. charakteristické rovnice. Partikularni fedeni, odpovidajici kofenlim se zdpornou redlnon
Casti, konverguji pro t — - k nule a budeme je nazyvat stabilni, kdeZto Feleni, odpovidajici
kofenlim s kladnou realnou ¢asti, rostou v absolutni hodnot& pro ¢ — -{-co nade viechny meze
a nazveme je nestabilni. Tato feSeni se projevi v chovani soustavy, jakmile dojde k poruse, vy~
jadrené nap¥. zménou potateénich podminek nebo pravé strany rovnice. Ndzev stabilni a ne-
stabilni se zde vztahuje vlastné k stabilité ustdleného stavu. Otdzkami rozloZeni kofend polynomu
v komplexni rovin& v souvislosti se stabilitou se zabyvala fada vyznaénych fyzikl a matematikd.
Uvadime francouzského matematika C. Hurwitze, ktery v r. 1856 opublikoval préaci, v niZ uvadét
souvislost mezi poétem kofent s redlnou Casti v daném intervalu a poétem znaménkovych zmén
koeficientds jisté kvadratické formy. Podobny problém formuloval v r. 1868 anglicky fyzik
J. C. Maxwell [28]. Angli¢an E. J. Routh [32], ktery se zabyval problémy stability v mechanice,
pouzil Sturmovu vétu a Cauchyho teorii indexu a objevil algoritmus pro stanoveni po&tu kofent
mnohoglenu s kladnou redlnou &asti. Z toho potom vyplynulo kritérium stability: stabilni je
soustava, kterd nemd Z4dné kofeny s nezdpornou redlnou &ésti.

Na feSeni problému stability se podilel i Cechoslovak Aurel Stodola, ptivodem z Liptovského
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Mikul4dSe (1859—1942). V dobé, kdy pusobil jako profesor na curyiské polytechnice, predloZil
problém stability parnich a plynovych turbin [34]. Tato price byla podnétem pro préci profesora
cury¥ské university A. Hurwitze [15], ve které stanovil algebraické kriterium stability. Podobngd
jako Routh, vychdzel z vysledkt C. Hermitea.

V roce 1914 francouzsti matematikové Liénard a Chipart stanovili nové kritérium stability.
Pouzili specialni kvadratické formy a ziskali kritérium podobné kritériu Hurwitzovu. Pfed timto
ma viak vyhodu, nebof podet determinantovych nerovnosti je asi poloviéni.

Podle &astetné zvefejnéné price L. Cremera [9] a na ni nezdvislé praci A. Leonharda [23]
lze zndzornit feSeni diferencidlni rovnice v komplexni roviné. Z toho také vychdzi Cremerovo
-Leonhardovo kritérium stability. Stejny postup byl vypracovan A. V. Michajlovem [29]. Toto
kritérium se také nazyva Michajlovovo-Leonhardovo.

V roce 1921 uvetejnil J. Schur [33] diikaz Hurwitzovy véty a Routhovo schéma sestavil do
pfehledné tabulky. Proto se také v literatufe vyskytuje termin RouthGv-Schuriv algoritmus.

Daldim vyznamnym krokem pfi zkoumdéni stability bylo uréeni podminek stability, vhodné
definované, pro sloZit&j3i a zejména nelinedrni soustavy. Nejvétsi zasluhu v této oblasti ma rusky
matematik A. M. Ljapunov, ktery ve své doktorské disertaci [26] v r. 1892 formuloval obecny
problém stability pohybu a objevil efektivni pfesnd kritéria pro tuto stabilitu. Ljapunov rozdélil
zplisoby feseni problému stability na dvé skupiny: do prvé skupiny (tzv. prvni metoda) néleZi
postupy, pfi nichZ se vyjadii (napf. ve tvaru fady) obecné nebo partikuldrni feeni a vySetfuji
se jeho vlastnosti. Druhd skupina (tzv. druhd Ljapunovova metoda) zahrnuje algoritmy, které
bez znalosti fefeni diferencidlni rovnice umoZiuji na zdklad€ vlastnosti jistych funkci Casu
a stavovych veli¢in uréit, zda soustava je stabilni. Dal3i rozvoj zaznamenala Ljapunovova teorie
v pozdgjiich letech, uvadime zde napk. prace N, G. Cetajeva, I. G. Malkina, L. Cezariho, R. Con-
tiho a mnoha jinych.

Uvedeny struény pfehled nevylerpdva dila vech autorl, zabyvajicich se problémem stability.
Uvadi pouze ta nejzdvazngjdi, kterd jsou pfedmétem ndsledujicich kapitol.

Tato price ma podat pfehled nékterych, v praxi asto uZivanych, vysledki teorie stability.
Je rozdélena do &tyf kapitol. V prvni kapitole jsou uvedena nejduleZitéj$i algebraickd kritéria
stability: Routhovo, Hurwitzovo, Schurovo, Liénardovo-Chipartove a Michajlovo-Leon-
hardovo. V dalsi &asti kapitoly je struénd zminka o problému stability pro pfipad promé&nnych
koeficientli diferencidlnich rovnic, kritéria stability pro diskrétni systémy a kritéria aperiodické
stability. Odvozeni nenf provedeno podrobng, je spi§ jen naznaleno, ale jsou uvedeny vysledné
vztahy, podle kterych lze kontrolovat stabilitu diferencidlnich rovnic. Druh4 kapitola je vénovdna
prvé Ljapunovové metod$ a zahrnuje mj. n&které vysledky O. Perrona a N. P. Jerugina. Tfeti
kapitola pojedndva o druhé Ljapunovové metods; jsou zde dokdzany klasické Ljapunovovy véty
a n&které novéjsi vysledky, které na né logicky navazuji. Posledni, &tvrtd kapitola, je vénovédna
aplikacim teorie stability hlavn& na problematiku samo¢inné regulace linedrnich i nelinedrnich
soustav.

V préci, kterd ma poslouZzit &tenafi jako viceménég elementdrn{ uvod do uvedené problematiky
a ma tedy ryze kompiladni charakter, jsme se samozfejm& nemohli zdaleka dotknout viech
problémil, které do této oblasti spadaji. Jde o to, Ze teorie stability je stile pfedm&tem zkoumani
a stale se objevuji nové vyznamné vysledky. Napf. v souvislosti se zavadénim samodinnych
Cislicovych pocitalth vyvstdva problém stability samotnych numerickych metod pfi mnoho-
nasobném opakovani poletnich operaci [2], {11]. Sama prvd Ljapunovova metoda tizce souvisi
s daliim rozvojem kvalitativni teorie diferencidlnich rovnic. Otdzky stability hraji daleZitou roli
i v teorii optimdlniho fizeni.

Véfime, Ze i pfi omezeném vybéru tematiky se ndm podafi vzbudit zdjem o tuto zajimavou
a uZitetnou oblast, pro rozvoj technické kybernetiky nezbytnou.



1. STABILITA LINEARNICH SOUSTAV

Diferencidlni rovnice, popisujici linedrni soustavy maji bud konstantni nebo
proménné koeficienty. Problém stability obvodd popsanych diferencidlnimi rovnicemi
s konstantnimi koeficienty lze povaZovat za vyfeSeny. Jak bylo fe€eno v tivodu,
zabyvala se touto problematikou fada autori jiZz bdhem minulého stoleti. Naproti
tomu je problém stability obvodd popsanych diferencidlnimi rovnicemi s promén-
nymi koeficienty dosud otevieny. Byl vyfeSen pouze pro n&které specidlni p¥ipady.

P Foiant
1

1.1. Kritéria stability pro ysk tnimi k y

Existuje celd fada kritérii stability vypracovand réiznymi autory. V n&kterych
piipadech byla vypracovdna shodnd kritéria nezdvisle riiznymi autory. Jindy byla
kritéria dopIn&na nebo zlepsena daliimi autory, takZe se u jednoho kritéria uvdd&ji
dv& jména. VSechna tato kritéria matematicky feSi stejny problém: polohu kofent
charakteristické rovnice v komplexni roviné. Kritéria, uvedend v této kapitole,
vychdzeji z koeficientdt charakteristické rovnice, takZe neni nutno hledat kofeny.

NeZ pfistoupime k popisu jednotlivych kritérii, uvedme n&které zdkladni pojmy.
Je to predeviim Cauchyho index redlné raciondlni funkce R(x) v intervalu (a, b),
ktery je oznadovén 1% R(x), kde a a b jsou redlnd &isla. Budeme tak nazyvat rozdil
mezi poStem nespojitosti funkce R(x) s pfechodem od — oo k + o0 a pottem nespo-
jitostf s pfechodem od + oo k — oo v intervalu (a, b). Jestlize plati R(a) = R(b) = 0,
potom index I R(x) lze vyjddfit pomoci ptiristku spojité funkce arctg R(x)

(1.1) IR(x) = —Abarctg R(x) (a <b).

Pro a= —, b= + je R(~w) = R(+w) a vztah (1.1) plati pro libovolny
racjondlni zlomek.

Dile to je Sturmova posloupnost. M&jme kone€nou posloupnost redlnych mnoho-
Clentt

(1'2) f1(x)»fz(x)»f3(x), e fm(x) »
kterd md v intervalu (a, b) tyto vlastnosti:

1. P¥i libovolné hodnot& x (a < x < b), pti které je kterdkoliv funkee fi(x) rovnd
nule, dv& sousedni funkce f_,(x) a fi4(x) maji hodnoty rtizné od nuly a riiznych
znamének, tj. z fi(x) = 0 pfi a < x < b vyplyvd: fi_,(x) fir (%) < 0.

2. Posledni funkce f,(x) v posloupnosti (1.2) je nenulovd uvnitt intervalu (a, b),
ti. fu(x) # Optia < x < b.

Jestlize posloupnost (1.2) vyhovuje ob¥ma uvedenym podminkdm, nazyvd se
Sturmovou posloupnosti.

Oznatime-li potet zmén znamének pii konstantni hodnot8 x v posloupnosti (1.2)
jako V(x), potom pii zm&n& x v intervalu (a, b) miZe se veli¢ina V(x) m&nit pouze
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v piipadg, kdy nékterd z funkei posloupnosti (1.2) prochdzi nulou. Podle podminky 1.
pii prichodu nulou funkee fy(*) (k =2,3,...,m — 1) se veliGina V(x) neméni.
Jestlize prochdzi nulou funkce fi(x), pribude nebo ubude jedna zména znaménka
v posloupnosti (1.2) v zdvislosti na tom, méni-li se pfitom vztah fo(x)/fy(x) z — o0
do + oo nebo naopak. Z toho pak vyplyvd

Sturmova véta. Jestlize fi(x), fa(x), fo(x), ..., fu(x) Jje Sturmova posloupnost
v intervalu (a, b) a V(x) je podet zmén znamének v této posloupnosti, potom

5 J2(x)
1.3a) n = V(a) — V(b).
( V@)
Na zdkladé tohoto teorému lze dokdzat, 7e plati vztah
(1.3b) IER(x) = I:f—z@ = V(a) - V(b).
fi()

Pomoci Sturmovy véty je moZné stanovit podet redlnych riiznych kofent mnoho-
&lenu f(x) uvnitt intervalu (a, b), nebof tento podet je roven I[ f'(x)/f(x)]. Dile
uvedeme dileZity Euklidiv algoritmus. Nejprve pfipomefime tuto vétu:

Véta 1. Ke kaZdym dvéma mnohoélenim P(x), Q(x) % O existuji takové jedno-
znaéné uréené mnohocleny S(x) a R(x), Ze

1. P(x) = O(x) S(x) + R(x),

2. R(x) je nulovy mnohoclen nebo mnohoclen stupné nizstho nez mnohoclen o(x).

Véta 2 (Euklidtiv algoritmus). Nejoétsi spolecny délitel dvou (nenulovych) mnoho-
élenit P(x), Q(x) se urci takto:

1. P(x) délime podle véty 1 mnohoclenem Q(x):
P(x) = Q(x) S,(x) + Rl(x)

[Ry(x) je zbytek.]
2. Q(x) délime mnohoclenem R,(x):

Q(x) = Rl(x) Sz(x) + Rz(x) s
R,(x) délime mnohoclenem R,(x):
Ry(x) = Ry(x) S5(x) + Ra(x)

atd. Posledni zbytek Ry(x) = O je hledany nejvétsi spolecny délitel.
Nyni pfejdeme k nékterym kritériim stability.




1.1.1 Routhiw algoritmus

Routhiiv problém spoéivd v urdeni poétu k kotenli redlného mnohoélenu f(z)
n-tého stupng, které se nachdzeji v pravé poloroving (Re z > 0).

Nejprve se budeme zabyvat p¥ipadem, kdy mnohodlen f(z) nemd nuly na imagi-
ndrni ose. Existuje kruZnice v komplexni rovin& se stfedem v poédtku takovd, Ze
viechny nuly mnohoglenu f(z) s kladnou redlnou &sti (jejich podet znadime k) leZi
v oblasti vymezené imagindrni osou a pravou polovinou této kruZnice. Potom bude
mit arg f(z) ptiriistek 2kn nebo nn [kde n je F4d polynomu f(z)] podle sméru pohybu
po obvodu uvedené oblasti. Pro piiristek arg f(z) bude platit

(1.4) A¥Zarg f(jo) = (n — 2k)m.

Pro dalsi feSeni zavedeme odligné oznaleni pro sudé a liché koeficienty mnohoclenu
(1.5) f(2) = agz” + boz" ™t + a 2" 4+ by + L

Mnohotlen f(z) lze rozsi¥it na libovolné komplexni &islo, aniZ by se zménil p¥iristek
argumentu (1.4)

(1.6) jl—nf(jw) — 11(0) - i fow)-

Pro funkce v pravé &sti rovnice (1.6) plati

(1.7) fi(®) = ag0" — a,0""F + a,0""t — L,

fo@) = bw" ™t = by + by — ...

Z vyrazi (1.1) a (1.6) dostaneme vztah

s g o) = L a2 g0 _ e 500
nAuwargf(Ju)) n‘A_marctgfl(w) l‘wfl(w).

Na zdkladg tohoto vysledku a s pouZitim vztahti (1.4) a (1.7) miZeme ps4t
Bt _ n-3
(18) ol To b oy

apw" — a;0"" % 4 ...

Levou &4st rovnice (1.8) urdime pomoci Sturmovy véty. Jmenovatel a Eitatel
zlomku jsou urleny vztahem (1.7). Nyni se budeme zabyvat pfipadem, kdy pro
posledni Elen Sturmovy posloupnosti plati m = n + 1. Potom stupeii kaZzdé funkce
Sturmovy posloupnosti bude o jednotku men3i neZ stupeil pfedchozi a posiedni
funkee £,(w) bude nultého stupné.



Z EBuklidova algoritmu vyplyvd

a - - -
19  fy(w) = b—°cuf2(a)) — fi®) = cow" ™% ~ c ;0" Tt 4 0" — L
(1]
pro koeficienty pravé strany plati
(1.10) o= ay — 30 p, = Dot — aoby
by by
€1 = a3 — &bz = ____boaz — aokz-,
bo bo

ao boty+y — Aobi+s
O = oy — — by = ———.
k k+1 bo k+1 bo
Podobné pro dalsi funkci
b - .
fu(w) = c—°wf3(m) — fiw) = doo" 3 — dyo"" 5 + ...,
o

jejiZ koeficienty jsou uréena vztahy

(1.11) dy = b, — Do, — Sob1 = boty
Co Co
dy = b, — 20, = Gob2 = bz
Co Co
cob, — boc,
dk=bk+1——ofk+1= 09%+1 0Ck+1

o o

Stejnym zpiisobem se uréi koeficienty dalsich funkci. Z koeficientt jednotlivych
funkci Sturmovy posloupnosti se sestavi Routhovo schéma

(1.12) Ao, A1, A3, A3, .-
bD’ bl’ bZ’ b3’ see

Co> €15 €2, €35 -
do, dy, dy, ds, ...

Abychom mohli snadno vyjddfit libovolny prvek Routhova schématu, zavedeme
nova oznadeni:

(1.12a) R(1,0), R(1, 1), R(1, 2), ...
R(2,0), R(2,1), R(2,2), ...
R(3,0), R(3,1), R(3,2), ...
R(4,0), R(4, 1), R(4,2), ...



k-ty prvek m-tého ¥ddku lze potom vyjddfit vzorcem:

(1.12b)  R(m, k) = R(m — 2,k + 1) — ﬁ(’" = 20) R(m — 1,k +1) .

(m - 1,0)

Vzorec plati pro m = 3, nebot prvni dva fddky jsou pfimo koeficienty polynomu f(z)
a teprve dalii se tvo¥i podle vzorce (1.12b). Pro n liché budou mit vidy dva Fddky
schématu stejny podet prvkd. Prvni dva ¥ddky budou mit (n + 1)/2 prvki, dalsi
dva fédky budou mit (n — 1)/2 prvkd, pity a Sesty (n — 3)/2 prvku atd., celkem
bude n + 1 fddkd. Obecnd fadek m a m + 1 pro m liché bude mit (n — m)/2 + 1
prvki. Pro sudé n bude mit prvni fddek n/2 + 1 prvki, druhy a tfeti fddek n/2
prvki, Stvrty a pdty fddek bude mit n/2 — 1 prvki atd. Polet ¥ddkd bude opét

n + 1. Obecné fddek m a m + 1 pro m sudé bude mit (n — m)/2 + 1 prvki.
Jestlize vyraz (1.8) upravime podle Sturmovy véty v intervalu (— oo, + c0), dosta-
neme vztah

(1.13) V(—0) — V(+w) =n — 2k.
V nagem pfipadg pro oba prvky na levé strang (1.13) plati vztahy
V(+ ) = V(aq, bo, Co» do, ---) »
V(—c0) = V(ag, ~bo, Co» —do, ...} -
Jejich soudet ddvd vztah
(1.14) V(-0) + V(+w) =n.
Po slouden (1.13) a (1.14) dostaneme
(1.15) k = V(ao, b, cq, dos --.) -
Z dosud uvedeného vyplyvd
Routhova véta: Pocet kofenii rediného mnohoclenu f(z), leficich v pravé poloroviné
Re z > 0 je roven podtu zmén znaménka v pronim sloupci Routhova schématu.

Z této véty lze snadno odvodit Routhovo kritérium stability, tedy p¥ipad, kdy
mnohodlen f(z) neobsahuje ryze imagindrni kofeny, ale pouze kofeny se zépornou
redlnou dsti. Vzhledem k tomu je k = 0 a vyraz (1.13) bude mit tvar

(1.16) V(—o0) — V(+w) =n.
Oba vyrazy na levé strang jsou v mezich
0ZV(~0)Em—1<n,

0= V(+o0)sm~1

A
B



Rovnice (1.16) bude platit jen v pfpadé m =n + 1, V(+w) =0 a V(-w) =
= m — 1 = n. Ze vztahu (1.15) potom vyplyvd

Routhovo kritérium stability: Aby vSechny koieny redlného mnohoclenu f(z)
mély zdporné redlné Cdsti, je nutné a staci, aby pFi splnéni Routhovy véty vSechny
proky proniho sloupce Routhova schématu byly rizné od nuly a stejného znaménka.

Vyraz (1.8) plati pro p¥ipad, kdy mnoho&len f(z) nemd kofeny na imagindrni ose.
Tento piipad lze je§té zobecnit, pokud mnohoélen f(z) md k kofentt v pravé polo-
roving a s kofenti na imagindrni ose. Vyraz (1.8) bude mit na pravé strang dal3i &len:

nel _ p om=3 g a=S _
(L17) e by b + bo

“l=n-2k-s.
n44__.“

ap0" — a,0""? + a,0
Mnoho&len f(z) se bude sklddat ze dvou &initel&
J(2) = d(z) *(z) -

Mnohodlen d(z) je s-tého stupné a md s kofeni na imagindrni ose. Mnohoglen
*(z) je stupnd n* = n — s a neobsahuje Z4dné ryze imagindrni kofeny. JestliZe
plati (1.6), bude zdroveti

j,,l_s FH(j0) = FiGw) — § 13(i) -

Potom také bude platit
51(0).~ 1) = Zio) L) 1G]

Vzhledem k tomu, Ze 1/j* d(jo) je redlny mnohotlen v proménné w, bude platit

f0) _ 1)
S~ fi)

Podle vjrazu (1.8) bude platit

. *
If“’f—z(w) =[r= fZ(w) =n¥-2k=n—-2k~—s,

") T i)

coz mélo byt dokdzdno.

1.1.2. Hurwitzovo kritérium

Routhitv algoritmus je vhodny pro mnoho€leny, jejichZ koeficienty jsou zaddny
jako konkrétni &isla. JestliZe tyto koeficienty zdvisi na parametrech a je tfeba urcit
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hodnoty t&chto parametrii pro ur&itou poZadovanou hodnotu k (zejména k = 0),
musime mit vyrazy pro veli€iny ¢,, do, ... jako funkce koeficientli daného mnoho-
&lenu. Reenim tohoto problému dospéjeme k metod§ stanoveni hodnoty k a sou-
Casné ke kritériu stability ve tvaru, jak je odvodil Hurwitz.

Vychdzime z mnohoélenu ve tvaru

1.18 z) = agz" + boz" " +a;z"* + byz"73 4+ L.
o 1 1

Z koeficienth mnohodlenu (1.18) Ize sestavit &tvercovou matici n-tého fddu, kterd
se nazyvd Hurwitzovou matici:

(1.19) H=1by by by ... b,
Qo 1 Ay «.. Gy |
0 by by ... by
0 ag ag ... gy

\o 0 by ... by_s

\

Tuto matici upravime tak, Z¢ od sudych ¥ddka (obsahuji koeficienty a,) odetteme
liché Fddky nasobené podilem koeficient prvnich dvou &lenti polynomu (1.18) ag/b,.
Tim dostaneme nové prvky ¢, urfené vyrazem (1.10). Ode viech lichych Fddki
poctinaje tfetim takto vzniklé matice (obsahuji koeficienty b,) odetteme sudé fddky
ndsobené podilem by/c,. ObdrZime dalsi nové prvky d, podle vztahll (1.11). Timto
zpisobem pokratujeme tak dlouho, aZz dostaneme trojuhelnikovou matici, kterd
bude mit tvar

[

(1.20) R = l‘bo b, by b, ”
\0 Co €1 C3 onn
‘\0 0 dyd; ...

ho 00 ¢ ...

Matice R je nazyvdna Routhovou matici. Ziskdme ji z Routhova schématu tim,
Ze oddélime prvni fadek a zbyvajici posuneme vpravo tak, aby prvky prvaniho sloupce
tvofily diagondlu nové matice. Zbyvajici volnd mista doplnime nulami na étvercovou
matici n-tého fadu.

Lze dokdzat, Ze ob& matice, Hurwitzova (1.19) a Routhova (1.20) jsou ekvivalentni.
Piitom, jak je zndmo z teorie matic, dv& matice jsou ekvivalentni tehdy a jen tehdy,
jestliZe pfi libovolném p < n v prvnich p fadcich t&chto matic odpovidajici sub-
determinanty p-tého fddu jsou si rovny. Vzhledem k pfedchozi Upravé, tj. odeCte se
od libovolného fadku matice libovolny pfedchozi fadek pfedem vyndsobeny libovol-
nym &slem, subdeterminanty p-tého fddu v prvnich p fddcich (p = 1,2,3,...,n)
neméni svoji hodnotu, takZe Hurwitzova matice a Routhova matice jsou ekvi-
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valentni:

(1.21) H{1 2 ..p\=Rf12 ...p
iy iy . i, iy iy,
(i iz ienip=1,2,3,..,n p=1,23,..,n).

Na zdkladé toho lze vyjddFit viechny prvky Routhovy matice, resp. prvky Routhova
schématu pomoci subdeterminantii Hurwitzovy matice, a tedy také pomoci koe-
ficientd mnohoglenu £(z).

Pro jednotlivé hodnoty p ve vyrazu (1.21) dostaneme:

1 1 1
1.22) H = by, H =b,, H =b,,
62 ()= on)en ()~
12 12 12
H = byt » H = boty , H = byc, ,
(1 2) oCo (1 3> 0C1 (1 4) 0€2
123 123 123
H = bgcedy, H = bocod,, H = bocod; .
(123) orete (124) oo (125) oot
atd.
Z téchto subdeterminantii lze nalézt vyrazy pro prvky Routhova schématu:
1 1 1
1.23 by=H s by=H s b,=H s
029 bomn() bmn() o nmn()
H 12 H 12
13/ 14

533, #0193
12 BT 4 =

H
(1)

dO »

s 2 =
H 12 H 12
12 12
Hlavni subdeterminanty Hurwitzovy matice budeme oznadovat jako Hurwitzovy
determinanty a zavedeme pro né zjednodusujici oznageni

(1.24) 4, = H(i) = b,

12
4, =H =
=#(13)

by by

Go 4y

>
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4 = 11(1 2. n> _ [ bo by i byey

g Ay «.. Gyoy
0 by ... byos

0 ap...a,,

Podle vztahu (1.22) miiZeme tedy psdt
(1.25) Ay =by; Ay =bgcy; A3 = byced, atd.
JestliZe jsou vSechny prvky prvniho sloupce Routhova schématu rizné od nuly,
budou rizné od nuly také vSechny Hurwitzovy determinanty. Pro viechny prvky
Routhova schématu budou potom platit vztahy (1.23), které jsou obecndjsi neZ
vztahy ziskané pomoci Routhova algoritmu.

Prvky prvniho sloupce Routhova schématu 1ze tedy vyjdd¥it pomoci Hurwitzovych
determinant

: 4
bo =4y, co=22%, do=23 atd.

1 2

Na zdkladg toho lze také vyjddtit poCet zmén znamének posloupnosti
4
V(ao, bos co, ---) = V(ao,Al, 4z ey 2 ) =

= V(ag, 4y, 43, ...) + V(1, 4y, 44, ... -

Z toho pak vyplyvd

Véta Routhova-Hurwitzova: Pocet kofenit redlného mnohoclenu f(z), kieré
se nachdzeji v pravé poloroving, je urden vztahem

(1.26) k= V{ag 4,32, 42 A )
4y 4, :

cof Ize také psdt ve tvaru
(1.27) k= V(ao, ay, a5, ...) + V(1, 4,, 44, ...).

Tato véta plati za pfedpokladu, Ze v§echny Hurwitzovy determinanty jsou rtzné
od nuly.

Pomoci Routhovy-Hurwitzovy véty lze ddle odvodit kritérium stability. Jednd
se o piipad, kdy viechny kofeny mnoho&lenu f(z) jsou rozloZeny v levé poloroving
Re z < 0. Podle Routhova kritéria viechny prvky prvniho sloupce Routhova sché-
matu maji byt rizné od nuly a stejného znaménka. To znamend %e k = 0, z &hoZ
vyplyvd

Routhovo-Hurwitzovoe kritérium stability: K tomu, aby vSechny koreny rediného mno-
hoélenu f(z) = agz" + boz"~' + ... (ao % 0) mély zdporné rediné ldsti, je nutné
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a postacujici, aby platily nerovnosti:

(1.28) ap 4, >0, agd, >0 proliché n,
4, >0, 4, > 0 pro sudé n,

ag 43 >0,

4,> 0.

JestliZe je aq > 0, potom musi byt kladné viechny Hurwitzovy determinanty.

Redlny mnohoélen f(z), jehoZ koeficienty vyhovuji nerovnostem (1.28), se nazyvd
Hurwitzovpm mnohoclenem. Kofeny tohoto mnoho€lenu maji zdporné redlné &dsti,
tedy vyhovuji podminkdm stability.

Pozndmka. V nadj literatufe byva toto kritérium nazyvdno Hurwitzovym (proto také nizev

odstavce). V nékteré zahraniéni literatufe je oznalovino jako Routhovo-Hurwitzovo. V na$i
literatufe se vyskytuje i ponékud odli§né oznaceni koeficientli polynomu f(z)

f(z) = apz" + a,2"" ' + a,2"" 2 + ..+ 4,4z + a,,
n
fz) =Y az""".
=0

Podle Hurwitzova kritéria maji byt viechny subdeterminanty kladné, €ili musi platit nerovnosti

a,>0,
a, >0,

a; az| >0,

o az

a, ay as |>0,

ay a, a,
0 a; a,
la, ayas ... 0 | >0.
ayg ay ag ... 0
0 a,a;...0
0 aya,..0
(R

i

Oznadeni, které bylo uvedeno v této kapitole, je viak vyhodné&jdi pro odvozovéni obou pfed-
chozich kritérii. Také vysledky jsou piehlednéjsi.

1.1.3. Liénardovo - Chipartovo kritérium

Necht je ddn mnohollen s redlnymi koeficienty

(1.29) f(z) = apz" + a;2"" ' + ...+ a, (ap>0).

14



Jestlize md tento mnoho¢len zdporné redlné ¢dsti — vyhovuje Hurwitzovym podmin-
kdm stability

(1.30) ;>0 (i=1,2,...n),

kde

(1.31) 4;=\a, a5 a5 ...
Gg dy dy ... |
0 a, as ...

0 ay a, ...

je Hurwitzitv determinant i-tého fadu.

Jsou-li splnény podminky (1.29), Ize psat mnoho&len f(z) (po vytknuti a,) ve tvaru
soudin® kofenovych &initeld. Jednotlivi souinitelé maji tvar z + u, nebo z2 + vz +
+w (u >0,v>0 w> 0). Potom maji viechny koeficienty mnoho¢lenu kladné
znaménko

(1.32) a;>0,a,>0,...,a,>0.

Na rozdil od podminek (1.30) jsou podminky (1.32) sice nutné, ne viak postadujici
k tomu, aby vSechny kofeny mnohodlenu f(z) byly rozloZeny v levé poloroving
Rez > 0.

Pfi spinéni podminek (1.32) nejsou jiZ nerovnosti (1.30) nezdvislé. Tato skutegnost
zaujala francouzské matematiky Liénarda a Chiparta, kteff v r. 1914 objevili toto
kritérium stability:

Nutné a postacujici podminky pro to, aby mnohoclen f(z) = ayz" + a;z2" ' +
+ ...+ a, (ao > 0) mél vSechny kofeny se zdpornou redlnou &dsti, mohou byt
zapsdny v nékterém z ndsledujicich étyF tvari: '

(1.33) a,>0,a,_,>0,..; 4, >0,4;>0,...

1

2. a,>0,a,.,>0,...; 4,>0,4,>0,...
3. a,>0,a,.,>0,a,.3>0,...;4,>0,4,>0,...
4

a,>0,d,_y >0,a,_3>0,...;4,>0,4,>0,...

Z tohoto kritéria vyplyvé, Ze pro redlny mnohoclen (1.29), u néhoZ viechny koe-
ficienty (nebo pouze Cdst Gy, Qy—p, Ay_y, ... NebO ay, A, {, Gy_3, ) jsou kladné,
nejsou Hurwitzovy determinanty (1.31) nezavislé. Z kladného znaménka Hur-
witzovych determinantii lichého Fadu vypljvd kladné znaménko Hurwitzovych
determinentii sudého Fddu a naopak.

Liénard a Chipart [25] ziskali podminku 1. pomoci specidlnich kvadratickych
forem. Tato metoda je pomérné sloZitd. Existuje mnohem jednodusi zpiisob odvozeni
vSech ¢ty podminek.
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Mnohotlen f(z) rozloZime na dva mnohogleny

(1.34) f(@) = h(z%) + z g(z%),
které jsou definovdny ndsledujicimi vztahy:

Pro sudé n (n = 2m)

(1.35) h(u) = agu™  + au™ ' 4+ au™ "+ L+ a,,
g(u) = au™ ™' + asu™ T+ au™ L+ Gy

Pro liché n (n = 2m + 1)

(1.36) h(u) = a;u™ + au™ "' 4 au™" + L+ a,,
g(u) = agu™ + a,u™ ' + aum " + L+,

Podminky a, > 0, a,—, > 0, ... (resp. a,_ > 0, a,_, > 0, ...) lze potom zam&nit
mnohem obecn&jimi: h(u) resp. g{u) neméni znaménko p¥i u > 0. Za t&chto pod-
minek lze odvodit vyrazy pro podet kofentt mnohotlenu f(z) v pravé poloroving
pouze uZitim Hurwitzovych determinantii lichého fddu nebo pouze Hurwitzovych
determinantd sudého ¥ddu. Pfitom nesmi byt posledni Hurwitziiv determinant
nulovy 4, = 0. Vyrazy pro podet kofenli rozloZenych v pravé poloroviné budou

tedy zdvislé na tom, zda je n liché nebo sudé a na tom, kterd funkce — h(u) nebo g(u),
neméni znaménko pii u > 0:

1. h(u) neméni znaménko, n je sudé:
(1.37) k=2V(1, 4y, 44, ..., 4,-,) =2V(1, 45, 44, .., 4,) 5
2. pro n liché:

1 —¢g, 1—g,

(1.38) k= 2V(1, 4y, Ay, .., 4)) — S WL, Ay Ay By) + —5

3. g() neméni znaménko, n je sudé:’

= 2V(1, JiPS: PROVON An) - E‘E_zﬂ 5

€n — &

(1.39) k = 2V(1, 4y, 45, ..., 4,_)) +

4. pro n liché:

1 — ¢

1—¢g

(1.40) k =2V(1, 44, 45,..., 4,) — =2V(1, 4z, 44y s Aymy) +

Obg hodnoty ¢ zdvisi na funkcich g(u) a h(u) podle vztahit
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Platnost t&chto vztahlt dokdZeme ndsledovnd. Vychdzime ze vztahu

we1 _ o n-3
(1.42) o=t I T T T o,

@gz" — a,2" 7 + ...

Opét nutno uvaZovat jednotlivé p¥ipady (1.37) az (1.40) podle toho, kterd funkce
neméni znaménko a zda je n liché nebo sudé:

1. h(u) neméni znaménko, n je sudé. Potom

1320 pre ol _ g
I{u) I(u)

podobné plati
2 g wel)

()
* h(u) o h(u)
Z toho vyplyvd, Ze také plati vztah

e ) prewol)
© h(u) )

Pomoci téchto vztaht a vztahu (1 A42) 1ze odvodit vyraz pro g:

(1.43) o= —12229) e d) o ng()

h(—z%) -wh(u) o h(u) ’

S pouZitim vztahu

(1.44) It 90 _ m — 2V(1, 4y, 43, ..., 4,_4)

™% (u)
a vztahu (1.42) odvodime vyraz
k=2V(1, 44 45,..).
Stejnym zplsobem lIze odvodit i vyraz:
k=2V(1, 45 dgy .. 4,) .
2. g(u) neméni znaménko, n je sudé. V tomto ptipadé plati vztahy

e h(i) =t h(u) _

° g(u) ° g(u)_

o hw) o () _
I_wg(u)-lﬂlhmug(u) 0
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Pomoci vztahti (1.41) najdeme

o H) e ()
(1.45) Ite o) I o

JestliZe misto funkci za znakem indexu dosadime jejich reciproké hodnoty, dostaneme

g = 0.

v tl) , paia) _

e b - g .
h(u) h(u)
S pouitim vztahu (1.42) a (1.44) odvodime vztah
k= 2V(t, 4,, 4,,..) + 225
2
a analogicky i vztah

€ — &
2

k=2V(1, 45 dq,..) =

3. g(u) neméni znaménko, n je liché. Stejnym zplisobem jako v predchozim
piipadé bychom dospéli k vyrazu (1.45), ze kterého lze ddle odvodit vyraz

uglw) glw)

Jestlize plati vztah (1A44), ktery lze pro n liché pfevést na tvar

(1.46) =1 hu) e (u)

(1.47) Ite hw) = —m+2V(1,4,, 44, ..., 4,_,),
9(x)

a vztahy (1.42), (1.45), odvodime dalsi vyrazy

k=2V(i, 4, 4,..) — 717:—8—0,

k=2V(1, 45 44, ..) + l.}fs ]

4. h(u) neméni znaménko, n liché. Z rovnic

Ig® M =0}" lngQ =
h(u) h(u)
o o) o ul) _

we h(u) e h(u)
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dostaneme novou rovnici

1+ 90 | o o)

W | hw)

Za znakem indexu zavedeme reciproké funkce:

pra ) | pra h(a)

) Tuglw

Rovnice (1.44) a (1.47) Ize pfevést na tvar

e M oA 4 4,
u g(u)

ktery spolu s rovnici (1.46) a (1.42) ddvd

2W(1, 4y, 45, ..) — 1:28'

k

=~
I

V(1 Ay, Ay -.) + -

Tim je dokdzdna platnost vztaht (1.37) az (1.40).

Na zav&r jesté uvedme vétu, kterd vyplyvd z vysledki této kapitoly:

JestliZe md redlny mnohoélen f(z) = apz" + a,2" ' + ... + a,, (ap > 0)
redlné koeficienty ay >0, a; >0, a, >0,...,a,> 0 pfi 4,+ 0 potom polet

kofenii tohoto mnohoclenu, leZicich v pravé poloroviné Re z > 0, je urcen vztahem

k= 2V(1, 4, A3, ...} = 2V(1, 43 4y, ..)
1.1.4. Michajlovovo kritérium

Opét se budeme zabyvat mnohodlenem
(1.48) flz)=a¢z" +a;z"" '+ ...+ a,_yz + a,,
ktery vyjddfime ve tvaru soudinu kofenovych &initelt
(1.49) f(z) = ao Hl(z -z,

kde z, jsou kofeny polynomu (1.48). Kazdy kofen z; Ize geometricky zobrazit jako
vektor, ktery sméfuje z po&dtku soufadnic k bodu z;, jak je patrno z obr. 1. Délka
tohoto vektoru je rovna modulu komplexniho &isla z;, €ili jeho absolutni hodnoté
|z,-|. Uhel, ktery svird vektor s kladnym smé&rem redlné osy, se nazyvd argumentem

19



komplexniho &isla arg z,. Prvky soucinu (1.49) — (z — z;) se zobrazuji jako vektory
z bodu z; do bodu z. Tento vektor je vlastné rozdilem dvou vektorti z a z;. Za z ve
vyrazu (1.49) dosadime z = jw, &imZ dostaneme

(1.50) f(jo) = n(,inl(jw —z).
A Im(z)
z
arg z;
zi
Re(z)
Obr. 1.
Im(z)
Re(z)

Obr. 2.

Konce jednotlivych vektorii se budou nachdzet na imagindrni ose v bod€ z = juw,
jak je patrno z obr. 2. f(jw) je tedy vektor dany soudinem jednotlivych vektori
(jw — z;). Jeho modul je ddn soudinem modulii jednotlivych vektord

(1.51) [f(Gw)| = aoljo = z,] liw = z,] ... |jo ~ z,| -
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Jeho argument je ddn soudtem argumentl jednotlivych modula
3 n
(1.52) arg f(jo) = 3 arg (jo — z;).
i=1

Kladny smér otdéeni vektoru z; je proti smé&ru otddeni hodinovych rudidek (§ipka
na obr. 1). Pfi zmén€ w z o do + o otodi se jednotlivé vetkory o +% nebo —n
podle toho zda kofen z; leZi v levé nebo pravé ddsti komplexni roviny. Pfedpoklddej-
me, ¥e mnoho&len (1.48) md m kofen®i v pravé &sti roviny z a n — m kofenti v levé
¢dsti komplexni roviny. Pfi rostoucim @ z —oo do +co zména argumentu vektoru
f(jw) bude

(1.53) Aargf(jw) = (n —m)n — mu = (n — 2m)m.
Vysledek Ize vyjadfit vétou:

Zména argumentu f(jw) pFi zménéw z — o0 do + oo je rovna m-ndsobku rozdilu
mezi poctem n — m koFenii mnohoélenu f(z) leicich v levé &dsti komplexni roviny
a poétem m korenti mnohoélenu leficich v pravé é&dsti komplexni roviny.

Michajlovovo kritérium stability je geometrickou interpretaci vztahu (1.53). Diikaz
platnosti tohoto kritéria provedeme rozborem rovnice

n
(154) fle)=Yaz""=0.
i=0
LeZi-li vSechny koYeny této rovnice pouze v levé &dsti komplexni roviny potom m = 0
a podle vztahu (1.53) bude platit
(1.55) A arg f(jo) = nm,

coZ je vlastné podminka stability:

Vsechny koreny mnohoclenu f(z) maji zdporné redlné cdsti, jestliZe pri  rostou-
cim od — o0 do + o zména argumentu vektoru f(jo) bude rovna nm, kde n je stuper
mnohoélenu f(z).

P¥i zm&n& w z — oo do + o opise konec vektoru f(jw) v komplexni roving ktivku,
kterd se nazyvd charakteristickou k¥ivkou ¢&ili hodografem vektoru f(jo) nebo také
Michajlovovou k¥ivkou. Rovnici charakteristické kfivky Ize ziskat dosazenim z = jo
do mnohoglenu f(z)

n
(1.56) f(jw) = iZ afjo)y .

=0
JestliZe v této rovnici oddélime redlnou a imagindrni ¢dst, dostaneme
(1.57) F(jw) = u(w) + jo(w),
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kde
(1.58) u(w) = a, — @, 0" + a, 0% — ...,
(w) = a,_ 10 — a,_30° + a,-50° — ...
Redind &dst u(w) je sudd funkce, imagindrni &dst v(w) je lichd funkce. Plati tedy
u(—w) = u(w),
—w) = —v(o).

Pro zdporné hodnoty w bude potom platit

f(=io) = u(w) = jo(v),
Z toho plyne, Ze charakteristickd k¥ivka je symetrickd vzhledem k rediné ose pro
+o i pro —w. PFi konstrukci charakteristické kiivky se tedy mliZeme omezit pouze
na kladné hodnoty w od 0 do +co, ptidemZ dhel otoSeni vektoru f(jo) &ili zména
argumentu f(jo) se zmensi na polovinu. Kritérium stability 1ze tedy formulovat takto:

Koreny mnohoélenu f(z) budou mit pouze zdporné redlné dsti, prdvé kdy? pFi
zméné w z 0 do + oo vektor f(jcu) se oto¢i o uhel nim, kde n je stuperi mnohoclenu
f(z), nebo jinak feceno, kdy je charakteristickd kfivka pfi zméné w z 0 do + o
poéinajic od kladné redlné osy obepind postupné v kladném sméru n kvadranti.

Obepind-li charakteristickd kfivka pouze m kvadranili(m < n), je poet kofentt
se zdpornou redlnou ¢dsti ddn vyrazem

(1:59) a=

Pocézt kofenil s kiadnou redlnou ¢dsti je ddn vyrazem

(1.60) b=""

Z predchozi &dsti této kapitoly plyne, Ze systém bude na mezi stability, jestlize
pudou splnény podminky podle (1.58)
(1.61) uw) =0,
v(w) =0.
Z rovnic (1.58) a (1.61) plyne, Ze existuje uritd frekvence o, pii niz vysledky vektor je
roven nule a charakteristickd kfivka prochdzi po€dtkem soufadnic. Tato frekvence
je frekvenci vlastnich kmitii systému na mezi stability. Po¢dtek soufadnic v komplexni
rovin€ je nazyvdn kritickym bodem pro charakteristickou kfivku a oznaduje se Py,.
Podle vzdjemné polohy kritického bodu a charakteristické ktivky mohou nastat dva
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pfipady. Sledujeme-li pritb&h charakteristické kfivky ve sméru stoupajicich frek-
venci, md zlstat kriticky bod po levé strang charakteristické k¥ivky. Systém je v tomto
ptipadé stabilni. Ve druhém pfipadé, kdy kriticky bod zlistdvd po pravé strané kfivky,

die
n=1

n=
\ nes

AN
-

/

Obr. 3.

Obr. 4.
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je systém nestabilni. Podle vzddlenosti charakteristické kfivky od kritického bodu
Ize usuzovat nejen na skutednost, zda systém je nebo neni stabilni, nybrZ lze také
usoudit jak je sytsém ,,vzddlen” od meze stability, ¢ili 1ze usoudit na bezpeénost sta-
bility. Charakteristické kfivky pro oba pfipady jsou zakresleny na obr. 3 a obr. 4.
Na obr. 3 jsou kfivky pro stabilni systém. KaZdd k¥ivka protind tolik kvadrantd,
kolikdtého je Fddu a kriticky bod ztistdvd po levé stran& pfi pohledu ve sméru stou-
pajicich frekvenci. Na obr. 4 jsou zakresleny charakteristické k¥ivky nestabilnifho
systému. K¥ivka pro n = 1 sice protind jeden kvadrant, ale v zdporném sméru, a kri-
ticky bod zustavd po pravé strané. Podobné k¥ivka pro n = 2 protind dva kvadranty
v zdporné sméru s kritickym bodem po pravé strané. K¥ivka n = 3 prochdzi v klad-
ném sméru, z prvniho kvadrantu pfechdzi do &tvrtého a potom teprve do tfetiho.
Kriticky bod ziistdvd opét po pravé strané. Kfivka pro m = 4 md kladny smér, pro-
chdzi prvnim a druhym kvadrantem, t¥eti v8ak vynechdvd, vraci se do prvaiho a po-
tom vstupuje do €tvrtého. Kriticky bod je po pravé strang.

u(w)
v(w)

u(®@)

Obr. 5.

u(@) §
v(w)

v{w) u(w)

V2

Obr, 6.

Stabilitu lze urgit i z k¥ivek, které jsou vyjdd¥eny rovnicemi (1.58). Jak jiZ bylo fe-
&eno, z t&chto kiivek jsme stanovili polohu kritického bodu. Jestlize md charakte-
ristickd ktivka prochdzet postupné n kvadranty v kladném sméru, musi mit rovnice
(1.58) viechny kofeny redlné a jejich hodnoty se musi stfidat. To znamend, Ze kiivky
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u(w) a v(w) musi stfidavé protinat vodorovinou osu w. Pribéhy kfivek u(w) a v(w)
pro tento pfipad jsou zakresleny na obr. 5. Kfivka v(w) zadind v pocdtku soufadnic
nebot musi mit jeden kofen nulovy. Z prib&hti obou kfivek je patrno, Ze se stfidaji
jejich praseciky s osou w a systém bude tudiZ stabilni. Na obr. 6 je zndzornén pritb¢h
kfivek u(w) a v(w) pro nestabilni sysiém. Priseciky obou kfivek s osou o se v tomto
piipadé& nesttidaji. Podminku stability lze tedy vyjddFit vétou:

Maji-li rovnice u{w) =0 a v(w) =0 pfi u(0) >0 a [dv(w)[dw],-, viechny
koFeny redlné a jejich hodnoty se stfidaji, bude systém stabilni.

Michajlovovy podminky stability lze pouZit v regulaéni technice ke kontrole sta-
bility uzavfeného obvodu, pokud je zndm frekvenéni pfenos otevieného obvodu.
Byvd obvykle ddn ve tvaru

(1.62) Fljo) = bo(j(‘u)"' + b,(j-(u)’"v' + ...+ by, 1(-j<u) + b, ’
) ag(jo) + a,(joy ' + ... + a,-,(jw) + a,

kde n =z m. Charakteristickd rovnice uzavieného obvodu pfi poruse i pfi fizeni vy-
chdzi ze vztahu

(1.63) 1 + F(jo) = 0.

Frekvenéni pfenos otevieného regulaéniho obvodu lze psdt zjednodusend

(1.64) "F(jo) = x((jj))))—

Polynomy ve jmenovateli a itateli zlomku jsou

(1.65) M(jw) = bo(joo)" + by(jo)" ™" + ... + b, y(jw) + by,
(1.66) N(jw) = ao(jo)* + a;(jo)"" + ... + a,-((jo) + a,.

Po dosazeni (1.64) do (1.63) a tiprav& dostaneme

(1.67) N(jo) + M(jo) _
N(jo)

Aby byla tato podminka splnéna, musf platit rovnice
N(jw) + M(jo) = 0.
Vyslednou charakteristickou kfivku sestrojujeme podle ndsledujicich pravidel:
1. Sestrojime charakteristickou k¥ivku polynom (1.65) a (1.66).

2. Setteme vektory M(jw) a N(jo) pro viechny frekvence w.
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V p¥ipadg, Ze polynom v &itateli pfenosu (1 .64) je konstanta nezdvisld na frekvenci
M(jw) = K,

pfedstavuje soudet vektort (pravidlo 2) posun charakteristické k¥ivky N(jw) smérem
vpravo tj. ve sméru redlné osy. Lze to také provést jednodule posunutim imagindrni
osy o hodnotu K smérem vlevo. JestliZe posuneme kfivku N(jw) tak, aby prochdzela
potdtkem soufadnic, dostaneme hodnotu Ky, pfi niZ je obvod na mezi stability. Tuto
hodnotu Ky nazyvdme kritickym zesilenim. Pro tento pfipad plati

(1.68) uy(wo) = Ky,
vy(wg) = 0;

g je frekvence, na které bude uzavieny obvod na mezi stability kmitat.
1.1.5. Cremerovo-Leonhardovo kritérium

L. Cremer a A. Leonhard nezdvisle na sob€ stanovili stejny postup pfi uréovini
stability jako A. V. Michajlov, tj. zndzornéni polynomu f(z) v komplexni roving.
Za nezdvisle proménnou z dosadili do diferencidlni rovnice popisujici regulaéni ob-
vod trvalé kmity z = ¢i®* s amplitudou rovnou jedné. Dostali tak rovnici

(1.69) f(jw) =i§0a.~(jw)" .

Jednotlivé Cleny této rovnice pfedstavuji v komplexni roving strany vektorového
mnohothelnika. Pfi zm&né kmitoCtu opiSe koncovy bod charakteristickou kfivku.
Maid-li byt obvod stabilni, musi prab&h charakteristické k¥ivky spliiovat tyto pod-
minky:

1. Kfivka nesmi vychdzet z po€dtku soufadnic. To znamend, Ze musi platit ao # 0.
Charakreristickd kfivka vychdzi z bodu na kladné ¢dsti redIné osy ve vzddlenosti a,
od pocdtku soufadnic.

2. Charakteristickd kiivka musi pfi zm&n& kmito¢tu od 0 do + co pii mnohodlenu
n-tého Fddu postupné projit n kvadranty proti sméru pohybu hodinovych rudicek.

P¥iklad charakteristickych kiivek ukazuji jiZ dfive uvedené obrdzky. Na obr. 3 jsou
stabilni k¥ivky, na obr. 4 nestabilni. Podle prib&ht kiivek lze stabilitu vySetfit
takto: Jestlize koeficienty polynomuf(z) maji stejnd znaménka a jsou rizné od nuly,
musi se fdzovy tthel charakteristické k¥ivky zvétSovat. Abychom rozhodli o stabilité,
stadi vypoditat priseciky charakteristické kfivky s redlnou a imaginarni osou tak,
Ze poloZime redlnou &dst nebo imagindrni &st rovnice (1.69) rovnou nule. Podle
hodnot priiseCikli Ize zkontrolovat stabilitu,
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Obé kritéria, Michajlovovo a Cremerovo-Leonhardovo, jsou v nasi literatufe uvd-
déna pod spoleénym ndzvem jako Michajlovovo-Leonhardovo kritérium.

Vypodet hodnot charakteristické k¥ivky a jeji kresleni je pomé&rné pracné a zdlou-
havé. B. Heller a A. Veverka v &ldnku [ 14a] odvodili metodu, kterd umoZiiuje stano-
veni poétu kofent se zdpornou redlnou &dsti a poctu kotentt s kladnou redlnou &dsti,
aniZ by bylo nutno kreslit charakteristickou kfivku v komplexni roviné. Tato metoda
pfedstavuje podstatné zjednoduseni Michajlovova-Leonhardova kritéria, nebotf
umoZiiuje stanoveni veli€in a, b danych vyrazy (1.59) a (1.60), aniZ by bylo nutno
kreslit charakteristickou kfivku v komplexni roving.

UvaZujeme polynom, jehoZ kofeny maji zdpornou redlnou &dst. Rozdélime je na
redlné

(1.70) Zp, = —og, i=1,2,..,ng,

kde ng je podet redlnych kofent, a na komplexni

(1.712) zx,

i

B+ =120,

resp. k nim sdruZené

!

o

»
7

(1.71b) zx, = <Py =,

kde ny je pocet komplexné sdruzenych kofenil.
Potom polynom (1.48) Ize psdt ve tvaru soudinu kofenovych Giniteli:

(1.72) flz) = aojjl(z - zRi)i:l_KIl(z - zg,) -
Pii pouZiti vztaht (1.70), (1.71a) a (1.71b) bude mit polynom (1.72) tvar:
(179 16) = a1+ 2 T + 0% + 1.

Po vyndsobeni dostaneme polynom, ktery obsahuje pouze kladné koeficienty. Tim
je proveden ditkaz, Ze polynom, ktery md jen kofeny se zdpornou redlnou &dsti,
m4d kladné koeficienty. JestliZe polynom (1.48) obsahuje zdporné koeficienty, bude mit
kofeny s kladnou redlnou &dsti a bude tudiZ nestabilni. Timto pfipadem se budeme
ddle zabyvat.

Rovnici (1.61) rozloZime na redlnou a imagindrni &dst:

(1.74) f(iw) = u(w) + jv(o)
a vyjddfime ve tvaru
(1.75) f(jo) = 4e°.
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Jsou-li splnény podminky stability, prochdzi thel 9 pfi zméné w od 0 do + o0 mono-
tonné vechny hodnoty od 0 do n 4. MiZeme tedy na zdkladé zdvislosti ihlu 9 na
frekvenci @ usoudit zda polynom f(z) md pouze kofeny se zdpornou redlnou &istf.

Pti zméné w od 0 do + oo dosdhne thel 9 maximdlui hodnoty, jestliZe charakte-
ristickd kfivka polynomu f(z) n-tého ¥idu protne n kvadranti komplexni roviny
v kladném sméru. Potom plati vztah

(1.76) Ca—

v

Z rovnic (1.74) a (1.75) urdime

- )
(1.77) tg 8 o)

Nutno rozlisit pfipady, kdy n je liché (n = 2t + 1) ncbo sudé (n = 2¢).
Pro liché n:

(1.78a) u(w) = a;(jo)* + as(jo)* " + ... + a,,
(1.78b) ju(@) = ag(jw)** " + ay(jw)* ' + ...+ ap-yjo,
(1.79) lim g8 = fim 42 _tim 2 = 4o

w-wo w-w WW) oo ag

Tomu odpovidd limita dhlu:

lim$ = k=,

(2 ing ) 2
kde k je liché ¢islo.

Pro sudé n:
(1.80a) u(w) = ap(jw)** + a,(jo)* 2 + ... + a,.
(1.80b) (@) = a,(jo) ™ + as(jo) Tt + L+ a,jo,
(1.81) limtgd =lim 2L =0,
-0 w=o O
Tomu odpovidd limita uhlu
(1.82) lim § = I,
Cilad -]

kde 1 je celé &islo.
Dile budeme sledovat priibéh funkce tg 9 v zdvislosti na . Podle rovnice (1.77)
dosdhne nekoneéna pro nulové hodnoty vyrazu u(w), které predstavuji jeho kofeny
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w,. V oblasti > 0 je kofenil w, maximdlng t. Budou tedy platit ndsledujici vztahy

(1.83) u(w,) =0,
(1.84) tgd, = -:;—% =,
(1.85) Ho,) =k 3

Jestlize pro vSechny kofeny w, roste tg 3 k + o, plati vztah

(1.86) Hew)) = (2v - 1)2
tgd) &
I I

Snf ®

ant JJ

3nr el

2”: ﬁ =

A z 3 :
T |
@) w2 w3 w4 wy ©

Obr. 7.

a thel 3 pfi zmén& w od nuly do oo spojité roste. Musi tedy pro vechny kofeny platit:

lim f(w, — &) = + o,
=0

lim ﬁ@gi) =+,
0 u(w, — &)

(1.87) A2 .

u'(e,)
Pribé&a funkce tg 3 a odpovidajici prib&hy dhlu 9 jsou zndzornény na obr. 7 a 8.
Na obr. 7 pro n liché a na obr. 8 pro n sudé.
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MiiZe nastat i ptipad, kdy 9(®,) = 0. Vzhledem k tomu, Ze soudasné plati u(e,) = 0,
je , kotenem polynomu f(jw). Charakteristickd k¥ivka prochdzi v tomto pfipadé
nulou. Systém je na mezi stability a kmitd s frekvenci ,. Kofenu @, odpovidd podle
(1.86) hodnota Ghlu §

Yw,) = ’2_‘(2»- ~1).

1gd | ¢
5x | SR y {
4,;: eley
31[: ?
2n i Sn MEN
n z 3 ?
2 2
w1 w2 w3 4 [ w
Obr. 8.

Maximalni po€et t&hto kofenli jsme oznagili 1 a odpovidajici tihel bude
T
(1.88) Hw,) = E(Zt - 1).
Podle toho je-li fdd polynomu f(:) lichy nebo sudy, rozli§ime dva pfipady. Pro

lichy ¥4d (n = 2t + 1) dosahuje funkce tg 9 podle (1.79) nekonedna pro w — oo
a thel 9 se v intervalu w, < o < oo zvétsi o ©. Pro maximdini 1ihel bude tedy platit

(1.89) Sy = Howp) + 7.

Po dosazeni (1.88) do (1.89) a Gipravé dostaneme pro maximdlni uhel vyraz
(1.90) Yo = 1 ;—”

PFi sudém fddu (n = 2t) podie (1.81) je funkce tg § pro @ — 0 nulov4 a tihel 3 pro
@y < @ < <o se zvétdi o /2. Pro maxim4lni Ghel bude platit

(1.91) Sena = Heoy) + g
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Po dosazeni (1.88) do (1.91) a upravé dostancme:

(1.92) I—

ST

Z toho plyne, Ze maximdlni @hel podle rovnice (1.90) a (1.92) sestrojeny z prib&hu
funkce tg 3 odpovidd podmince stability podle Michajlova-Leonharda.

Na zdkladé tohoto poznatku lze vyjddfit podminku stability:

Aby byl systém stabilni je nuiné, aby polynom u(w) odpovidajici redlné &dsti
polynomu f(jw) mél jen redlné rizné kofeny a aby platil vziah

ow,)
u'(w,)

Na obr. 9 jsou zakresleny prabéhy funkce tg 8 a dhlu 9 pro pfipad, kdy se funkce
tg § nebliZi pro viechny kofeny k nekone&nu se stejué strany. Pro kofen w, se blizi
k nekoneénu z opaéné strany neZ pro w,., a o,,,. K¥ivka zndzorilujici prib¢h
thlu § dosahuje pro w, a w,_, stejné hodnoty

< 0.

(1.92a) Yo,) = Yo, - 1),

takZe se ztrdci hodnota m, o kterou se maximdlni dhel zmensuje.

tgd } ¢
Pewy—) 5
o b Nwy+1}
/ -
w1 / oy w, P2 )

Obr. 9.

Pomoci funkee tg & Ize stanovit pritb&h Ghiu 9 v zdvislosti na o a urdit maximdlni
hodnotu Ghlu

IIA

T
Gy =Mm—, m=<n.
2

Tim jsine dosdhli stejného vysledku jako pfikonstrukei charakteristické k¥ivky v kom-
plexni roviné a miZeme stanovit podet kofentl polynomu f (z) se zapornou a kladnou
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redlnou &dsti podle vztahii

n+4+m
a = B
2
p=1"1.
2

1.1.6. Schurova kritéria

KaZdy polynom, ktery obsahuje redlné nebo komplexni koeficienty
(1.93) f(x)=ao + axx + ... + ax"
Ize pfevést na tvar
(1.94) FHx) = 8o — @yx + @x* — .+ (—1)ax.

Pro a,, + 0 lze psdt mnoho&len (1.93) ve tvaru soutinu kofenovych &initela
n
(1.95) f(x) = a, q(x - Xx,).
v

JestliZe plati f(x) = g(x) . h(x), bude také platit f*(x) = g*(x) . h*(x). Podobng pti
platnosti f(x) = g(x) + h(x) plati také f*(x) = g*(x) + h*(x). MiiZeme tedy psdt
(1.96) =) =a,[l(~x-x),

i=1
coZ Ize psdt ve tvaru

7o) = (=17 a,11G + 2).

Z toho plyne, Ye mnoho&len f*(x) md kofeny — X, které jsou vzhledem k imagindrni
ose soumdrné s kofeny x; mnohotlenu f(x). To znamend, jestliZe leZi kofeny poly-
nomu f(x} v levé poloroving, budou kofeny polynomu f*(x) leZet v pravé poloroving.

Zavedeme nyni redIné velidiny u, v; u,, v, (y = 1,2, ..., n), pro které plati
x =u +]jv,
X, = u, + jv,.
Potom bude platit

[ + %~ |x = %, = duu,.
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Pro zdpornou hodnotu u, mohou nastat tfi pfipady:

|x = x| <|x+%]| pro u<o0,

|x = x> |x+%| pro u>0,
x—x|=|x+%| pro u=0.
Z vyrazi (1.95) a (1.96) vyplyvé: je-li f(x) Hurwitziiv polynom, potom bude platit
(1.97) 0 < |f(x)] < |f*(x)] pro Rex <0,
0 < [f*(x)] < |f(x)] pro Rex >0,
0 < |f(x)] = |f*(x)] pro Rex=0.
Na zdkladé€ téchto nerovnosti Ize stanovit ndsledujici vétu:
Jestlize jsou a a f dvé redlné nebo komplexni veli¢iny a jestlize plati nerovnost
(199 ol > .

je potom f(x) tehdy a jen tehdy Hurwitzovpm polynomem jestliZe plati rovnice

(1.99) g(x) = af(x) — BfH(x).
JestliZe f(x) je Hurwitzovym polynomem, potom pro Re x = 0 bude
(1.100) Iocf(x)l > Iﬂf*(x), .

Pro toto x neplati rovnost a f(x) = f*(x). Z toho plyne, Ze rovnost |« f(x)| =
= |Bf*(x)| plati jen pro Rex < 0. Redlnd Zdst viech kofenti mnoho&lenu g(x)

je potom zdpornd.
Ze vztahu (1.99) vyplyvd

(1.101) g*(x) = af*(x) — Bf(x).
Slougenim vyrazéi (1.99) a (1.101)} dostaneme
(1.102) f(*) =0y g(x) - B g*(x) >
kde
oy = S - »
o — 1817
B

Potom také plati nerovnost
(1.103) Joeg] > 18] -
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Tim je dokdzdn vzdjemny vztah mezi f(x) a g(x). Funkci g(x) lze vyjddfit pomoci
f(x) vzorcem (1.99) a funkci f(x) pomoci g(x) vzorcem (1.102). Jestlize plati nerov-
nost (1.98), plati také nerovnost (1.103).

Proni kritérium

Necht f(x) je Hurwitziiv mnoho&len stupng& n a ¢ pfedstavuje komplexni &islo se
zdpornou redlnou &dsti. Bude potom podle (1.97)

(1.104) IOl > (o) -
Na zdkladé dfive odvozené pomocné véty je
(1.105) 9(x) = O f(x) = F(O )
Hurwitzovym polynomem. Tento polynom m4 ale kofen x = &. Potom je také
(1.106) £ = 20,
x = ¢

polynomem, jehoZ viechny kofeny maji zdpornou redlnou &dst — tedy Hurwitzovym
polynomem. Naopak plati, je-li f;(x) Hurwitzovym polynomem, je jim také g(x) =
= fi(x) (x — &) a bude tedy vzhledem k (1.94) Hurwitzovym polynomem i polynom
f(x). Na zdklad® toho lze vyjddfit vétu:

Necht ¢ je libovolné, pevné zvolené Cislo se zdpornou redlnou ¢dsti. Polynom
n-tého stupné f(x) je Hurwitzovpm polynomem tehdy a jen tehdy, kdyz absolutni
hodnota f(&) je mensi nez absolutni hodnota f*(¢) a polynom stupnén — 1

(1.107) Al = LI = 7O 1)

X - g
Jje Hurwitzovpm polynomem.
Druhé kritérium

Polynom

(1.108) Fix, &) = ZOS0) = 1OF9)
v ¢

ktery jsme diive oznagili f;(x), je raciondlni funkce dvou proménnych x a &. Jeho
rozvoj podle mocnin ¢ je

(1.109) F(x, &) = Fo(x) + Fy(x) & + ... + Fo_y(x) &1,
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Po vyndsobeni obou stran rovnice (1.108) x — ¢ a porovndni koeficientd u jed-
notlivych stupnt ¢ dostaneme

(1.110) dg f(x) — ag f*(x) = x Fy(x),
=, f(x) = a; fH(x) = —Fy(x) + x F(x) .

Odtud vyplyvd

(1.111) LR + £ FA(9] = 19 o(x) = £40) 9l
kde

(1.112) o(x) = dpx — a,2x + apt,

P(x) = a0 — a8 + aoé .
MiiZzeme nyni tvrdit, Ze prvni kritérium lze nahradit ndsledujicim:

Necht' ¢ je libovolné, pevné zvolené ¢islo se zdpornou redlnou cdsti. Polynom f(x)
Jje Hurwitzovym polynomem prdvé tehdy, vyhovuji-li jeho koeficienty ay a ay pod-
minkdm
(1.113) 4o +0, Rells

o

a je-li polynom stupnén — 1
(1.114) H(x) = Fo(x) + iF,(x)

Hurwitzovym polynomem.

Pro polynomf(x),jehoi kofeny maji zdpornou redlnou &dst, jsou podminky(LllS)
splnény. Podil al/a0 je zdporn& vzaty soudet reciprokych hodnot vSech n kofenti
polynomu f(x), proto také bude Rea,[a, > 0. Abychom dokdzali, Ze soucasng
s f(x) je také H(x) Hurwitzovym polynomem, budeme usuzovat takto: Pro Re (£) < 0
a Re(x) = 0 je, jak jiz vime, F(x, &) vidy rtzné od nuly. Zavedeme-li & = 1/n,
souhlasi opét znaménko redlné &dsti y# se znaménkem redlné &dsti £. Odtud také pro
Re (1) < 0, Re(x) 2 0 plati

(1.115) P(x, 1) = Fo(x) "1 + Fy(x) "2 + .o + Fumy(x) + 0.

Ddle se budeme zabyvat piipady, kdy Fo(x) # 0 a Fy(x) = 0. V piipadé kdy
Fo(x) # 0, je @(x,7n) mnohollenem stupnd n — 1 pro #, jehoZ kofeny — jak bylo
dtive uvedeno — musi leZet v poloroving Re () = 0. TotéZ plati také pro sou-
get — Fy(x)/Fo(x) jeho n — 1 kofend. Pro Re (£) < 0 proto nemiZe byt H(x) = 0

a musi platit
Rc[_ F‘_(x)] = Rc<1/> < 0.
Fo(x) 4
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Ve druhém plipadg, kdy Fo(x) = 0, nemtiZe byt soudasné H(x) = 0, nzbot podle
(1.114) by muselo byt také F,{x) = 0 a podle (1.110) by bylo
g f(x) — ao f¥(x) =0,
a f(x) + a f*x) =0
a z toho ddle by plynulo pfi f(x) = 0
aga, + apd, =0,

to znamend Re (ahr'ao) = 0. To je v rozporu s tim, co bylo d¥ive dokdzdno. Vzhledem
k tomu, Ze nembZe nikdy byt H(x) = 0, leZely by kofeny tohoto polynomu vesmés
v poloroving Re (x) < 0.

UvaZujme nyni piipad, kdy H(x) je Hurwitzovym polynomem a koeficienty a,, a,
vyhovuji podminkdm (1.113),tj. f(x) je Hurwitzovym polynomem.To vyplyvd z nd-
sledujiciho. Podle (1.111) miZzeme psdt )

X H(x) =f(x) o(x) —F*(x)¥(x),
% HA(x) = 12() 9*() — 10 Ue(x).
z &ehoz plyne
(1116) To*(x) o(x) ~ ¥*(x) Y1 S(x) = x*[H(x) 9*(x) + H*(x) ¥(x)] -
Pfitom plati
o*(x) = —aox + a,&x + agé.

Mgjme nyni x, kofen polynomu f(x), jehoZ redlnd &dst je kladnd nebo nulovd.
Vzhledem k tomu, Ze a, + 0, nemiiZe byt tento kofen nulovy. Z rovnice (1.116) potom
vyplyva
(1.117) H(x) *(x) + H*(x) p(x) = 0.

Na zdkladé nerovnosti (1.97) je
)] > [H4()

nebo
H(| = [H+()] > 0.

Rovnice (1.117) je tudiZ neplatnd, nebot bylo dokdzdno, Ze plati nerovnost:

lo*(al > )l

Do této nerovnosti dosadime z (1.112) a d€lime vyrazem |a,x¢|. Dostaneme novou

nerovnost

a; 1

+ —+ -
a, x|

l_l+ﬁ+l -
g

a, x

e |
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Pro

bude platit
[t + 7] >t —n.
Toto je vzhledem k Re (1) < 0, Re (#) < 0 pouze specidlni pfipad nerovnosti (1.97).
Zbyvd jest& dokdzat, Ze v nafem piipad€ stupefi polynomu H(x) neni mensi nez
n — 1. Potom by totiZ, jak plyne z rovnice (1.110) a (1.111), platilo
afdo — a,&) — (=1)"aap + a,£) = 0.

Odtud by platila rovnost

tj.

coZ odporuje op8&t nerovnostem (I .97).

Ve svém &ldnku [30] uvddi J. Nekolny dikaz Schurova kritéria stability, ktery je
podstatnd jednodusi neZ jak jej uvddi Schur [33]. Diikaz je zaloZen na stejném prin-
cipu, jaky popisuji B. Heller a-A. Veverka v &ldnku [14a]. Vychdzi z polynomu ve
tvaru

(1.118) fX)=ap+ax + ...+ a,x""" +ax",

ktery pfevede dosazenim za x = jw a rozd&li na redlnou a imagindrni &dst

f(jw) = u(w) + jo(e) ,
kde
(1.119) u(w) = ap, — a,0® + aw* — ...,
(o) = a0 — a;0% + az0® — ...
Didle zavddi funkci
g3 = @

o)’
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kterou vyndsi graficky v zdvislosti na w. Tohoto grafu potom pouzivd k dikazu
Schurova algoritmu. Z toho lze za ptedpokladu, Ze koeficienty polynomu f(x) maj
kladné znaménko, rozhodnout o stabilité systému.

Nejprve budeme analyzovat prib&h funkce {g 8. Pro polynom sudého stupné je
stupefi u(w) o 1 v&§i neZ stupeit v(w), takze

Derivace v po¢dtku je ddna vztahem

fim LU
w0 do u(w) a

Vzhledem k tomu, Ze koeficienty maji mit kladnd znaménka, bude také derivace
v pocdtku kladnd.
Pro polynom lichého stupng jsou u(w) i v(w) stejného stupng. Derivaci v nekone&nu
uréuje vztah
lim 4 @ =

oo do u(®)  a,_,
U polynomu, jehoZ koeficienty vyhovuji podminkdm stability plati nerovnost

Gy G
Ao An—y

nebot vesmés redlné kofeny u(w) i v(w) se musi pravidelng stfidat, jsou-li uspofdddny

podle velikosti.

Imagindrni &dst v(w) polynomu lichého stupné md stejny podet nenultovych kofent
jako redlnd &dst u(w). Sefadime-1i rediné kladné kofeny podle velikosti, bude pak ke
kazdému kladnému kofenu &dsti u(w) moZno nalézt jeden kofen &dsti v{w) s nejblize
vy$§i hodnotou. Soudin nenulovych kofend &dsti v(w) je ddn pom&rem al/a,, a sou-
&in kofent &dsti u(w) je ddn pomérem a,/a,_ . Proto nutn& musi platit nerovnost

a a
4 b0
a4y dp-y

Je-li smérnice C primky vedené podtkem vétsi neZli smérnice tedny v poddtku
a,/aq, protind uvedend pfimka k¥ivku tg 9.

Z podminky
tg9 = M = Cw
u(w)
plyne rovnice
(1.120) Co u{w) - v(w) =0,
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kterd je stupn€ o jednu vy&iho neZ je stupeti u(w). Z toho plyne, Ze podet prisediki
zvolené ptimky s funkei tg 8 je vZdy o jeden v&tSi ne stupefi redlné &dsti u{w). Vzhle-
dem k tomu, Ze zvolend ptimka i tg § prochdzi po&dtkem, bude tento bod jednim
z prisecikll. JestliZe tento prusedik vylouSime, bude polet prasecikii souhlasit se
stupném a tedy také s poétem kofend funkce u(w). Z toho ddle plyne, Ze bude sou-
hlasit i s poCtem svislych asymptot priib&hu funkce tg 9 a zvolend pfimka bude pri-
béh tg 3 protinat v tolika bodech, kolik je svislych asymptot. Tato skuteEnost je gra-

b &

s
o
<

g
an=1

a 1ce
— Tgiil
<t dce @ V
B
/

n liché

w

.

-
’J
'd

4
/
7 nsudé
/
{
f
!
Obr. 10. i

ficky zndzornéna na obr. 10, ze kterého je patrno, Ze C musi byt v&i3i neZ smérnice
teny v poddtku, nebo mensi neZ derivace v nekoneénu.

(1.121) ‘ focc
ao Ap—y

Je-li tato podminka spln&na, potom soufadnice prisedikd zvolené pfimky s grafem
mimo po&dtek soufadnic spliiuji tutéZ posloupnost jako kofeny ptivodni &dsti poly-

nomu. Soufadnice t&hto priseéikd jsou ddny rovnici:

u(w) — L4 o,

C o
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ptiem# C musi vyhovat podmince (1.121). Z rovnice (1.119) plyne, e v(w)w je
vdy raciondlni celistvd funkce. MiiZeme tedy v polynomu, ktery vyhovuje podmince
stability, pivodni redlnou &dst u(w) nahradit funkei

uw=uw—ig£(i)=
(@) = u@) — === =0

H

aniZ by byla porusena stabilita.
Polynom f(x) rozdélime na &st se sudymi mocninami s(x) a na &st s lichymi mec-
ninami /(x) podle vztahu

(1.122) Fx) = s(x) + I(x).

Zavedeme novy polynom uréeny vztahem

(1.123) fix) = s(x) - 1 M +U(x), ~
C x

ktery pi splnéni podminky (1.121) vyhovuje podminkdm stability, tj. viechny koteny
polynomu f,(x) leZi v levé poloroving. Pro C — a1/00 bude se absolutni élen poly-
nomu (1.123) bliZit z kladnych hodnot k nule a v diisledku toho nejmensi kofen poly-
nomu fy(x) se bude bliZit k priisetiku os komplexni roviny. Pro ostatni &leny poly-
nomu f;(x) miZeme potom psdt vztah

x5(x) - (@ - x) I(x)

) = —— 55—

X

ktery pomoci vztahu (1.122) upravime na tvar

x f(x) — ? I(x)
A=

X

Pogdtek charakteristické kiivky (viz obr. 3) vymezuje na redlné ose tsck, ktery od-
povidd hodnot& absolutniho &lenu. Jestlize se absolutni &len bliZi k nule, bude se
tisek na redlné ose zmen3Sovat rovnéZ na nulovou hodnotu. Charakteristickd kiivka
tedy bude vychdzet z prisediku os, éimZ se usetfi ¢dst priibéhu prochdzejici prvnim
kvadrantem.

Popsanou metodou jsme z pivodniho polynomu dostali novy polynom, ktery vy-
hovuje podminkdm stability za pfedpokladu, Ze jim vyhovoval i polynom plivodni.
Novy polynom je viak stupné o 1 niz§iho nez pivodni.

Porovndme-li dfive uvedené dtikazy jednotlivych kritérif zjistime, Ze dikaz pcdany
prof. Nekolnym je nejjednodussi, nebot posta&i graf tangenty a znalost zdkladnich
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vlastnosti algebraickych rovnic. Nutno jesté podotknout, Ze plati pouze pro polyno-
my s realnymi koeficienty, kdeZto ptivodni cdvozeni Schurovo [33] platii pro poly-
nomy s komplexnimi koeficienty. P¥i feSeni konkrétnich problémt se polynomy
s komplexnimi koeficienty prakticky nevyskytujf.

V &ldnku [30] je uveden nésledujici postup pii pouZiti Schurova kritéria:

1. Dany polynom rozd&lime na &st sudou a lichou (napf. kazdy druhy koeficient
podtrhneme).

2. Rozdily lichych a sudych koeficientll ndsobime stejnym kladnym &islem tak,
aby prvni koeficient v fadé se timto rozdilem anuloval. Zbyvajici nenulové rozdily
povaZujeme nyni za sudé &leny nové fady koeficientl, jejiz liché koeficienty jsou
shodné se sudymi koeficienty fady piivodni.

3. Jsou-li v8echny koeficienty v nové fadé kladné, opakujeme postup, &imZ se fada
zkrdti o jeden Clen.

4. Jakmile se pfi nékteré redukci objevi n&ktery koeficient zdporny, skon&ime vy-
pocdet, nebof soustava je nestabilni.

5. Dosp&jeme-li postupnou redukei aZ k fad tfi kladnych koeficientd (odpovidd
rovnici druhého stupné) mdme dokdzdno, Ze soustava je stabilni.

1.1.7 Nyquistovo kritérium

Uvedené kritérium je zaloZené na tvaru frekvenénich charakteristik vySetfovaného
systému. Formuloval je H. Nyquist pro zesilovale se zpétnou vazbou. Vyhodou
tohoto kritéria je, Ze lze urdit stabilitu vySetfovaného systému se zp&tnou vazbou
z frekvenéni charakteristiky systému s rozpojenou zpétnou vazbou nebo také s ote-
vienou smyckou. Toto kritérium mé vyznam zejména v piipadé, kdy neni znim
prenos. systému, ale je moZno zméfit jeho frekvenéni charakteristiku.

Rozpojme tedy zpétnou vazbu a pfivedme na vstup harmonické kmity s frekvenci
 a konstantni amplitudou A,. Je-li systém stabilni, utlumi se vlastni kmity a na vy-
stupu budou kmity stejné frekvence w, ale amplitudy 4,, ktera je odli$na od ampli-
tudy A,. Amplituda a faze t&chto kmiti jsou urleny tzv. frekvenéni charakeristikou
v komplexni roving. Frekvenéni pfenos systému s rozpojenou zptnou vazbou
F(jw) byl uveden v kapitole 1.1.4. Jde tu o vztahy (1.62) az (1.66). Pfenos lze roz-
délit na redlnou a imagindrni sloZku podle vztahu

(1.124) F(io) = U(w) + j V(o)
nebo
(1.125) Fjo) = A(w) ¥ |

kde A() je modul urdeny vztahem
(1.126) Alw) = J[UHw) + V()]
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a ¥(w) je jeho faze

AC))
(1.127) g ¥(w) = (o)’

Vzhledem k tomu, Ze frekvenéni pfenos je ddn pomérem obrazi vystupni a vstupni
velidiny, uréuji uvedené vztahy zavislost zmény modulu a faze vystupni veliéiny na
modulu a fazi vstupni velitiny. Modul A(w) a argument $(w) lze zobrazit jako
vektor v komplexni roving. Kfivka, opsand koncovym bodem tohoto vektoru pfi

Ve

Ufw)

A(jw) /

Obr. 11.

zméné w z 0 do oo se nazyva frekvendni charakteristikou. Pfiklad frekven&ni charak-
teristiky je na obr. 11. Je to vlastn& soucasné zobrazeni amplitudové frekvencni cha-
rakteristiky a fazové frekvenéni charakteristiky.

Jmenovatel frekvenéniho pfenosu systému s uzavienou zpétnou vazbou ma tvar

(1.128) o(jo) = 1 + F(jw).
Pouzijeme-li vyraz (1,64), mizeme psét

(1.129) olje) = )+ M)
N(jeo)

PoloZime-li jmenovatele tohoto vyrazu rovnym nule, dostaneme charakteristickou
rovnici systému s rozpojenou zp&tnou vazbou. Citatel pak odpovida charakteristické
rovnici systému s uzavienou zp&tnou vazbou. Pfedpokladejme, Ze systém s otevienou
zpétnou vazbou je stabilni. To Ize ve v&t§ing ptipadil snadno zarucit, nebof systém
s otevienou zp&tnou vazbou se obvykle sklada ze stabilnich prvki. Za tohoto pted-
pokladu je zména argumentu N(jw) pti vzrisstajici frekvenci w z 0 do oo dana vyra-
zem
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(1.130) AZarg N(jw) = n g

kde n je stupefi polynomu N(jw).
Pro &itatele zlomku (1.129) zavedeme zjednodugujici vyraz

(1.131) N(jw) = N(jw) + M(jo) .

Stupeti obou polynomf N(jw) a N:(jw) je stejny, nebot u redlnych systémi neni stu-
pefi polynomu M(jew) v&t3i nez stupeii polynomu N(jw).
Zménu argumentu N (jw) pfi frekvenci o rostouci z 0 do oo lze vyjadiit vztahem

(1.132) A arg N(jo) = (n — 2m)§,

m — je polet kofeni charakteristické rovnice systému s uzavienou zpétnou vazbou,
které lezi v pravé &asti komplexni roviny.

Zména argumentu @(jo) = N.(jo)/N(jo) pti frekvenci o rostouci z 0 do o
bude dana vztahem

(1.133) A7 arg o(jo) = A arg N, (jw) — A arg N(jo),
ktery po dosazeni (1.130), (1.132) a Gpravé bude mit tvar

(1.134) A arg ojo) = —mn .

Aby byl systém stabilni musi platit m = 0, z &ehoZ plyne
(1.135) A7 arg o(jo) = 0.

Zobrazime-li ¢(jw) v komplexni roving pro frekvence w rostouci z 0 do co opiSe
vektor go(jm) uhel rovny nule pouze v tom piipadg, jestlize kfivka, kterou koncovy

jime |

%\m e

Obr. 12.
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bod vektoru ¢(jw) opise, neobepini poatek soufadnic. Pribsh je znazornén na
obr. 12. Koncovy bod vektoru F(ja)) se bude pohybovat po kfivce stejného tvaru,
pouze posunuté o jednotku vlevo ve sméru realné osy. Pribéh je zndzornén na
obr. 13. V tomto pfipadé se posunuje i poatek vektoru ¢(jw) de bodu (-1, jO).
Jeho koncovy bod opisuje kiivku — frekvenéni charakteristiku. Zména argumentu

O]

F(joy
(i)

W= w=0

-1 Ulw)

Obr. 13.

¢(jw) bude nulova, jestlize frekvenni charakteristika neobepina bod (-1, j0).
Z toho plyne kritérium stability:

Systém s uzavFenou zpétnou vazbou bude stabilni, jestliZe frekvencni charakteris-
tika systému, ktery pii rozpojené zpétné vazbé je stabilni, neobepind bod (-1, j0)
v komplexni roviné.

JestliZe je systém s otevienou zpétnou vazbou nestabilni, bude postup podobny.
Pfirdstek argumentu N(jw) pfi frekvenci  rostouci od 0 do oo bude urden vztahem

(1.126) AY arg N(jo) = (n — 2m,) —;C—,
kde m, je poet kofenl charakteristické rovnice systému s rozpojenou zp&tnou
vazbou, které leZi v pravé Casti komplexni roviny.

Ma-li byt systém s uzavienou zpdtnou vazbou stabilni, musi byt m; = 0 a pii-
rustek argumentu bude urCen vztahem

» . k4

(1.137) AF arg N,(jw) = n 3
Pro prirustek argumentu ¢(jo) plati vztah

(1.138) AY arg o(jo) = A arg N (jo) — AZ arg N(jo),
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ktery upravime pomoci vztahti (1.136) a (1.137) na tvar
w . my
(1.139) A7 arg ¢(jo) = > 2n
Na zakladg tohoto vysledku lze stanovit kritérium stability pro systémy, které pfi
rozpojené zp&tné vazbé jsou nestabilni:

Systém s uzavienou zpétnou vazbou bude stabilni, jestlife frekvencni charakte-
ristika systému, ktery pFi rozpojené zpétné vazbé je nestabilni, obepind bod (—1, j0)
v kladném sméru m,[2-krat.

Piiklad priibéhu frekvendni charakteristiky v komplexni rovin& u systému, ktery
je pfi rozpojené zp&tné vazbé nestabilni, je na obr. 14. Dva kofeny jmenovatele pie-
V)

F(jo) \

e(jw)

Obr. 14.

nosu systému s rozpojenou zpétnou vazbou lezi v pravé Gasti komplexni roviny.
Nasledkem toho obepiné frekvendni charakteristika bod (—1, j0) jednou. Lze tedy
Fici, Ze systém byl zavedenim zp&tné vazby stabilizovan. Z prib&hi frekvenénich
charakteristik na obr. 13 a obr. 14 je patrno, Ze pfi pohledu ve sméru stoupajici
frekvence  od 0 do oo je bod (— 1, j0) vZdy po levé strang frekvendni charakteristiky.
Bod (—1, j0) je kritickym bodem. Jestlize frekvenéni charakteristika prochdzi
timto bodem, je systém na mezi stability.

Déle se budeme zabyvat pfipadem, kdy frekvenéni charakteristika systému s roz-
pojenou zpétnou vazbou pro @ = 0 zadind v nekonednu. Je to obvykly pfipad v re-
gulaéni technice, kdy systém obsahuje astatickou regulovanou soustavu, pfipadné
dal¥i integralni ¢len. Tyto systémy se nazyvaji neutralnimi. Charakteristické rovnice
jejich pfenosti obsahuji nulovy kofen, ktery miZe byt v-nasobny.

(1.140) N(p) = p* Ni(p),
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kde v je celé kladné &islo a N1(p) je polynom, ktery neméd nulovy ko¥en. Pro p = jo
bude platit vztah

(1.141) N(jw) = (jo)’ Ni(ie) -

Vzhledem k tomu, e vektor N(jw) pfi @ = 0 ma nulovou hodnotu, je zména
argumentu N(jow) pfi @ = 0 neurita. Proto poloZime v polynomu N(jw) pfi p > 0
p=jwapfip—-0

v
1%

(1.142) p=re; (r > o;g V= - E),

Tim docilime toho, Ze p v blizkosti p = 0 obchazi podatek soufadnic po piilkruZnici
poloméru r —» 0 a dale po imaginarni ose p = jo, jak ukazuje obr. 15. Viechny

jimp &

Obr. 15.

nulové kofeny charakteristické rovnice systému s rozpojenou zpétnou vazbou
P’ Ny(p) = 0 budou leZet v levé poloroving, do niZ je zahrnuta i oblast vytvofena
pllkruZnici o poloméru r. Systém s rozpojenou zpétnou vazbou nelze potom povazo-
vat za neutralni, ale za stabilni.
Zména argumentu N(jw) pfi zm&n& o jiZz nebude neurditd, ale bude stejnd jako
v dfive uvedeném piipad&. RovnéZ kritérium stability 1ze formulovat stejné.
Frekvenéni charakteristika

M(je)
(jo)" N1(joo)

pii zmén& frekvence w z 0 do oo je zobrazena na obr. 16. To odpovidd zm&n& p

(1.143) _ Fjo) =
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smérem k zdpornym hodnotam po imaginarni ose. PHi malych hodnotach p bude
platit

k ks,
(1.144) Flp)=—=—e™ ™,

o
k je pomér koeficientt mnohotleni M(p) a N(p) nultého stupné. P r —0 a
nf2 = ¢ = —n/2 se bude koncovy bod vektoru F(p) pohybovat po oblouku
o poloméru R — oo a @hlu vx/2 (na obr. 16 je v = 1).

Aby byl systém stabilni musi byt bod (—1,j0) vné& frekvenéni charakteristiky

dopinéné o oblouk poloméru R — co, piipadné musi tento bod obepinat m,[2-krat.

V)

HET
| V@)
'

&

Obr. 16.

Systém s rozpojenou zpétnou vazbou, jehoZ frekvenéni charakteristika je nakreslena
na obr. 16 bude tedy po zapojeni-zp&tné vazby stabilni.

Pro praktické pouZiti je vyhodné&j¥ pon&kud odli¥na formulace kritéria stability,
ktera nevyZzaduje vypofet zmény argumentu:

Zména argumentu ¢(jw) p¥i frekvenci w rostoucti z 0 do oo bude rovna nule,
jestliZe podet pfechodi frekvenéni charakteristiky F(jw) pies usek realné osy (— 0,
—1) z horni poloroviny do dolni je roven poétu pfechodil ze spodni poloroviny
do hornj. Tato zména argumentu bude rovna +m,m, jestliZe rozdil mezi nimi je
roven +m,/2.

JestliZe jako kladny ozna&ime prechod frekvenéni charakteristiky (s rostoucim o)
pres usek realné osy (— oo, —1) z horni &asti komplexni roviny, do dolni a jako za-
porny piechod z dolni ¢asti komplexni roviny do horni miZeme kritérium stability
formulovat takto:

VySetfovany systém bude stabilni, jestlife rozdil mezi kladnymi a zdpornymi
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pFechody frekvencni charakteristiky dseku redlné osy (— oo, —1) je roven m,[2,
kde my je pocet kofenii s kladnou redlnou &dsti charakteristické rovnice systému
s rozpojenou zpétnou vazbou.

Jestlize frekvendni charakteristika F(jm) pfi @ = 0 zadini na tseku redlné osy
(=00, —1), budeme potitat s tim, Ze¢ F(jo) pfi o = 0 koni polovinu pfechodu.
Tuto skuteénost nutno respektovat pfi stanoveni po&tu pfechodd.

V regulaéni technice je nejobvyklej§i pfipad, kdy systém s rozpojenou vazbou je
stabilni nebo neutralni a plati m; = 0. Podle odvozeného kritéria bude systém

V(@)

~1

w a

Obr. 17.

s uzavienou zp&tnou vazbou stabilni, jestliZe rozdil mezi kladnymi a zapornymi
pfechody frekvenéni charakteristiky dseku na realné ose (—oo, —1) je roven nule.

Piiklad frekvenéni charakteristiky systému, ktery je pfi rozpojené zpétné vazbé
nestabilni (m, = 2) znazorfiuje obr. 17. Rozdil mezi kladnymi a zipornymi pfechody
frekvenCni charakteristiky tseku na re4lné ose (—-oo, —1) je 2 — 1 = 1. Systém
s uzavienou zpétnou vazbou bude stabilni nebof m[2 = 1.

Stabilitu systému lze ovliviiovat zm&nou jeho paramettl. Je-li systém na mezi
stability, prochazi frekvenéni charakteristika bodem ( -1, jO). Amplituda frekvenéni
charakteristiky je v tomto ptipad® rovna jedné a faze je rovna —m. ZvétSime-li
zesileni systému bude tento nestabilni, sniZime-li zesileni, bude stabilni. Hodnota
zesileni, pfi kterém je systém na mezi stability, nazyvime meznim zesilenim a ozna-
Cujeme je K,,. Oznadime-li isek na realné ose vymezeny podatkem soufadnic a pri-
seikem frekvenéni charakteristiky s redlnou osou 1/a, muZeme urdit hodnotu
mezniho zesileni ze vztahu
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V praxi se Sasto vyskytuji pfipady, kdy parametry systému méni b&hem provozu
svoje hodnoty. Proto je nutné vySetfit zejména prabéh frekvenéni charakteristiky
v okoli bodu (—1,j0).” Vzdélenost frekvendni charakteristiky systému bez zpétné
vazby od bodu (—1,j0) udavi bezpeSnost stability, &li oblast zm&n parametri,

Im
-~ ST T~ ~
/
7 \\
/ 1 \
a \
/ 2 \
/ \
~li @gr |
T
\ 4 B(w))-n | Re
\ /
\ /
\ /
wy /
N //
\\\ o
——d

Obr. 18.

v niZ bude systém je$té stabilni. BezpeCnost stability byv4 charakterizovana obvykle
dvéma velitinami: fdzovou bezpecnosti  a amplitudovou bezpecnosti a.

B
S Re
40°- 60°

Ri=

Obr. 19.

Fazovou bezpetnosti nazyvame hodnotu dhlu @*(w) — m pfi frekvenci w,, pfi
které frekvendni charakteristika protind jednotkovou kruZnici (obr. 18) se stfedem
v potatku soufadnic. Amplituda frekvendni charakteristiky je pfi této frekvenci
rovna jedné.
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Amplitudova bezpeénost je veli¢ina uréend reciprokou hodnotou modulu frekven-
&ni charakteristiky pro frekvenci, pti niz @*(w) = . Frekvence, pfi které @*(w) = n,
se nazyva kritickou a frekvence, pro kterou se ur€uje amplitudova bezpednost, se
nazyva mezni.

F4zova bezpe&nost se v praxi pouZiva v mezich 40° a% 60°. Ptiklad vymezeni
oblasti fazové a amplitudové bezpednosti v komplexni roving je znazorn&n na obr.
19. Bod A je soum&rny s bodem B vzhledem k bodu (-1, j0).

1.2 Kritéria stability pro impulsni systémy

Na rozdil od spojitych systémi, které jsou popsany diferencidlnimi rovnicemi,
jsou impulsni systémy popsany diferenénimi rovnicemi. Odvozenim zékladnich

Im

+x Tovina q

Re

Obr. 20.

rovnic se nebudeme zabyvat, ale uvedeme vysledné vztahy podle toho jak jsou
uvadény v literatufe napf. [35]. Tam je uvedeno také jejich uplné odvozeni.

Jak vyplyne z dal§iho, je vyhodné pro nékterd kritéria stability vyjadfeni dyna-
mickych vlastnosti impulsniho systému pomoci diskrétni Laplaceovy transformace,
pro nékterd je vyhodngjsi vyjadfeni pomoci Z-transformace. Obé transformace,
jak znamo, spolu souvisi vztahem

(1.145) =z,

kde g = ¢ + j@ je komplexni prom&nna, @ = Tw a T je perioda vzorkovani. Bu-
deme vySetfovat polynom ve tvaru

1
(1.146) F¥(q) =Y age".
i=0
Je to periodicka funkce s periodou 2n. Plati totiZ vztah
(1.147a) el = et
a tedy také

(1.147b) F*(q) = F*(q + 2nkj)
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kde k je libovolné celé &islo. Funkce F*(g) miZe mit kofeny pouze v oblasti —m <
< @ £ +m, jak ukazuje obr. 20. Funkce F*(q) miZe tedy mit komplexni kofeny

(1.148) q, = 0, + j@,,
resp. k nim sdruZené
(1.149) qyiy = O, — jB, .

Mad-li byt systém stabilni, je nutné a staci, aby vSechny kofeny q, polynomu
F*(q) lezely v levé cdsti komplexni roviny g, v oblasti ohranicené rovnobéZkami
s redlnou osou ve vzddlenosti £n (obr. 22a).

Zavedeme-li prom&nnou z podle vztahu (1.145) bude vySetfovany polynom vy-
jadfen vztahem

(1.150) F(z) =__le AR

Oblast vyznagenou v obr. 20 pfetransformuje na kruZnici o poloméru €, jak ukazuje

Im
rovina z
Re
Obr. 21.
Im Im
n
q z
|
Re I Re
7
-7
Obr, 22,
i o) b

obr. 21. Kofeniim g,, které leZely ve vyznadené oblasti roviny g, odpovidaji nyni
poly z,, leZici uvnitf kruZnice v roviné z o poloméru e°.

Md-li byt systém stabilni, je nutné a staci, aby vSechny kofeny z, polynomu
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F(z) lezely uvnit¥ jednotkové kruZnice se stfedem v pocdtku. komplexni roviny z,
4. |z,| = 1 (obr. 22b).

Podobné jako u spojitych systémii i zde by bylo nutno pii vySetfovani stability
hledat kofeny polynomu. Proto vznikla snaha nalézt takova kritéria, kterd by umoz-
fiovala vySetfovat stabilitu pfimo z koeficientii polynomu. Jsou to vesmés analogie
dfive uvedenych kritérif.

1.2.1. Algebraickad kritéria stability

Pod tento nazev Ize zahrnout prvni skupinu kritérii, pro které je vyhodny polynom
ve tvaru

(1.151) F(z) + aiz' + a;.2""  + ...+ ayz + ap.

Abychom mohli stanovit podminky, kterym musi vyhovovat koeficienty polynomu
F(z), budeme vySetfovat mnohotlen

(1.152) F(z) + iF C) z'.

K objasnéni daliho postupu uvedme Rouchéovu vétu:

Jsou-li F(z) a ®(z) dvé funkce jednoznacné a analytické v oblasti, ohranidené
uzavfenou rektifikovanou kfivkou I' a na této krivce je splnéna podminka

(1.15) IF()| < [0(2)]

potom uvnitF I' md soucet obou funkei F(z) + ®(2) tolik korenti, kolik jich md
Sfunkee F(z).

Pro vyhledani pottu kofenti funkce F(z) + @(z) pouZijeme princip argumentu.
PrepiSeme ji do tvaru

(1.154) F(z) + 0(z) = F(2) [1 + %]

Je-li spinéna podminka (1.153), bude platit

(1.155) arg [F(z) + ®(z)] = arg F(z) + arg [1 + %i;]
z

Dale bude platit

2(z)
F(2)]

(1.156) <1,
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proto konec vektoru zobrazujiciho vyraz 1 + [#(z)/F(z)], opisuje uzavfenou kfivku,
ktera se nachazi uvnitf kruZnice se stfedem v bod€ 1 a o polomé&ru rovném 1. Zminény
vektor se tedy neotodi ani jednou kolem pocatku soufadnic a vyslednd zmé&na argu-
mentu A arg [1 + &(z)/F(z)] je nulova. Zména argumentu A arg [F(z) + ®(z)] pti
uvedeném pohybu vektoru je totoZna se zmé&nou argumentu A arg F(z) pii stejném
pohybu vektoru. Odtud tedy podle principu argumentu vyplyva rovnost mezi poétem
kofenii funkce F(z) + &(z) a funkce F(z).

Vratme se nyni k vyrazu (1.152), do kterého dosadime z = ¢’® a upravime jej na
tvar:

(1.157) [F(ejﬂ| + AIF(e—jm) ')

Pii |/| < 1 bude polynom (1.152) vyhovovat Rouchéové vét&, podle niZ polynomy
(1.151) a (1.152) budou mit stejny podet kofenti v oblasti vymezené jednotkovou
kruznici. Necht plati nerovnost

(1158) Jao] < ]

Ve vyrazu (1.152) poloZime A = —aq/a; a dostaneme polynom, ktery s polynomem

(1.152) souvisi podle vztahu:

(1.159) Fie) & = F(z) - i@FG)z',
a a z

Lze jej také vyjadfit vztahem

(1.160) Fy(z) = (a] — ap) 2" ' + (a1-yay — ayag) 272 + ... + (a,0; — aj-qa,) .

Mnoho¢len Fl(z) je tedy stupné I — 1. JelikoZ z = 0 odpovida kofenu leZicimu
uvnitf jednotkové kruZnice, potom aby polynom F(z) m&l kofeny uvnitf jednotkové
kruZnice je nutné, aby také polynom Fl(z) mél kofeny uvnitf této jednotkové kruz-
nice. Tim se dostavame k analogii Schurova kritéria:

Mnohoélen F(z) md koFeny uvnit¥ jednotkové kruznice, prdvé kdy# plati nerovnost

lao| < |ai]
a kdyz mnohoclen

@ F(z) ~ ao F G) 2

z

(1.161) Fi(2) =

stupné 1 — 1 vyhovuje stejnpm podminkdm jako mnohoélen F(z).

Opakujeme-li tento postup I — 2-krat dostaneme mnohoélen prvniho stupng za
pfedpokladu, Ze viechny kofeny mnoho&lenu F(z) leZi uvnitf jednotkové kruZnice.
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Na ziklad¢ uvedeného postupu lze sestavit schéma, které je analogii Routhova
schématu. Vypoget jednotlivych koeficientil je znazornén v tab. 1.1. Prvni dva fadky

Tab, 1.1.
ﬂo H, P ”1—1 al
a, a,_, a, ag
|
A—a0< 1 €2 = ay — ya;_, c"zzazflla,_z s Cg2=ap— Lag
—_ — !
a Ci-1.2 €1-2.2 0,2 i
- | e —
o2 €0,3 = €1,2 €1,3 = €22~
Ay = — LIy = Ax€i32
€1-1,2 ¢ c |
1-2,3 1-3,3 ‘
........... P P
‘ |

tvoti koeficienty mnohoglenu F(z). V prvnim fadku jsou s rostoucim indexem, ve
druhém s klesajicim. Koeficienty nésledujicich dvou fadka jsou vypoéteny podle
nasledujiciho pravidla: Od &sel horniho fadku v kazdé dvojici se odeétou piisluina
Gisla dolniho fadku, ktera byla dfive nasobena koeficientem 4; (i =1,2,...) takové
hodnoty, aby prvni rozdil byl nulovy. Jestlize vylou¢ime tyto nulové hodnoty, do-
staneme prvni fadek nové dvojice. Druhy fadek obsahuje tytéZ koeficienty, ale za-
psané v opaném pofadi.

Na zéklad€ tohoto schématu a na zakladé Schurova algoritmu, lze formulovat
kritérium stability:

Aby vSechny kofeny polynomu F(z) lezely uvniti jednotkové kruznice, je nutné
a stadi, aby absolutni hodnota koeficientii A; byla mensi nez jedna

(1.162) <t (=12.).
Koeficient ¢, ; k-tého sloupce a i-tého fadku je dan vztahem
(1~163) Ci = Crst,i-1 — }'l—lcl~i—k+l.i—l .
Koeficienty 4; jsou urleny koeficienty ¢, ; podle vztahu
Co,i

(1.164) b=

Cimjyq,i

Aby bylo moZno pouZit pifimo diive uvedena kritéria je nutné transformovat
oblast vymezenou v komplexni roving kruZnici na oblast, ktera zaujima v komplexni
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roviné celou oblast vlevo od imaginarni osy. Za tim tcelem zavedeme substituci

(1.165) pitl ,_v¥l
z~1 v—1

Vysetfovany polynom bude mit po dosazeni tvar
1
(1.166) -0 F (PN 2 ) = ¥ bt
v—1 k=0
Koeficient prvniho ¢lenu je dan vztahem
1

(1.167a) by=Ya,.

. v=1

Dalsi koeficienty lze vyjadfit ve tvaru

] ] i=min(v,k) W] — v
(1.167b) ho=Ya ¥ (—1>""”"( )( ) ’
v=0

i=max(0, 1+ v+k) i/\k—1

kde (v) = y!/il(v — i)! jsou binomické koeficienty.
1

Zavedenim vztahu (1.165) transformujeme oblast vymezenou kruZnici v komplexni

rovin& na oblast zapliiujici celou levou polorovinu, coZ dale dokazeme.
Jednotkové kruZnice se stfedem v pocitku komplexni roviny mé rovnici

(1.168) z = ¢e®,

Dosadime-Ii (1.168) do (1.165) dostaneme

e + 1
1.169 V= — .
(169 ol

Jmenovatele i Gitatele zlomku vynisobime e /2 Tim dostaneme vyraz pro

cotg {w/2), takZe mézeme psét

(1.170) b= —jcotg%

Z vyrazu (1.170) je patrno, Ze pouZitim substituce (1.165) lze vyhovét zadanému

pozadavku, nebot plati
w=2M=>0=—joo,

w=n1 =v=0,

0 =>v=+joo.
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4

Substituci (1.169) jsme ziskali polynom F4(v), jeho koeficienty b, souvisi s koeficienty
vySetfovaného polynomu F(z) podle vztahu (1.167). Na polynom Fo(v) Ize aplikovat
v3echna kritéria, ktera jsou uvedena na zaC4tku této kapitoly, stadi misto koeficientt
a, dosadit koeficienty b,. Podminky stability 1ze shrnout ve v&t&:

Aby vSechny koFeny polynomu F(z) leZely uvnit¥ jednotkové kruznice v komplexni
roviné z je nutné a staci, aby koFeny polynomu Fo(x) leZely v levé édsti komplexni
roviny v.

1.2.2. Analogie Nyquistova kritéria

Toto kritérium umoZituje — podobng jako u spojitych systémi — urgit stabilitu
systému s uzavienou zpétnou vazbou z frekvenéni charakteristiky systému s roz-
pojenou zpétnou vazbou.

Prenos impulsniho systému s uzavienou zpétnou vazbou ma obecng tvar

kde F*(q) je pfenos impulsniho systému s rozpojenou zpétnou vazbou ve tvaru
podilu dvou polynom

M*(g)
(1172) F¥(q) = M9 .
N*(a) :
Jmenovatel pfenosu (1.171) oznatime l"qm._
(1.173) o*(q) = 1 + F¥q)
a po dosazeni (1.172) s R
N+ M) .
(1.174) PHg) = — o
N*(q) R
jo
rovina ¢
1L1 i lLs o
L .,
v .
—~—— L
Obr. 23.

Déle se budeme zabyvat rozborem funkce ¢*(g). V komplexni roviné g vymezime

prostor L, ktery leZ v pravé Casti komplexni roviny (obr. 23). Je vymezen &asti
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imaginarni osy od —jr do +jn tsetkami L, a L, rovnob&nymi s redlnou osou ve
vzdalenosti @ a useCkou L, rovnobé&Znou s imagindrni osou. Pfedpokladame, Ze ve
vymezené oblasti nejsou kofeny funkce N*(g) ani funkce N*(q) + M*(q). PouZije-
me-li princip argumentu, potom pfi zméné g po obvodu vymezené oblasti v zadporném
smyslu, tj. tak, aby oblast L leZela vpravo, bude zmé&na argumentu funkce ¢*(q)
rovna 21 nasobku rozdilu mezi poctem kofenl polynomu ditatele a jmenovatele
pfenosu @*(q), které leZi ve vymezené oblasti

(1.175a) A, arg o*(q) = 2n(p — m).

Nejprve budeme predpokladat, Ze systém s rozpojenou zpétnou vazbou je stabilni.
Tomu odpovida p = 0. Aby byl stabilnf systém se zpétnou vazbou, je nutné a posta-

jlm

G=0

Re

Obr. 24.

&ujici, aby ve vymezené oblasti nebyly kofeny polynomu Gitatele pfenosu ¢*(q)
¢ili v = 0. Impulsni systém s uzavienou zpétnou vazbou bude tedy stabilni, jestlize
bude platit vztah

(1.175b) Aparg *(q) =0,
tj. jestliZe pfiristek argumentu funkce ¢*(g) pfi zmé&n& q podél uzavieného obrysu
L bude roven nule.

Meni-li se ¢ podél imaginarni osy ¢ = j@ od —jn do +jn ({sek L,), bude konco-
vy bod vektoru ¢*(q) opisovat uzavienou k¥ivku
(1.176) o*(jw) = 1 + F¥(jo).
Vzhledem k tomu, Ze ¢*(i@) je periodické funkce, bude platit

o*(jm) = o*(—jm).

Bude tedy zminéna kfivka protinat realnou osu nanejvys pii @ =
je patrno z obr. 24.
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Pfi pohybu g podél pfimky L, od ¢ = 0 do ¢ = oo bude se ménit funkce ¢*(q)
podél redlné osy z hodnoty ¢*(jr) do hodnoty

(1.177) lim ¢*(o + jr) = konst .
@

TutéZ hodnotu bude mit funkce pfi zméné g podél GseCky L, kterd se nachazi
v nekoneénu, tedy ve ,,vzdalenosti ¢ = co. Pfi zméné& ¢q podél pfimky L, od ¢ = o
do o = 0 bude v dasledku periodi¢nosti funkce

(1.178) ¢*(o ~ jm) = ¢*(o + jn)
a funkce rp*(q) se bude ménit podél realné osy od hodnoty lim ¢*(c + jr) do hod-

noty @*(~—jm) v opaéném sméru nez piedesle. Z priibéhu kiivky ¢*(j@) na obr. 24
a z predchoziho textu je patrno, Ze pfirlstek argumentu A, arg ¢*(q) je urden kfiv-
kou ¢*(ji) pfi zm&n& @ v intervalu —n < @ £ +m &li

(1.179) Aparg o*(q) = AlLarg o*(j®) .

Piir(istek argumentu je roven poétu otoleni vektoru, jehoZ poatek je v polatku
soutfadnic komplexni roviny a koncovy bod opisuje kiivku (p"‘(j(T)). Prirtstek argu-
mentu bude roven nule pouze v tom pfipadé, kdy zaatek vektoru se bude nachazet
mimo oblast ohrani¢enou kfivkou ¢o*(j®).

Funkci F*(j@) rozdélime na &4st redlnou a imaginarni

(1.180) F(io) = UX@) + i V¥(@),

coZ lze také psat ve tvaru

(1.181) FH(jo) = A*(@) &/*" @ .
Modul A%(@) je uréen vziahem

(1.182) Ax(@) = J[U*H@) + V*¥(@)] .

Koncovy bod vektoru F*(j@) opise v komplexni roving kfivku, ktera je znazornéna
na obr. 25. Predstavuje frekvencni charakteristiku systému s rozpojenou zpétnou
vazbou. Lze ji ziskat posunutim k¥ivky z obr. 24 vlevo ve sméru realné osy o jednot-
ku. Potatek vektoru ¢*(ji) se nachazi v bod& (— 1, jO), konec vektoru opisuje k¥ivku
F*(j@). Podminka (1.175) bude spinéna jestlize bod (—1, jO) z n&hoZ vychézi vektor
¢*(j@) bude mimo oblast ohrani¢enou kfivkou F*(j@). Frekven&ni charakteristika
je symetricka kolem redlné osy. Cast vznikla zménou frekvence voblastiO < @ =
je zrcadlovym obrazem &asti vzniklé zménou frekvence v oblasti —m < & < 0.
Stadi tedy pii vySetfovani stability uvaZovat pouze jednu z obou &asti frekvenéni
charakteristiky.
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Na zdklad& dosavadnich vysledktl Ize kritérium stability formulovat takto:

Aby impulsni systém (stabilni pfi rozpojené zpétné vazbé) byl pii uzavieni
zpétné vazby stabilni, je nutné a staci, aby frekvenéni charakteristika systému
s rozpojenou zpétnou vazbou pfi ristu frekvence @ od 0 do n neobepinala bod

(~1,0).

Fr(j@)

%7'7

Obr. 25.

Dale se budeme zabyvat piipadem, kdy systém s rozpojenou zpétnou vazbou je
na mezi stability ¢ili je neutrdlni. Frekvenéni charakteristika systému s rozpojenou
zpétnou vazbou zafina pro @ = 0 v nekonenu. Oblast L vyznalenou na obr. 23

Obr. 26.

nahradime oblasti L jak je nakreslena na obr. 26. Malé tseky na imaginarni ose, kde
lezi kofeny polynomu N *(q) jsou nahrazeny plilkruZnicemi polom&ru r — 0, leZicimi
v pravé &asti komplexni roviny. Mé&ni-li se ¢ podle obvodu vyznadené oblasti ve sméru
naznacenéin Sipkami, potom podle principu argumentu dospdjeme k formulaci
kritéria stability podobn& jako v pfipadg, kdy systém s otevienou zp&tnou vazbou je
stabilni. P¥ zmé&n& g podél ,,nekonetné malych* palkruZnic se bude koncovy bod
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vektoru ¢*(q) resp. F*(g) pohybovat po odpovidajicich obloucich polom&ru R — oo,
jejichZ stfedové tihly maji hodnotu vr/2, kde v je &islo udavajici nasobnost ko¥enii
leZicich na imaginarni ose. V praxi se velmi &asto vyskytuje ptipad, kdy kofen lezi
v potatku soufadnic. Pro tento pfipad lze pouZit diive uvedené kritérium stability.
PHi konstrukei frekvenénich charakteristik je musime doplnit oblouky poloméru
R — oo, ktery zafina na redlné ose. Smér t&chto obloukl je opa¢ny neZ smér odpo-

ilm

Obr. 27.

vidajicich puilkruZnic polom&ru r — 0. Dva pfiklady prov = 1 a v = 2 jsou uvedeny
na obr. 27.

V dalS§im piipadé, ktery se muZe vyskytnout, je systém s rozpojenou zpétnou
vazbou nestabilni. Polynom N*(g) ma kofeny s kladnou redlnou &sti. Jejich poget
oznadime s. Vyraz pro pfirlstek argumentu dostanemez(1.175a), dosadime-li n = 0
ap=s

(1.183) A arg o*(q) = 2ms .
Pii ¢ = jo bude mit vyraz pro argument tvar
(1.184) AL, arg @*(jiw) = 2ns .
Jak jiz bylo dfive uvedeno jsou frekvenéni charakteristiky symetrické, takze stali
psat
(1.185) Aj arg o*(j@) = ms.
Na zéklad€ tohoto vysledku lze formulovat kritérium stability.

Je-li impulsni systém pFi rozpojené zpéiné vazbé nestabilni, bude pFi uzaviené
zpétné vazbé stabilni tehdy a jen tehdy, jestliZe frekvenéni charakteristika systému
s rozpojenou zpétnou vazbou pFi rostouci frekvenci @ od 0 do & obepind bod (—1, j0)
v kladném sméru s|2-krdt.
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Podobné jako u spojitych systémi Ize u impulsnich pouZit pon&kud pozm&ndnou
formulaci kritéria stability, ktera je zaloZena na zmé&né argumentu. Tim se zna&né&
sniZi pracnost. Zmé&na argumentu ¢*(j@) pii zm&né frekvence @ z 0 do © bude rovna
nule, jestliZe rozdil mezi podtem prechodu kiivky F*(ji) pies usek realné osy (— oo,

2 F*(j@)

Obr. 28.

—1) z horni poloroviny do dolni a mezi oftem prechodi v opatném sméru bude
roven nule. Je-li tento rozdil roven +s/2 bude pfiriistek argumentu roven +mus.
Je-li zalatek frekvenéni charakteristiky pfi @ = 0 v tuseku (—oo, —1) na reainé
ose, je nutné tento zalatek poditat za polovinu pfechodu. Sledujme frekvenéni

Fr(j@)

w - i

Obr. 29. =0

charakteristiku systému s rozpojenou zpétnou vazbou ve sméru rostouci frekvence
@ od 0 do . Pfechod frekvenéni charakteristiky pfes tsek realné osy (—oo, —1)
z hornf poloroviny do dolni nazveme kladnym, piechod v opainém smé&ru nazveme
zapornym. Viechny p¥ipady jsou patrny z obr. 28. Na zakladg t&chto tvah lze for-
mulovat kritérium stability:

Systém s uzavfenou zpétnou vazbou bude stabilni, pravé kdy? rozdil mezi poctem
kladnych a zdpornjch prechodit frekvencni charakteristiky F*(j@) dseku redlné
osy (— 00, — 1) bude roven s/2, kde s je pocet kofenti s kladnou redlnou cdsti jmeno-
vatele prenosu systému s rozpojenou zpétnou vazbou.
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Je-li systém s rozpojenou zpétnou vazbou stabilni nebo neutrdlnit (s = 0), bude
systém s uzavfenou zpétnou vazbou stabilni, je-li rozdil mezi poctem kladnych a
zdpornjch piechodit frekvenéni charakteristiky F*(j@) useku (—oco, —1) roven
nule.

Priklad frekvendni charakteristiky systému, ktery je pfi rozpojené zpétné vazbé
nestabilni (s = 2), je na obr. 29. Charakteristika protina tsck (— oo, —1) redlné osy,
dvakrat v kladném sméru, jednou v zdporném 2 — 1 = 1, Vzhiedem k tomu, Ze
s = 2 bude systém po uzavieni zpétné vazby stabilni.

Problém fazové a amplitudové bezpednosti se fe§i stejnym zpGsobem jako u spo-
jitych systémii. Lze tedy pouZit zavéry odstavee 1.1.7.

1.2.3. — Analogie Michajlovova kritéria

Toto kritérium je zaloZeno na rozboru polynomu
(1.186) F¥q) = ae®* + aj_, "D + ..+ ae +ag.

Ma-1i byt systém popsany rovnici (1.186) stabilni, musi viechny kofeny polynomu
(1.186) lezet v levé Easti pasma komplexni roviny ¢, vyznaeném na obr. 20. Po-
uZijeme principu argumentu, pfiCemZ vychazime z obr. 23. Podle dfive uvedené
podminky stability musi platit

(1.187) Aparg F¥(g) = 0.

Celkovy pfirustek argumentu se sklada ze soudtu piiriistku argumentt po jednotli-
vych Castech obvodu vyznaceném na obr. 23.

(1.188) Ay arg F*(q) = Ay, arg F*(q) + A, arg F¥(q) +
+ Ay, arg F¥(q) + Ay arg F¥(q).

Na imaginarni ose je ¢ = j&. Proto bude pro tuto Cast platit

(1.189) Ay, arg F*(q) = AZ}arg F*(i@) .

Symbol A** zna&i prirtstek argumentu od —= do +n. Vzhledem k periodi¥nosti
F*(q) podél imaginérni osy a na pfimkach L, a L; bude platit

F¥(¢ — jr) = F¥o + jm)
a také
(1.190) A arg F¥(q) = — Ay, arg F*(q) .
Na pfimce L,, ktera se nachzi v nekoneénu bude

q =lim(o +j@).

o ®
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F*(q) 1ze vyjadfit pfibliznym vztahem
F¥(g) = agl®tio,

Zména argumentu v tomto Useku bude dana vyrazem
(1.191) A, arg F¥(q) = —2nl.
Z vyrazii (1.188) aZ (1.191) dostaneme hodnotu argumentu

A, arg F*(q) = AZ%arg F¥(j) — 2nl .
Podle (1.187) ma byt tento vyraz roven nule, takZe dostavame vztah
(1.192) A™ , arg F¥(j@) = 2nl .
Vyraz F*(j&) rozloZime na redlnou a imaginarni ¢ast
(1.193) FX(jo) = U*(@) + j V*@)

a zobrazime v komplexni roviné jako vekior. Pfi zméné @ z —n do +m opisuje
koncovy bod tohoto vektoru tzv. charakteristickou kfivku. Poget obéhd koncového
bodu vektoru F*(j@) v kladném smyslu kolem pogatku soufadnic je roven pottu
kofend polynomu F*(g) leZicich v levé &asti pasma komplexni roviny. Systém bude
tedy stabilni, jestlize poget Gipinych otadek vektoru F*(j@) pti rostoucim & od —x
do + je roven stupni mnohoglenu F*(g).

Charakteristicka kfivka F*(jc_o) je soumérna pro kladné i zaporné hodnoty @
vzhledem k redlné ose. Proto stali sestrojit charakteristickou k¥ivku pouze pro kladné
hodnoty @. Potom bude podet otdek vektoru F*(ji) pii rostoucim @ od 0 do =
poloviéni. Na zikladé toho lze kritérium stability formulovat takto:

Systém bude stabilni, jestliZe p¥i rostoucim @ od 0 do nt bude charakteristickd
kFivka F*(j@) postupné prochdzet 21 kvadranti v kladném sméru, kde | je stuperi
polynomu F*(q).

Priklady charakteristickych kfivek stabilniho systému pro I =1, 2, 3,4 jsou na
obr. 30. Charakteristicka kfivka nestabilniho systému pro ! =4 je na obr. 31.

Charakteristickou kfivku lIze sestrojit pom&rné jednoduse geometricky. Jestlize
ve vztahu

(1.194) F¥(io) = ae''® + a; /"D + .+ a€° + aq

dosadime né&jakou konkrétni hodnotu @ = @, dostaneme vektor F *(jail), ktery
tvofi v komplexni roviné diagonilu mnohoihelniku, jehoZ strany jsou tvofeny
hodnotami koeficientdi aq, a;, ..., @, Uhel, ktery jednotlivé strany mezi sebou
sviraji je 1 — @,. Cela konstrukce je patrna z obr. 32. P¥i @ = 0 je

F*0)=a,+a,_; +,... + a; + a,.
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Pii @ == je
Fr(jr) = (=1)'a, + (1) iy + g g

Pro tyto hodnoty & se mnohouhelnik redukuje na pfimku.

ivt@)

FH(i@)

\
|
-
J -0 U'@)

Obr. 30.

U impulsnich systémil 1ze vyjadfit nutné podminky stability pomoci nerovnosti:
pro lichy stupeii polynomu
F¥0) >0, F*(jr)<o0,
pro sudy stupeil polynomu
F¥0) > 0, F*(in) > 0.

ive@)

(O

Obr. 31.
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Tyto nerovnosti vyplyvaji z analogie Michajlovova kritéria stability podle obrazkd
30 a 31. Uvedené podminky nejsou postatujici, je viak vyhodné pfed pouZitim
kteréhokoliv kritéria si ov&fit zda jsou splnény. V piipadg, Ze splnény nejsou, je
zbytedna jakakoliv dalsi kontrola.

ir@l
_,.—/"”_‘4_’/ as
ar
az
F*(j@1) _
= '
@y o
ar Ut(a)
Obr. 32.
j Im(w) ‘
Fi*(j@)
)
)
8 /4 \
®=n ar-1 Re(@)
Obr. 33.

Pro konstrukci charakteristické kfivky lze pouZit' grafickou metodu. Vyraz pro
F*(jo) upravime do tvaru

(1.195)  F*(i@) = (... (@™ + a;-1) & + a,-,) & + ... + a,) &° + ap),
z ného# je patrno, Ze pro sestrojeni charakteristické kfivky miiZe byt pouZito jedno-
duchych operaci. Nejprve sestrojime kfivku

Fi(i®) = a©™® + a;_4 .

V komplexni roving to je pilkruZnice se stfedem na redlné ose U*(@) vzdleném
0 a,_, od pottku soufadnic a o polom&ru rovném a,, jak je patrno z obr. 33.
Dalsi kfivku

Fi(i®) e = (a,e™ + a,_,) e
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ziskdme otatenim vektoru Fi(ji), ktery vychazi z potatku soufadnic a jehoZ konco-
vy bod se pohybuje po kruZnici zobrazené na obr. 33. Vektor F*(j@) pieneseme pro
jednotlivé hodnoty @ do obr. 34. Po&atek soufadnic 0 pfesuneme smérem vlevo
o hodnotu koeficientu a,_,. Novy pocatek soufadnic je oznaten O’ a imaginarni
osa je vyznafena Sarkovang. Velikost a smér vektoru F3(j@) pro jednotlivé hodnoty

jIm(@)
F*(j@)
L]
)
?\:\\
F*(j@)ei®
0" 0 Retm)
Obr. 34.
Jim(@)
F\a.(,&‘) - a0 \\
a o . @=0 Re(®)
Obr. 35.

@ jsou udany spojnici po¢atku soufadnic 0’ a koncového bodu vektoru Fi(jw)
pro stejnou hodnotu @. Tim jsme ziskali k¥ivku

Fi(i@) = Fi(i®) &' + a,-, = (€™ + aj_,) '® + a;_,) .

Z pribéhu k¥ivky F3(j@) nalezneme popsanym zpiisobem pritbsh kiivky F3(id) e®
a kfivky F ’;(j@). Postupné po ! krocich ziskdme vyslednou charakteristickou kfivku:

Fi(o) = F°3).
Ma-li argument F3(j@) e’® nulovou hodnotu, lze dck4zat, 7e pti platnosti nerovnosti

la;-y| > 2a,
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nemiiZe kfivka vytvotend koncovym bodem vektoru F3(j@) projit &tyFmi kvadranty
jak je naznageno na obr. 35. Charakteristicka k¥ivka nemtiZe proch4zet poZadova-
nymi 2/ kvadranty a systém je tudiZ nestabilni.

O stabilité systému lze usuzovat i z grafickych pritb&hti realné a imaginarni &asti
F*(j@) v zavislosti na frekvenci @. Obg &asti lze vyjadiit pomoci goniometrickych
funkei:

(1.196) U*(®) = a,cos 15 + a,_, cos (I — 1)@ + ... + a, cos & + a,,

V¥®@) = a sinld + a,, sin{(l = )@ + ... + a, sin®.

U@ V(@)
ve@)
Obr. 39,
v@ v
Vr @)
.
\_/ :
L’M k/
Obr, 37.
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Vzhledem k tomu, ze U*(@) a V*(@) mohou mit maximalng  kofend, lze formuiovat
kritérium stability takto:

Impulsni systém bude stabilni, jestliZe redlnd a imagindrni {dst U*(@) a V*(@)
pfi zméné @ z 0 do & maji | redinych kofenil, které se vzdjemné st¥idaji a pfi® = 0
maji U*(0) a V*(0) stejné znaménko.

Piiklady pritbéhét U(@) a V*(@) v zavislosti na @ jsou na obr. 36 a obr. 37. Na
obr. 36 se priiseiky obou kiivek U*(@) a V*(@) s vodorovnou osou stfidaji, systém
bude tedy stabilni. Pfipad, kdy se priseciky nestfidaji tedy pfipad nestabilniho systé-
mu, je na obr. 37.

Prochazi-li charakteristickd kfivka pogatkem soufadnic, je systém na mezi stabi-
lity. V tomto pfipad¢ budou mit U*(@) a V*(@) spoletné kofeny a také spolecné
prisetiky s vodorovnou osou. Hodnota @, pti které F*(j@) = 0 a také U*(@) =
= V*(w) = 0, urduje mezni kmitodet.

1.4 — Stabilita systémii s proménnymi parametry

Diferencialni rovnice, popisujici systémy s prom&nnymi parametry, maji koeficienty
proménné v zavislosti na ase; budeme je oznagovat jako funkce asu a(t). Stabilitu
systémi s proménnymi parametry lze zarucit pouze v urlitém Sasovém intervalu I.
Mimo tento interval miZe byt systém nestabilni.

1.4.1 Zdkladni vztahy

Budeme vyietfovat systém s proménnymi parametry popsany diferencidlni rovnici
dar d
(1.197) a,,(t)a; %) + ... + a() @ x,(1) + ao(t) x5(t) = xot) .

x,(t) je vystupni veliéina, xo(t) je vstupni velidina. Nasim Gkolem bude nalézt vztah
mezi vstupni a vystupni veliinou vySetfovaného systému pro ptipad, kdy do okamzi-
ku, ve kterém zalina plisobit vstupni signal, je systém v klidu. ReSeni uvaZujeme
od okamZiku, kdy zaéina piisobit vstupni signal. Pro tento okamZik plati:

d X(Oi=0=0; v=0,1,2,..,(n—1).

1.198
(1.198) -

Nalezneme feSeni rovnice (1.197) metodou variace konstant. Regeni hleddme ve tvaru

(1.199) %:(6) = @a()) 11(8) + @) 12(0) + ... + @) 1.00) 5

kde ¢ (1) jsou linedrng nezavisl4 diléi FeSeni homogenni rovnice, funkce y(f) uréime
tak, aby pfi dosazeni vyrazu (1/199) do (1.197) se ziskala identita.
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Uréime derivaci vjrazu (1.199)
(1.200) x3(1) = 01D y:(t) + @2() 1) + ... + @) va +
+ 010710 + @) () + - + @)y
Ve vztahu (1.200) budeme poZadovat, aby byla spln&na podminka
(1.201) o) 71(1) + () ¥a(t) + ... + @)y, = 0.

Derivujeme-li jestd jednou vyraz (1.200) a bereme-li v Gvahu vztah (1.201), do-
staneme

(1.202) x50 = o1() vu()) + @5() vt) + .. + @D vl +
+ @10 75(0) + @2() 12(1) + - + @) V().

Opét poloZime podminku
(1.203) @i (6) 71(0) + @) ¥a(1) + ... + ol ¥ty = 0.

Postupujeme-li uvedenym zpisobem od prvé aZz do n-té derivace, dostavame
postupné:

(1.204) 0,1 7i(®) + 02D 7)) + ... + 2 (D)D) =0,
() 7i(®) + @3() () + ... + @) () = 0,
o) i) + o8 va(t) + -+ IO = 0,
(1.205)  x§%(t) = () y4(2) + o3(1) 7,(1) + . ""(t) 7(t) +
PO + 08O + e 0O,
Dosadime-li takto nalezené hodnoty x,(f), x(t), ..., x! ("’(t) do rovnice (1.197)

a uvaZujeme-li, Ze funkce ¢ i(t) po dosazeni do rovnice (1. 197) anuluji jeji levou &4st,
dostavame: ’

(1206) o) 7() + 0§ 75() + - + 0820 = 24D,

a,(1)
Vyrazy-(1.201) aZ (1.204) a (1.206) tvofi soustavu linearnich algebraickych rovaic
s n neznamymi y(r)
(1207) () ¥i(t) + @2() 12D + ... + @ () 7it) = 0,
21D 7)) + o5 %) + - + o)) = 0,
PP + oE T2 D) + - + 7T () = 0,
o Oy + o VO (D) + ... + @O w() = 0.
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Regime-1i tuto soustavu s ohledem na hledané veli€iny, dostaneme:

(1.208) 0, o), ... o).
0, 1) .. @) ‘

lt) = a1

o)), @), .., O]
oi(t),  ex(1), ..., 0
s _ILO(I)
o o), ¢ ’(t),...,a—"(t—)
) 40 ’

kde
A1) = | @), o2(1), e @(1)

o1(0), o5(1), s 1)

PO, 870D, s 0

je Vronského determinant rovnice (1.197). Determinanty v &itatelich zlomki (1.208)
rozlozime podle prvki sloupct, které obsahuji élen x,(t)/a,(t). PFitom bereme v iivahu,

Ze viechny prvky t¥chto sloupcii mimo xo(t)/a,(t) jsou nulové, Pro hledané hodnoty
yi() dostaneme nové vyrazy

(1.210) R = (~1y :(;)(’“)(,)A ,

yli) = (—iprr 2oy

A(1) a(r)
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kde A,; Jjsou minory i-tého prvku prvniho Fadku determinantu

(1.211) D=1, 1, US|
o), 0a(1) - 0lD)
o), exn), . o)

o2, 57D, - @D

Vyrazy (1.210) integrujeme od 0 do t a ziskané hodnoty y,(f) dosadime do vyrazu
(1.199) pfi respektovani potatednich podminek (1.198). Dostaneme vztah:

(1212) %) = L a_(’%?@ [03() Aun() (= 1) + @5(0) Anals) (=12 +

+ oo+ @ty Au) (= 1)) due

Abychom zde odlisili integracni proménnou od Casu, oznagujeme ji u.

V mnohocdlenu, ktery je v hranatych zivorkach vyrazu (1.212) vytkneme (—- 1y
V hranatych zavorkéch zistane vyraz, ktery odpovida rozkladu determinantu (1.211)
podle prvniho Fadku. Jednotlivé prvky tohoto fadku jsou tvofeny funkcemi ¢(f)

V determinantu (1.211) nahradime tedy prvni fadek funkcemi ¢(t). Dostaneme
determinant

(1.213) D,=lo,(t) o), ... o) ,
@4(u), @a(u), cees @1

ktery rozloZime podle prvkd prvniho fadku:

(1,214) Du,(l, u) = (— 1)2 (pl(t) | (pz(u), (p3(u), e (p,,(u) +
LA 0 P A (7) i ()
)

+ (=1 05(1) | 4(u), o3(u) e 041) +

o1(n),  oiu), )

@), 9§ w), ..y 0" Pu)

RO G ) ™ () "1 (7) N (7) WU - (1))
o1(u), o3(u), e 03 (u)

(p(ln—Z)(u)’ (p(z..-z)

), o @5T0()
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Po vytknuti (—1)"~" pfed hranatou zévorku bude mit (1.212) tvar

(1.215) x,(1) = f xgfu) 2( )) ® [(=1% 94(t) Ani() + (=10 0:(t) Ausfu) +
+ o+ (=1 (1) Apu(u)] du
Vyraz ve hranaté zavorce je totoZny s vyrazem (1.214) tak?e miiZeme psét:

(1216) (1) = f o) A(( )) L e du

Zavedeme oznaleni

0T o) L es) s i)
(27 o) = Loy aw o) o) o o)
(Pl(u)s (Pé(u); ARt (p,',(u)

(n 2)(u) (p(n 2’(1[), e <pf,"_2)(u)

Vyraz (1.212) nabyva potom koneného tvaru
T

(1.218) xo(1) = f g(t, u) xo(u) du .
0

Abychom vyjasnili fyzikalni podstatu funkce g(t, u), vySettime pfipad, kdy na vstup
systému je v okamziku ¢t = ¢ zaveden signal ve tvaru Diracova impulsu, tj.

x(u) =8(u —¢), 0<é<u.
S pouZitim vyrazu (1.218) a znamé rovnosti
0
[ st —gar=seo
dostaneme tzv. impulsni pfechodovou funkei systému, popsaného rovnici (1.197)

J“g(!, u) é(u - f) du = g(t, 5) .

Impulsnt pFechodovou funkci se nazyvd reakce systému (kter)? byl pfed zacdtkem
piisobeni signdlu v klidu) na vstupni signdl tvaru Diracova impulsu.Z matematického
hlediska g(t, £) je fe¥enim diferencidlni rovnice

(1.219) a"(t)ftn: (&) + .. + ay(1) ‘% o(t, &) + ag(i) g(t, &) = 8(t — &)
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s potateénimi podminkami

g’
dr’

gt e, =05 v=0,1,2,..,(n - 1).

Impulsni pfechodova funkce miZe byt rozsifena i na obecnéj§i pfipad pro systémy
s prom&nnymi parametry pro feSeni rovnice tvaru

(12200 afo) f? W(t, &) + ..o + ay(t) % w(t, &) + ao(t) wlt, &) =

= b, (1)t - &) + ...‘+ by(1) Si(t — &) + bo(t) 8(t — &)

s pocateCnimi podminkami

(1.221) dd_ Wt Ocg. = 0 v =012, (n — 1).

P
Zde w(t, £) znad&i impulsni pfechodovou funkci systému s prom&nnymi parametry
obecného tvaru. S funkei g(t, £) souvisi podle vztahu

(1222)  w(t &) = (~1)" % [9(t, &) ba(&)] + .. + g(t, &) bo(2) .

1.4.2 Uréeni parametrické prenosové funkce

Pti analyze systémil s proménnymi parametry se témé&f nikdy nepouZivaji pfimé
vztahy mezi vstupnimi a vystupnimi veli¢inami, ale pouZivd se Laplaceovy nebo
Fourierovy transformace. Jednak se znaén€ zjednodu$i vypoclet, jednak se umozZni
snadny pfevod do frekven&ni oblasti. Proto m& pouZiti uvedenych transformaci
pro analyzu systém@ s prom&nnymi parametry velky prakticky vyznam a rozsifuje
moZnosti analytického vy¥etfovani systémi automatické regulace. Vyznamné
vysledky v tomto sméru ziskal L. A. Zadeh.

Predpokladejme, Ze pro vstupni signal systému s prom&nnymi parametry existuje
Fouriertv integral

o
(1.223) () = - '[ X,(jo) £ do ,
T -w

kde X(jw) je komplexni relativni amplituda spektra funkce x,(t).

Misto funkce x,(f) ptipojené na vstup systému v okamZiku ¢ = 0, bude nyni
pusobit ,,nekoneéné mnoZstvi® sinusovych kmith zadinajicich v t = — o0. Ve vztahu
pro vystupni veli¢inu nutno tuto okolnost respektovat posunutim dolni hranice
integrace

(1224) xolf) = f w(t, &) x,(8) de .
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Dosadime-li vyraz (1.223) do rovnosti (1.224) a zamé&nime-li pofadi integrace,
dostaneme po snadné Gpravé

0 3
x,(t) = 2-1{! X, (jwr) eI liJ‘ w(t, £) e 709 dg“:l do .

—

Oznaéime-li

14
(1.225) W(jo, 1) = .[ w(t, &) 19 i |
milZeme psat
(1.226) x) =k [ W(ios, 1 X (jo) & dos .
T)-w

PouZijeme-li zndimé metody pro pfevod Fourierovy transformace na Laplaceovu,
miiZeme napsat ndsledujici vyrazy:

c+jm
(1.227) w) = =7 W ) xu(p) e dp
27 J - jeo
(4
(1.228) Wp,1) = J' w(t, &) a9 dg .

Vyraz (1.228) je obecngj§im vyjddfenim zndmého vyrazu pro pfenos systému
s konstantnimi parametry. Li8i se pouze parametrem ¢, ktery se vyskytuje ve funkeci
w(p, t). V souvislosti s tim budeme funkci W(p, t) nazyvat parametrickou prenosovou
funkei systému. Hledana vystupni veliéina se snadno urdi ze vztahu Xz(p, t) =
= W(p, £) X,(p). Vztah (1.228) sloui hlavné k uréeni parametrické pfenosové
funkce, kterou budeme pouZivat pfi kontrole stability systému s proménnymi para-
metry.

1.4.3 Podminky stability
Budeme se zabyvat systémem s prom&nnymi parametry stabilnim v zadaném
intervalu I, jestlize jeho impulsni pfechodova funkce je doznivajicf s ¢asem pro

viechna &, leZici uvnitf tohoto intervalu. Podminku stability lze potom vyjadfit
ve tvaru

(1229) L= j "Wt )] dt < oo

Nejprve vySetfime vyraz pro parametrickou pfenosovou funkci systému

-0

(1.230) W(p.t) = I "Wt &) e 0 g
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Na zikladé znidmych vlastnosti Laplaccovy transformace bude funkce W(p,1)
analytickou v pravé poloroviné a na imagindrni ose komplexni roviny prdvé tehdy,
jestliZe integrdl

(1.231) I, = ji |w(t, &)| dé¢

konverguje pro hodnoty 1, leZici uonitF intervalu I. Je-1i integral (1.231) divergentni,
potom rychlost ristu funkce w(t, £) nepfevySuje rychlost ristu jisté exponencialy
(coZ je prakticky vzdy splnéno), funkce W(p, 1) existuje, ale je analytickd pouze
vpravo od pfimky, rovnob&zné s imaginarni osou ve vzdalenosti rovné tsedce abso-
lutni konvergence Laplaceovy transformace. Proto nékteré pély funkce W(p, 1)
budou leZet vpravo od imaginarni osy.

Je tedy jasné, Ze rozloZeni pdl funkce W(p, 1) urluje konvergenci integralu (1.231)
pro urcitou oblast hodnot t. Charakter procesu na vstupu systému se urfuje pouze
pro ptipad, kdy &ast pola funkce W(p, f) se nachdzi v pravé poloroving. Jestlize jsou
pély funkce W(p, t) rozloZeny v levé poloroving, nebude proces doznivat. Potom
pro konedné hodnoty ¢, tj. pro n&aky zadany asovy interval, neni moZné bez do-
plitujicich podminek uréit charakter prabéhu v zavislosti na Case.

Integral (1.231) lze vyjadiit ve tvaru

n T
(1.232) I,=Y C‘|CMEJ Je=?1] de .
i=1 o
Bude konvergovat pfi libovolném ¢ pouze pro 4; < 0, coZ, jak je patrné, odpovida
pouze doznivajicimu Casovému prib&hu. Naproti tomu pi A; > 0 asovy prib&h
i integral budou divergovat.

Praktické pouziti parametrické pfenosové funkce nebo ji odpovidajicich {rekvend-
nich charakteristik pro urceni stability v konefném &asovém intervalu je mozné
pouze za piedpokladu, Ze existuje vztah mezi konvergenci integralu I, (1.231) a kon-
vergenci integralu I, (1.229). Vzhledem k tomu, Ze stanoveni této vazby je velmi
obtizné, omezime se pouze na vyklad nekterych myslenek.

Budeme vySetfovat systém s proménnymi parametry, piedstavujici setrvadny
¢lanek. Na zékladg vztahi (1.211) a (1.212) mbze byt zavislost g(t, ¢) vyjadiena v na-
sledujicim tvaru (bez ujmy obecnosti pokladame kocficient pfi nejvyssi derivaci
a, = 1)

(1.233) o(t.¢) = Z(%) [ou() 4 (@) (17" + o + 0,0 4,0 (- D)™],
kde
(1.234) A= 1 1 ol

(p’,(t), (p’z(t), a Q;;(t)e cee (Pn(t)
o e i), el

QD({“Z)(l), (P(zn-l)(l)’ . (p(in—l), . <DE:.»Z)
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q),-(t) je linearné nezavislé dil¢i feSeni rovnice

1235 L) a0

dn—l
e X
dt it

5a() + o+ aoli) (0 = 0,

predstavujici zakladni systém Yefeni, 4(¢) je determinant Vronského

(1.236) AQ) = [0d0).  9a) s @ld)
R (3 R (3 N ()

O O CIE

g(t, &) je impulsni prechodova funkce systému.
Podminky absolutni integrovatelnosti funkee g(1, ¢)

1]
(1237) 1g=f lo(t )| de < 0, 0<1<I
iy _

jsou splnény, jestlize

(1.238) J"— Aj(%)

Podminka doznivani funkce g(t, &) bude vzdy spinéna, jak je patrno z (1.233),
jestlize viechna dii¢i feSeni (p,-(l) jsou doznivajici funkce. Pii splnéni této podminky
budou determinanty A4,; a A(:) také doznivajici, ale podle proménné £. Rychlost
doznivani determinantu A(i) bude o fad vyssi nez rychlost doznivani determinantu A4,,;,
nebot A,; je pro velkd ¢ veli¢ina ¥adu o jednotku mensiho v proménné ™!, Proto
funkce A,(£)/4(¢) budou mit tutéZ rychlost ristu v zavislosti na ¢, jako je rychlost
doznivani YeSeni ¢,(t) v zavislosti na z. Snadno lze ov&fit i spravnost opatného
tvrzeni: jestlize funkee g(t, &) s Casem roste, potom funkce A,il4(E) budou doznivat
a budou mit rychlost doznivani rovnou rychlosti ristu g(t, &). Abychom objasnili
uvedené tvrzeni, budeme predpoklidat, Ze rychlost doznivani dilich feSeni ¢ (1)
je uréena exponencidlou

(1.239) lodt)) € Mg,

dé <o, O<t</I.

kde ¢; a M; jsou kladna Cisla.
Potom rychlost doznivani determinant A,“-(f) bude uréena prvky tvaru

a1
Ny exp [“fz L’i] s
=1

protoZe Yad téchto determinantll je n — 1. Rychlost doznivani 4(¢) bude urfena
Gleny tvaru

Nuexp[=¢3 el
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protoZe jeho fad je n. Rychlost réistu vyrazu A,“»/A(é) pii zméng ¢ od — oo do ¢ bude

urfena vztahem
n-1 n ’
§1—V—“cxp =8 Y =Y )| =N
Ny =1 i=1

A8
| A)

Srovname-li vyrazy (1.239) a (1.240), snadno se piesvéd&ime o pravdivosti vyse
uvedenych tvrzeni. Podminky doznivéni impulsni pfechodové funkce g(1, &) v Case
jsou tedy ekvivalentni podmink4m doznivani funkci A,/A(£) pfi zmén& ¢ od ¢
do —oo. Proto integral

(1.241) I, = f , la(r, &) a¢

(1.240)

bude konvergovat pro vSechna ¢, leZici uvnitf intervalu I. To se tyka ptipadu, kdy
parametrickd pfenosova funkce G(p, r) je v pravé poloroving analytickd. Naproti
tomu, jestliZe impulsni pfechodova funkce g(t, £) roste s Gasem, bude integral I,
divergovat, coZ odpovida pfemisténi n&kterych polt funkce G(p, t) do pravé polo-
roviny.

Je-li vySetfovanym systémem setrvadny &lanek, potom podminky konvergence
integralu (1.241) nebo ekvivalentni podminky analytiénosti parametrické pfenosové
funkce v pravé poloroving a na imaginarni ose, prakticky jednoznaén& urduji dozni-
vani impulsnich pfechodovych funket g(t, g“) v dase. Odtud vyplyva, Ze konvergence
integralu I, (1.231) je zarudena existenci urychlujiciho prvku v systému.

Mezi impulsnimi funkcemi setrvaéného €lanku a urychlujiciho obvodu plati vztah

(1.242) w(t, &) = By(&) g(1, &) — Bl(é)d%g(h &+ ..
(1B a0 )-

Veliginy B{(¢&) jsou zavislé na koeficientech vyrazu (1.222) podle vztahii:

(1.243)  Bo(&) = bo(&) — dig by(2) + diz— bafe) + o+ (=1 L b, (),

dazr
BL() = by(6) - z;isz(é) et (T ),

B,(&) = baf8).
Dosadime-li (1.242) do (1.231), dostaneme

(L244) 1, = f _ 1Bo(8) ot )| d& + .. +f

—a

B.(&) ;_; a(t, 5)1 de.
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Konvergence integralu I, se tedy urduje nejen charakterem zmény funkee g(t, &),
ale také charakterem zmény funkce B(£). Napiiklad, funkce g(t, &), doznivajici
pii zm&n€ £ od - oo do ¢, d4 divergentni integral I,. Libovolné z funkci B,-(é) bude
mit rostouci charakter, pficemz rychlost jejiho ristu bude vys$si neZ rychlost ristu
doznivani funkce g(t, £). Potom soudin obou t&chto funkci bude funkce rostouci
(€ili doznivajici pii zmén& £ od t do — o0). To zaruduje konvergenci integralu I, pfi
existenci divergentniho Sasového prib&hu.

Zavérem lze fici, Ze stabilitu systému s proménnymi parametry v kone&ném &aso-
vém intervale pro systémy se zrychlenim vstupniho signalu nutno uréovat s uvaZo-
vanim vlivu parametrii zrychlujiciho obvodu. P¥i pouZiti parametrické pfenosové
funkce je &asto t¥eba urdit obrazy pro kaZdy z &lenti vyrazu (1.242) s i bez respektovani
koeficientii B;. Pfitom je tfeba znat jejich vliv na rozloZeni pdli parametrické pre-
nosové funkce v komplexni roving.

1.5 Aperiodick4 stabilita*

Redeni n&kterych tloh v automatické regulaci lze zna¢ng usnadnit zavedenim
poZadavku aperiodické stability vysledného obvodu nebo jeho &dsti. Vyklad o stabi-
lité linedrnich obvodd doplnime proto definici stability aperiodické, objasnénim

kriterii, kterymi lze aperiodickou stabilitu kontrolovat.
© 1.5.1 Definice a vlastnosti aperiodicky stabilniho obvodu

Aperiodicky stabilnimi nazyvdme stabilni obvody, jejichZ impulsovd charakte-
ristika neobsahuje Zddné kmitavé slozky.

Matematické podminky pro splnéni tohoto poZadavku objasnime na obecném
vyrazu pro impulsovou charakteristiku.

a) Impulsovd charakteristika linedrniho spojitého obvodu, popsaného linedrni
diferencidlni rovnict s konstantnimi koeficienty, je obecné vyjddiena vztahem

q re—1 i
(1.245) ) =Y Y Ay Sen,
1 i=0 1

k=

kde znadj t Cas, A, konstanty, p, kofeny charakteristického polynomu

f(p) = }::oavp"“,

r. ndsobnost kofenil py, g podet riiznych kofent p,, I stupeii charakteristického
polynomu.

* Odstavec o aperiodické stabilit napsala Ing. Alena Halouskovd, CSc.
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b) Impulsovd charakteristika linedrniho impulsového obvodu, popsaného linedrni
diferendni rovnici s konstantnimi koeficienty, je ddna vyrazem:

g re-1 1 . q r—1 f .
(1240 50 =3 u(()ar =L 5 A ()
k=1 i=0 1 k=1 i=0 i
kde znadi ¢ diskrétni Cas (r = 0, T, 27T, ...), 4y konstanty, z, kofeny charakteristic-
kého polynomu

r, ndsobnost kofenll z;, g podet rliznych kofent z,, I stupefi charakteristického
polynomu.

Impulsovd charakteristika aperiodicky stabilniho obvodu nesmi obsahovat Zddné
kmitavé sloZky; pfesné&ji feCeno, musi byt mozné uréit Gasovy okamiik 1, takovy,
Ze pro t > 1, md vyraz x(f) — lim x(t) stdlé znaménko.

10

Podminka stability klade na kofeny p, a z, tato omezeni:
Re[p] <0,

lzf < 1.

Jak je zfejmé z rovnice (1.245), je podminka aperiodicity u spojitého obvodu
splnéna tehdy a jen tehdy, jsou-li vSechny kofeny p, redlné. Podobné z rovnice
(1.246) vyplyvd, Ze pro aperiodicky impulsni obvod musi byt viechny hodnoty In z,
redlné, tedy kofeny z, musi byt redlné kladné.

Z definice aperiodické stability vyplyvd, Ze vystupni signdl aperiodicky stabilniho
obvodu neobsahuje 7ddné harmonické sloZky zpisobené vlastnimi kmity obvodu.
Disledkem toho je omezeni poctu relativnich extrémit vystupniho signdlu. Lze
dokdzat, Ze impulsovd nebo pfechodovd charakteristika aperipdicky stabilniho obvo-
du md nejvySe n — 1 relativnich extrému.

Pti nepfesném vyjadfovdni se aperiodicita ¢asto zaméfiuje s monotonnosti, tj.
pozadavkem, aby vystupni signdl nemél Zzddné relativni extrémy. Monotonnost
a aperiodicita v8ak nejsou piimo vdzdny: u aperiodicky stabilnich obvodil je podet
relativnich extrémii omezen, u ostatnich obvodii omezen neni, v obou pfipadech
viak miZe byt nulovy (obecn& platné podminky monotonnosti dosud nebyly stano-
veny).

1.5.2 Kritéria aperiodické stability
Z ptedchozich uvah vyplyvd, Ze stabilni reguladni obvod je aperiodicky, jsou-li
viechny kofeny jeho charakteristického polynomu redlné a to v piipad& spojitého

obvodu redlné zdporné, v ptipad¥ impulsového obvodu redlné kladné. K ovéfeni
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aperiodicity lze uZit dvou vypocletné riiznych postupill, a to pfimého uréeni podtu
redlnych kofenl metodou Sturmovych posloupnosti nebo pfimého testu pfevedenim
na problém obecné stability.

Predpoklddejme, Ze je ddn charakteristicky polynom f(p) nebo f(z) a objasngme
oba postupy.

1. V kapitole 1.1 byla definovdna Sturmova posloupnost, umoZiiujici ur€it podet
redlnych kofent polynomu v libovolném intervalu (a, b). Pro stabiini obvod je pod-
minkou aperiodicity rovnost

(1.247) V(=) = V(w) =q

Neni-li stabilita zajisténa, je mozné kontrolovat pfimo splnéni podminky:
(1.248) V(-ow) - V(0) =gq

pro spojité obvody a

(1.249) V(0) - V(1) = g

pro obvody impulsni.

Je-li ¢ < n, tedy v piipadé, kdyZ charakteristicky mnohoglen md ndsobné kofeny,
je tieba Sturmovu posloupnost modifikovat. P¥i vypoctu Sturmovy posloupnosti
F1(p), f2(p) ... dojdeme totiz k funkei f,_,(p), kterd je nejvétsim spoletnym délitelem
piedchozich &lent, a f,(p) = 0. Pak Ize dokdzat [13], Ze posloupnost funkci

(1.250) fi(p) i{f%)’ k=1,2..,9+1

je Sturmovou posloupnosti pro polynom ff(p), ktery md stejné kofeny jako pltivodni
polynom f(p), ale kaZdy pouze jednoduchy. Tim je pfipad ndsobnych kotenti pteveden
na piipad kofent jednoduchych.

2. K ovéfeni aperiodické stability 1ze pouZit i viech algebraickych kritérii, uvede-
nych dfive, pouZijeme-li ndsledujici véty:

Véta. K tomu, aby polynom
n N
f(p) =Y ap""},
i=0
a; > 0 redlné,
mél vSechny kofeny rediné rizné, je nutné a staci, aby vSechny koreny polynomu

F(p) = 1(p*) + 2 /(07

mély zdpornou redlnou cdst [13].
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Mé-li polynom f(p) ndsobné koteny, md F(p) kofeny na imagindrni ose a obvykld
kritéria stability alohu nefesi. I v tomto piipadé je tieba nalézt nejvétsi spolecny délitel
polynomi f(p) a f(p). Vydélime-li timto spole€nym délitelem polynom f(p), dosta-
neme polynom f(p), definovany jiZ d¥ive vztahem (1.250), jehoZ aperiodicitu miZeme
kontrolovat bez obtizi. K vypoénu nejvétsiho spoleéného délitele se pouZivd Eukli-
dova algoritmu, ktery je aZ na znaménka shodny s algoritmem vypoctu Sturmovych
funkci. Proto jsou pfi ndsobnych kofenech oba postupy stejn& pracné. Pro charak-
teristicky polynom s jednoduchymi kofeny je nejrychlejsi uZiti uvedené véty a kon-
trola stability Routhovym algoritmem.

2. PRVNI LJAPUNOVOVA METODA
2.1 Zakladni definice stability FeSeni diferencialnich rovnic

V pfedchozi &dsti byla stabilita feSeni diferencidlnich rovnic zkoumdna v ptipadech,
kdy problém stability bylo moZné pfevést na otdzku rozloZeni kofeni algebraického
polynomu v Gaussové roviné. Pomérnd jednoduchost tfidy funkci, v niZ leZela
vechna feSeni, ndm také umozZnila snadnou klasifikaci ,,stabilnich* a ,,nestabilnich*
feSeni tak, aby to odpovidalo intuitivni pfedstavé o stabilité. V obecném p¥ipadé je
viak nutné vyslovit definici stability nezdvislou na specifickych vlastnostech urcité
tiidy funkei (napf. exponencidlnich).

Budeme uvaZovat feSeni soustavy

(2~1) ji=fi(t)xla"‘> xn) <i=la---a "2)%1:’—)

vychdzejici z poléte€nich podminek
(2.2) ‘ x{to) = %0 (i=1,..,n).

NiZe budeme &asto pouZivat vektorového zdpisu, takZe pravé uvedené vzorce (2.1)
a (2.2) piejdou na tvar

(2.1) x(1) = f(t, x(1)),
(2.2 x(to) = Xq .

Tuéné vyti§ténd pismena zde znamenaji sloupcové vektory. Normou vektoru

i

(2.3) x =

rozumime v dal$im, pokud nebude vyslovné uvedeno néco jiného, tuto normu:

(24) x| = max <.

1gig
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V niZe uvedenych definicich stability (deﬁnice 2.1 az 2‘5) budeme pfedpoklddat, Ze
funkee f(1, x) jsou spojité a maji spojité derivace podle proménnych x; (i,j =
= 1, ..., h) v mno%n&

(2.5) M =1,xD,,
kde
(2.6) I, = (t, + )

a D, je (oteviend) oblast v n-rozmérném Eukleidovském prostoru E,. Navic budeme
predpoklddat, Ze po&dtecni Gloha (2.1°), (2.2’) m4d jediné feleni, které lezi celé v D,
pro t € I,, samoziejmé pokud x, € D,.

Definice 2.1. ReSeni x(r) vektorové diferencidlni rovnice (2.17) pfi potdtetni
podmince (2.2') se nazgvd stabilni v Ljapunovové smyslu, jestlie ke kazdému
&> 0a tyel, existuje 8¢, 1) > 0 takové, Ze:

1. vSechna feSeni y(f) rovnice (2.1'), kterd vyhovuji podmince

) Iy(te) — o] < &

existuji pro t € {to, +00) a leZi v oblasti D,;
2. tato YeSeni splituji pro f € {to, + c0) nerovnost

(2.8) ly() = x(1)]| <e.

" Tato stabilita tedy znamend, e kaZdé felent, jeZ je v Case 1, dostatecné blizké bodu
(2.2'), se ani v dalsim priib&hu (pro t > to) pFili§ neodchyli od x(t) a Ze za cenu
,»Zpfesnéni* pofdtedni podminky miZeme libovolné sniZovat horni mez této odchylky.

Pozndmka. Nékdy je vyhodné uvaZovat misto intervalu (2.6) interval (— o0, 4-0) a poZadovat
spinéni nerovnosti (2.8) pro vSechna redlnd . V tomto piipadé mluvime o stabilité v Dirichletové
smyslu. Jestlize v definici (2.1) poZadavek (2.8) nahradime slabsim poZadavkem

yide) = x{)] < ¢

pro
(2.9) P=idy, .,

kde indexy (2.9) tvoii podmnozinu index {1, . n}, mluvime o stabilité v Routhové smyslu.
Tato stabilita ma smysl napf. tehdy, kdy nas zajimaji pouze uréité fizové soufadnice sledovaného
déje. V daliim se vSak stabilitou v Dirichletové ani v Routhové smyslu nebudeme zabyvat.

Definice 2.2. ReSeni x({) soustavy (2.1) s potitedni podminkou (2.2') se nazyvd
asymptoticky stabilni pro t - + co, jestlize:

1. x(2) je stabilni v Ljapunovové smyslu;
2. ke kaZzdému t, € I, existuje 4 = A(t,) > 0 takové, Ze kazdé feSeni y(1), pro které
je
Iy(to) = xo < 4.,
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spliluje vztah
(2.10) lim || y(t) - x(9)] = 0.
=0

Asymptotickd stabilita je tedy siln&j§i poZadavek neZ stabilita v Ljapunovové
smyslu; poznamenejme, Ze u linedrnich soustav, uvaZovanych v prvé kapitole, lo
zpravidla o asymptotickou stabilitu.

Definice 2.3. Refeni soustavy (2.1'), (2.2'), které neni stabilni v Ljapunovové
smyslu (resp. asymptoticky stabilni), nazyvd se nestabiln/ v Ljapunovové smyslu
(resp. asymptoticky nestabilni).

Analogicky chdpeme nestabilitu ve smyslu Dirichleta, Routha apod. jako opak
stability. V rdmci tohoto ndzvoslovi je tedy indiferentni poloha v mechanice (hmotnd
koule na vodorovné desce) také nestabilni.

Definice 2.4. Necht funkce f(r, x) je definovdna pro tel, xe {x: ”x" < oo}.*
Jestlize YeSeni x(f) ulohy (2.1'), (2.2') je asymptoticky stabilni a vSechna feSeni y()
rovnice (2.1') s libovolnou pocdteéni podminkou y(t,), to € I,, splituji vztah (2.10),
fikdme, Ze FeSeni x(r) je globdlné asymptoticky stabilni.

Nakonec si je§té viimn&me prakticky nejéastéjsiho pfipadu, kdy poruchy plsobi
nejen na podatku (pro t= to), ale po celou dobu trvdni procesu.

Uvazujme soustavu, popsanou vektorovou diferencidlni rovnici

(211) z = f(t, z) + r(t, 2)
s potdtetni podminkou
(2.12) 2(to) = z,,

a predpoklddejme, Ze funkce r(t, z) je spojitd v ¢ a md spojité prvé parcidlni derivace
podle z,, ..., 2, spolu s f(t, z) v mnoZing (2.5).

Definice 2.5. Reent x(t) soustavy (2.1'), (2.2') se nazyvé stabilnf vzhledem k po-
ruge r(t, x), jestlize ke kaZdému t, € I, a kaZdému & > 0 existuje (e, to) > 0 takové,
Ze pro ||r(t, z)| < & vSechna feSeni soustavy (2.11), (2.12), pro n&% |z, — Xo| < &
existuji na intervalu {t,, + 00), leZi v oblasti D, a spliiuji pro viechna t € {t,, + o)
nerovnost

(2.13) [EG) - x| <.

Pozdgji (ve tieti kapitole) ukdZeme, Ze v fad& pfipadd pro stabilitu pfi stdle pliso-

* Symbolem {x: V(x)} znacime mnoZinu viech prvk( x, jeZ maji vlastnost V(x), napt.
{a, by = {xia = x < b}.
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bici poruse (podle definice 2.5) stadi zarugit stabilitu v Ljapunovov€ smyslu. Proto se
budeme nejprve zabyvat pojetim stability ve smyslu definice 2.1 a 2.2.

2.2 Charakteristicky exponent

V této kapitole budou vyloZeny zejména podminky stability linedrnich soustav
s proménnymi koeficienty, p¥iemZ zde vyloZené metody budou odli§né od metod,
uvedenych v prvé kapitole. Zdkladnim pojmem, jehoZ vyuZiti zde chceme demonstro-
vat, je A. M. Ljapunovem zavedeny charakteristicky exponent funkce.

Definice 2.6. Charakteristickym exponentem komplexni funkee f(¢) rediné pro-
ménné ¢ nazyvdme &islo

(2.14) 2(f) = lim sup 1? In |f(1)] .

> 00

K objasnéni tohoto pojmu, kterym charakterizujeme rychlost rostu funkee, stadi
si uvédomit toto: Modul dané funkce miiZzeme vyjddrit ve tvaru

(2.15) If(t)| = ¥t

pii¢emz
(2.16) ofi) = ‘;m 170 -

Asymptotické chovdni této funkce oc(t) pro t — + oo je vyjddieno prdvé vyrazem
(2.14). Ztejmé je pro redlné o
2e™) = a.
Odvodime nyni fadu zdkladnich vlastnosti charakteristického exponentu.
Lemma 2.1. Nechf pro m > 0 a prot > t, je

[f(g)] = .
/(1) =0.

Dukaz. Tvrzeni je pfimym dusledkem vzorce (2.14).

Potom

Lemma 2.2. Necht ¢(r) je komplexni funkce, definovand pro vsechna t > t,
a omezend,
lo()] = C.
Potom
(e = C.
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Ditkaz. Nejprve dokdZeme elementdrni nerovnost N
(217) o] < e

pro komplexni z. Skute&ng, postupné je

|ez =Ie]:|,cos§l . ch|zlsin§l = gleleost g < elel

_ 1e|z]4[cus§+jsin§)
Jetedy pro t > max (0, t,)

_1__ In !er.w(x)l < 17 In erla»(t)l <Ine* =C;
t t

poutili jsme zde toho, Ze logaritmus je rostouci funkce. Odtud plyne okamZité tvrzeni
lemmatu.

Lemma 2.3. Nech? pro t > t, jsou definoviny funkce f(1), g(t) a necht pro tato t
spliiuji nerovnost
@) = la ()] -

2(f) £ «l9) -

Dukaz. Tvrzeni plyne ze vzorce (2.14), nebot logaritmus je rostouci funkce redlné
promeénné.

" Potom je

Lemma 2.4. Necht funkce f(t) je definovdna pro t > t, a necht ¢ je komplexni
¢islo rizné od nuly .
Potom

27 = 2()
wef) = x(f)

Diukaz. Prvé tvrzeni plyne okamZit® z vzorce (2.14). Druhé tvrzeni dokdZeme
postupnym upravenim vyrazu (2.14) pro funkci ¢ . f(f):

lim sup 17 In |¢f(#)| = lim sup (lt In|c| + % In [f(t)|) = lim sup (1? In [f(t)l) s

Q.E.D.
O tom, jak charakteristicky exponent vystihuje asymptotické chovdni funkce,
dokdZeme jesté toto

Lemma 2.5. Nech f(1) je definovdna pro t > t, a necht jeji charakteristicky
exponent je konecny:

(218) ) =
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Potom pro kazdé e > 0 plati tyto vztahy:

2.19 lim —IIQ)L =0,

( ) oo e(z+s):

(2.20) lim sup |(];(_t2)t =+ o.
too €

Jestlize naopak pro néjaké o plati pro funkci f(t) rovnost (2.19) potom

(221) ") 5 o
jestliZe plati rovnost (2.20), potom
(2.22) W)z«

Diukaz. Nejprve dokdZeme implikaci (2.18) = (2.19), (2.20). Zvolme &islo 7,
0 < n < & Z definice charakteristického exponentu je ziejmé, Ze pro dosti velkd ¢,

t>T,
je
1
?ln Ol <o +n,
neboli

[fO] < e®*r.
f(t) < gln—at H

e(a +ée)t

Je tedy pro ¢ > T,

protoZe n — ¢ < 0, konverguje pravd strana posledni nerovnosti k nule pro t -» + <o,
odtud plyne rovnost (2.19).

Z druhé strany vzhledem k definici charakteristického exponentu jakoZto limes
superior existuje nutn& rostouci posloupnost &isel {#}, #, - + oo takovd, Ze pro
k>K,je

)] > e,

|7 > et

e(a"&)tk

takZe

protoZe ¢ — 5 > 0, konverguje pro k - + oo (a tedy pro t, — + o) pravd strana
k + oo0; odtud plyne vzorec (2.20).

DokdZeme jestd implikace (2.19) = (2.21) a (2.20) = (2.22). Z rovnosti (2.19)
plyne okamZité pro dostatetnd velkd ¢

;ln F@] < %Iu et — o 1 g,
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pfechodem k lim sup je

t—o0

W)Sa+e

a vzhledem k libovolnosti volby & plati nerovnost (2.21). Podobng z rovnosti (2.20)
vyplyvé existence restouci shora neomezené posloupnosti {t,‘}, t, — + o0, takové, Ze

(] > e,

takze

tlln]f(tk)l >a-—e,

odtud pfechodem k limité pro kK — + oo a vzhledem k libovolné volbé ¢ > 0 dostd-

vdme okamZit€ nerovnost (2.22), Q. E. D.
UkéZeme jests, jaké vlastnosti md charakteristicky exponent vzhledem k n&kterym

algebraickym a analytickym operacim.

Lemma 2.6. Pro charakteristicky exponent souctu koneéného poctu funkcifk(t),
definovanych pro t > t,, plati nerovnost

(2.23) x(k:ilfk) < lr;lf;c"x(fk) .

JestliZe viechny charakteristické exponenty jsou konecné a jestlife existuje index p,
1 £ p < n, takovy, Ze

wWo)y>uf), k+p, 1sk=n,

potom
n
(229 HE) =15
Dikaz. K dikazu vyuZijeme lemmatu 2.5. Oznaéme
max x(f,) = «.
1=k=sn

Podle lemmatu 2.5 je tedy pro kaZdé ¢ > 0 (a zfejmé& pro viechna k = 1, ..., n)

lim Lf-"(t—)l =0
1o £ETOE
a tedy také
2 1400

lim*=l___ =
PO e(a‘fl‘)l
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Podle zndmé nerovnosti pro absolutni hodnotu souttu také

a podle druhého tvrzenilemmatu 2.5 (implikace (2.19) = (2.21)) plati nerovnost (2.23).
Necht nyni
7(f p) =a
a pro ostatni k & p necht
x(f,‘) = < o.

Podle lemmatu 2.5 existuje rostouci posloupnost {t,},

limz, = + o0,

g

takovd, Ze pro dané ¢ > 0 je

(2.25) tim ol _ 4 o

g-w @7
Ziejmé plati tato nerovnost
2 n
2PN )l g )

e@=0)t e@=ats & alateorg * ele—ax=20)tg *
k#p

(2.26)

v

Pro dostatecné malé ¢ je
o—o —2>0;

vzhledem k rovnosti (2.19) z lemmatu 2.5 konverguje tedy soudet v pravé &dsti ne-
rovnosti (2.26) k nule, tak¥e z (2.25) a (2.26) vyplyvd

Iknglfk(tq)l _

(x—¢e)tg

lim + 0.

1g~w €
Je tedy (opét podle lemmatu 2.5)
w2 f)za;
k=1
podle jiz dokdzané nerovnosti (2.23) odtud okamZit& vyplyvd rovnost (2.24),Q. E. D.
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Lemma 2.7. Pro charakteristicky exponent soucinu koneéného poctu funkci
(1), definovanych pro t > t,, pokud mezi charakteristickymi exponenty jednotli-
vych funkci nejsou zdrovefi rovné +co a — o, plati nerovnost

(227) « ka) §LZ X(f/.-) .
k=1 k=1
Diukaz. Nejprve dokdZeme tuto nerovnost pro limes superior:

(2.28) lim sup (a(7) + b(1)) < lim sup a(f) + lim sup b(¢) .
1= 1= t— o0
Skute¢né, pro libovolné malé ¢ > 0 lze najit T, takové, Ze pro viechna ¢ > T, je

a(ty < limsup a() + &
fand-o)
a zdroveft
b(t) < lim sup b(t) + ¢.
1= o
Je tedyprot > T,
a(t) + b(t) < lim sup a(t) + lim sup b(r)
a0 t= o0

a odtud okamZit€ vyplyvd nerovnost (2.28). Poznamenejme, Ze podobnd nerovnost
plati nejen pro t — + o0, ale i pro t » T * =+ oo. Indukei Ize snadno rozsifit ne-
rovnost (2.28) na kone&ny podet n séitancil.

Dokazovand nerovnost (2.27) je nyni jiz snadnym disledkem vzorce (2.14); je
totiz

d . 1 il . L
W T1f) =limsup = In|[]f(r)] =limsup }. = |fi(1)] =
k=1 tww | k=1 tooo k=1 1

< Ylimsup L1 £0)] = ¥ 2(4) -
k=1 t-w t k=1
Q. E. D.

Lemma 2.8. Necht funkce fi(t) a ¢t), k = 1,...,n, jsou definovdny pro t > t,
a necht pritom funkce c(t) jsou omezené. Potom pro charakteristicky exponent
linedrni kombinace plati nerovnost

(2.29) A X afi) < max xf) -

k=1 sn

Ditkaz. Podle lemmat 2.6. a 2.7. je postupné

(T cfe) < max glefi) %“S’f;‘ [xed) + 2(f)] -

k=
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Aviak posledni vyraz neni v&isi neZ vyraz na pravé stran€ nerovnosti (2.29), nebof,
jak ukdZeme, je

X(Ck) 0.
Skute¢n&, podle vzorce (2.14) je

. 1
x(c) = lim sup = 1In |e,(5)]
t»wo 1
a stadi si jiz jen uvédomit, Ze z omezenosti funkee ¢,(r) vyplyvd nerovnost

— 00 < In |e,(r)] < konst.

Tim je lemma dokdzdno.

Poznamenejme, Ze pokud jsou ¢, konstantni a pokud existuje index p takovy, Ze
%(f») > x(fi) pro viechna k # p, 1 £ k < n, lze uZitim lemmat 2.4, 2.6, a 2.7 dokd-
zat obdobné rovnost

(2.30) x(kickfk) = x(f5)-

Pozndmka. Viimnéme si je§té funkci, u nichZ existuje konegna limita
(231) X(f) = tim Ln |£(0)] -
tow t

Cislo X(f) je v tomto ptipadé samoziejmé rovné charakteristickému exponentu x(f); budeme je
nazyvat pfesnym charakteristickym exponentem. Pro piesny charakteristicky exponent X(f) plati
(po ziejmé upravé formulace pfedpoklad) dosud dokazand lemmata 2.1. a% 2.8. V piipadé
lemmatu 2.7. plati oviem misto nerovnosti (2.27) rovnost

) X1 = X

nebot v dikazu misto nerovnosti (2.28) uZijeme poudky o limit& soudtu.

V dal§im ukdZeme jeSté souvislost charakteristického exponentu a primitivni
funkce. K tomu cili vybereme z nekoneéné mnoZiny primitivnich funkci jedinou
podle této definice:

Definice 2.7. Necht funkce f(f) je definovdna a md konetny Newtontv integrdl

pro t = to; primitioni funkei k f(t) v Ljapunovové smyslu nazveme funkci F(t),
danou pfedpisem:

(233) o= [ ses po w20,
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(2:34) F(t)=f+mf(r)d1: pro #(f) <0.

Lemma 2.9. Charakieristicky exponent funkce primitivni v Ljapunovové smyslu

neni vétsi neZ charakteristicky exponent prislusné podintegralni funkce.

Dutkaz. Necht nejprve charakteristicky exponent

W)=

je koneény. Podle lemmat u 2.5 plati pro kazdé ¢ > 0 vztah (2.19); existuje tedy kon-

stanta K takovd, Ze
|F()] £ K. e
pro viechna t = t,.
Necht o = 0, potom v souhlase s definici 2.7 je

ﬁf(f) g

Podle lemmat 2.3 a 2.4 je

F(o)] =

+ &

t K
<K -[ e@teT §p « N glateyr
o

to

WF)ga+e;
protoZe viak ¢ > 0 je libovolné malé, je téz
xF) £ «.
Necht o < 0, potom pro 0 < ¢ < [a] je

|
| e(a"'e)t

o) = || 0 e

+w
< Kf e+ OT g —
t

Joc + ¢

a analogicky jako v pfedchozim piipadé dostdvame

AF) e
Je-li
W)=+,
lemma zfejmé plati. Necht nakonec je
W) =~ow,
potom
lim sup ;ln @) = — «,
1~
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g gy

tzn. pro viechna ¢t > Ty je

1?In|f(t)( <K<0,

neboli
[f] < e*.

Je tedy
|

| J ) ar

e 1 Kt
g‘[t |f(r)[dr<|k—ie ,

takZe pro viechna (zdpornd) K plati nerovnost
wF) <K

a odtud okamZité plyne dokazované tvrzeni. .

Pii vySetfovdni linedrnich soustav diferencidlnich rovnic je vyhodné vyjddfit
feseni v maticovém tvaru. Proto roziifime je§t€ pojem charakteristického exponentu
na funkéni matice:

Definice 2.8. Charakteristickym exponentem matice funkci definovanych pro
1=t

(2.35) F(t) = (fu(D)i=tmii=toom

nazveme &islo (resp. symbol + oo nebo — o0)
(2.36) «F) = max L)1 -
LY )

V maticovém poctu se zavadi pojem normy matice; pfipomeiime zde tfi obvykié
defini¢ni vztahy pro normu matice A = (a;;):

) [l = max Sy,

(2:38) 1Al

mzj\x ‘Z‘a,-,-\ ,
(2.39) HA“HI = \/(ZI, Zjlaijlz) .

DokédZeme toto

Lemma 2.10. Charakteristicky exponent matice Sfunkei F(t) je roven charakteris-
tickému exponentu jeji normy a to pro libovolnou z norem (2.37)—(2.39).
Dukaz. Je vidét, Ze pro libovolnou z norem (2.37)—(2.39) plati
70l = [FO -
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Zde i v dalim textu symbolem “ () ]l oznadujeme nékterou z norem (2.37)—(2.39),
indexu I—III uZijeme jen tehdy, kdyZ je tfeba specifikovat, pro kterou konkrétni
normu jsme se rozhodli.

Podle lemmatu 2.3 je tedy

1l = (¥
a podle definice 2.8 také

uF) = «([F) -

K diikazu opaéné nerovnosti uZijeme lemmatu 2.6. Je totiZ pro kteroukoliv z vye
definovanych norem matice

IFO1 = 3 315,60,
takZe
ULES ni‘,ajx (leijl) = «(F),

Q.E.D.
Obdobou lemmatu 2.6 pro matice je

Lemma 2.11. Pro charakteristicky exponent souctu konecného poctu matic F(t)
stejného typu, definovanych pro t = t,, plati nerovnost

(240) ATF) S max (R

k 1,0,

JestliZe v§echny charakteristické exponenty jsou konecné a jestliZe existuje index
p, 1 £ p £ N, takovy, Ze

wWF)>xF) pro k+pl<k<N,
potom

(2.41) x(kiFk) = x(F,)-
Duikaz. Nerovnost (2.40) odvodime postupnd takto:
HF) = HISAD = AEIRD) = max (IR = ma 2.
Necht je ddle pro p + k, 1 £ k < N,
uFy) > x(Fi) -
Podle defmice 2.8 nutné existuje dvojice indexit s, t takovd, Ze
WF) = 2(frs) 5
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index p u fp,s,: Znadi p¥islusnost k matici F,. Podle lemmatu 2.6 je

X(;fk,s,t) = xS
a déle zfejmé
x(,ffk) = Tftix X(;fk L) Z X(ka-s,f) ;
je tedy
H3R) 2 1(F).

Vzhledem k nerovnosti (2.40) je tim dokdzdna platnost vztahu (2.41), Q.E.D.
Obdobou k lemmatu 2.7 pro matice je

Lemma 2.12. Pro charakteristicky exponent soucinu konecného poctu matic F({),
definovanjch pro t Z to, pokud mezi charakteristickymi exponenty jednotlivych
matic nejsou zdroveri rovné + o0 a — oo, plati nerovnost

(2.42) x(Fy e Fy) ééx(ﬂ«)

Dikaz. K dikazu vyuZijeme vySe dokdzanou souvislost normy matice a charak-
teristického exponentu; nejprve pfipomefime zndmou vlastnost normy

N
i Rl < TLIR
ddle je postupné s uZitim lemmat 2.3, 2.7 a 2.10

HE o F) = 2(0F o F]) S ATTIRD < 3 (1RD = S5,

Q.E.D.
Z lemmat 2.4, 2.11 a 2.12 okamfZit& vyplyva ndsledujici

Lemma 2.13. Necht pro k = 1, ..., M jsou ¢, & 0 komplexni ¢isla a Fk(t) matice
navzdjem téhoZ typu, definované pro t = t,, jejichZ charakteristické exponenty jsou
vesmés konecné. Potom plati nerovnost

(243) : _ x(k‘ic,f,‘) < max %(F) .

Pokud md maximdlni charakteristicky exponent prdvé jedna z matic F,(f), nastdvd
ve vztahu (2.43) rovnost.

Pozndmka. Pokud mezi charakteristickymi exponenty matic Fi(¢) jsou symboly -} o nebo — 0,
je tfeba vhodnym zpuisobem upravit formulaci tvrzeni lemmatu, nebof pak napf. pro redlné
koeficienty hraj{ roli znaménka koeficientd u téchto matic. Detailngj${ analyzu téchto p¥ipadd
1ze pienechat Ctendfi.
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2.3. Asymptotické vlastnosti FeSeni lineArnich soustav s proménnymi koeficienty

Budeme uvaZovat homogenni linedrni vektorovou diferencidlni rovnici (neboli
homogenni linedrni systém diferencidlnich rovnic) tvaru

(2.44) (:TT = (). x(1),

kde jednotlivé prvky matice
(2.45) AN = (a,[1)

jsou spojité funkce na intervalu (@, + o). NiZe uvedeme vétu o charakteristickych
exponentech feSeni soustavy (2.44), nalezenou A. M. Ljapunovem, dfive viak odvo-
dime dv¢ integrdlni nerovnosti, které budeme v ditkazu potiebovat.

Lemma2.14. (R. Bellman, T. H. Grownall). Nechf f(t), g(f) jsou nezdporné
spojité funkce na intervalu {t,, + ), C nech? je nezdpornd konstanta. JestliZe
pro t = t, plati nerovnost

't
(2:46) 105 ¢+ [ samae,
to
potom také pro t = t, je
T
(2.47) f(ty £ C.exp <j g(7) d-r) .
to
Dakaz. Nechf nejprve C > 0. Potom je kladnd také pravd strana nerovnosti
(2.46) a z této nerovnosti vyplyvé (pro t = t,)

B{QFU)
C+ J f(z) g(z) de

240

integraci v mezieh t,, t odtud obdrZime nerovnost

n [c . ﬁo(ﬁ) 4(2) dr:l —mCsx .[ 4(z) dr,

to

ekvivalentni dokazované nerovnosti (2.47). .
Necht C = 0. JestliZe v tomto piipads je pravd strana v (2.46) identicky rovna nule,
je nutng f(#) = 0 a (2.47) plati. Nechf tedy existuji t, pro néz

(2.48) j () ge) de + 0

to
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oznaéme infimum téchto ¢ jako ¢; = #,. Vzhledem k spojitosti a nezdpornosti funkci
f a g plati potom nerovnost (2.48) pro viechna t > #, a jeji levd strana je rovna 0
pro viechna t € {to, t;>. Pro t > t; je tedy

A00
J f(z) g(r) dr !

integraci v mezich f,, t;, kde t, > t,, obdrzime

o[rosse] [0

ProtoZe pro ¢, — t, nabyvd pravd strana posledni nerovnosti zdpornych v absolutni
hodnoté libovolng velkych hodnot, je nutné

_f ;f(f) g()dr =0,

coZ je ve sporu s nerovnosti (2.48). Je tedy (vzhledem k (2.46)) f(£) = 0 a nerovnost
(2.47) plati, QE.D.

Lemma 2.15. (R. Bellman, T. H. Gronwall). Nechr f(t) je kladnd a g(t) nezdpornd
funkce na intervalu (a, b), necht ob& funkce jsou na (a, b) spojité a pro libovolnd
ty, t, € (a, b) necht plati

(2.49) ftz) £ f(t) +

761060 g

Potom pro a < t, £ t < b je splnéna nerovnost

d

og(f) df] .

1 1

(2.50) Fl10) exp [— r g(?) dr] < f(1) £ f(to) exp l:f
o
Dukaz. Necht je 7, < t,, potom nerovnost (2.49) Ize pfepsat
16 S 16) + [ 1) 9(2) as
a podle lemmatu 2.14 je

(2.51) £(t) < £(t) exp [— J' ) dt].

1
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Necht je 1; = t,, potom nerovnost (2.49) lze pfepsat
1y
2.52) () S (1) + J £(2) o(0) de
153

kde pravd strana je kladné &islo, nebot f(r) > 0 a g(z) Z 0. Plati tedy také nerovnost
—flt 12
M > —g(ts)
ft,) + J f(©) g(r) do
12

pro libovolné 1, € (a, b),' t, < t,. Integraci posledni nerovnosti dostdvime

Inf(t)) - In [f(r,) + f::f(r) g(‘r)dr] > - j :g(r) dr,

a po Gpravé
11 3]
f(t) +f f(@) g(z) dv £ 1(1,) exp [J g(?) dr}.
12 12
Odtud vzhledem k nerovnosti (2.52) je

(2.53) £(t2) 2 1) oxp [- f

(3

() dr:l .

2

JestliZe v nerovnosti (2.51) poloZime t; = to, t, =  a v nerovnosti (2.53) t, = tq,
t, = t, dostdvdme okamZit& nerovnost (2.50), Q.E.D.

Nyni pfejdeme k vySetfovdni stability soustav popsanych rovnici (2.44). Pfitom
charakteristické exponenty budou hrdt v jistém smyslu obdobnou roli, jako kofeny
charakteristické rovnice u soustav s konstantnimi koeficienty. Nejprve jesté odvodime
dvé vty o stabilitd, jeZ pojmu charakteristického exponentu nevyuZivaji.

Véta2.1. Linedrni soustava popsand rovnici (2.44) je stabilni v Ljapunovové
smyslu na intervalu {to, + ), prdvé kdy? viechna Feseni této rovnice jsou omezend
Sunkce na {ty, + ).

Diukaz. Je-li kazdé YeSeni omezené, je také omezend kazd4 fundamentdlni matice
X X0 £K < +o.
Je tedy pro kazdé fesent x(1):
IO = [X@F - [x(w)] < K. | xt)] -

Volbou dostatetng malé poddtedni podminky lze tedy dosdhnout feseni, jez Je v normé
men$i neZ pfedem dané &islo a stabilita je dokdzdna.
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Necht naopak existuje feSeni y(1), y(to) & 0, které neni na {t,, +c0) omezené,
UvaZujme feSeni
x() =46 ()

Toto FeSeni spliiuje pocdtedni podminku
x(t))=3d.e, |e| =1,

jeZ podle volby 6 > 0 je v normé libovolng mald, pfiemZ x(r) neni omezend. Reseni

z(f) = 0 neni tedy stabilni a tim je nestabilita pro rovnici (2.44) dokdzdna.
Zajimavou aplikaci Bellmannovy-Gronwallovy nerovnosti (Z lemmatu 2.14) je

dikaz ndsledujici véty o stabilité soustavy s matici ,,mélo** odli§nou od konstantni.

Viéta 2.2 (R. Bellman). Necht vsechna Feseni vektorové diferencidlni rovnice

d—“‘:A.x(t)

(2.54) =

s konstantni matici typu n x n jsou stabilni v Ljapunovové smyslu, neboli necht
vSechny kofeny rovnice det A = 0 maji zdporné redlné &dsti. Necht B(t) je proménnad
matice typu n x n, jejif vSechny proky jsou spojité funkce na intervalu t,, + c0)
a:necht integrdl

(2s8y - wa“B(r)"dr< +o.

to

Potom vSechna FeSeni rovnice
dy
@se) . 5 = A+ B0l ().

jsou stabilni na {ty, + o) v Ljapunovové smyslu.

Dukaz. Oznatme jako X,(f) fundamentdlni matici rovnice (2.54), pro niz je

X,(to) = E

kde E je jednotkovd matice typu n x n.

Z rovnice (2.56) vyplyvé tato integrdlni rovnice pro t = f4:
. . d
{2.57) Y() = X(1) y(ts) + j X(t - ©) B(z) y() dr .

to
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Pro normu y(1) plati tedy odhad

Iy = 1XON Iyl + f 1X( = )] [BE] Iy()] dv s

jelikoZ viechna feSeni rovnice (2.54) jsou stabilni v Ljapunovové smyslu, existuje
konstanta C > 0 takovd, Ze pro t = ¢, je

IX@)]

IIA
a

To vSak znamend, Ze

ol = clwtl + [ el Il ae.
a podle lemmatu 2.14 je

ol = clyw] o] [ - el er].

10

Vzhledem k pYedpokladu (2.55) to znamend, Y kaZdé FeSeni y(1) je omezené, a podle
véty 2.1. odtud vyplyvd stabilita, Q.E.D.

Nynf jiZ miZeme piejit k vySetfovani stability s vyuZitim pojmu charakteristicky
exponent. : :

Véta 2.3 (A. M. Ljapunov). JestliZe matice (2.45) v rovnici (2.44) je v normé
(tzn. v libovolné z norem (2.37)—(2.39)) omezend,

(2.58) [A®)] s €< +oo,

potom kazdé nenulové Feseni x(f) md konecny charakteristicky exponent.
Dukaz. Integraci rovnice (2.44) dostdvdme PR e
x(1) = x(to) + f AR x(e) de,

fo
takZe

[0 = I + [ 1A a2
a podle druhé Bellmanovy-Gronwallovy nerovnosti (lemma 2.15) je pro zg fo i
el exe[ - [ 146 0¢] = 101 [l o [ [ AR ]
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Odtud vyplyvd nerovnost pro charakteristické exponenty (uzli jsme lemmat 2.3

a2.4)
rfow] - [ 1 e} om0 = o oo [ [ g}

a z ni, jak Ize snadno nahlédnout, nerovnost

x5 C.
Q.E.D.

Viimnéme si nyni bliZe mnoZiny charakteristickych exponentii feSeni linedrni
soustavy popsané rovnici (2.44) s omezenou matici (2.45). DokdZeme nejprve toto

Lemma 2.16. Nenulové vektorové funkce x,-(t), i =1,..., m, definované na inter-
valu (t,, +oo), JjeZ maji navzdjem riizné charakteristické exponenty, jsou linedrné
nezdvislé.

Ditkaz. Lemma dokdZeme sporem. Necht existuji konstanty C;, ne viechny rovné
nule, takové, Ze

i Cix{t)=0.

Mezi funkcemi, jez maji v tomto soudtu nenulovy koeficient, najdeme funkci s nej-
vEt§im charakteristickym exponentem; necht je to x,(t). Je tedy

X)) = == ¥Cxf1).

C, i¥p
takZe z vlastnosti charakteristického exponentu plyne nerovnost
xDx(0] = maxy[x,(1)],
kde mnoZina indexi ’
J={j:1Sjgmj+pc+0}.

To je viak ve sporu s volbou xp(t), Q.E.D.

Definice 2.9. MnoZinu vSech koneinych charakteristickych exponentd feSeni
soustavy diferencidlnich rovnic (obecng nelinedrnich) nazjvdme spektrem této
soustavy.

UvaZujme nejprve soustavu linedrnich rovnic prvniho ¥ddu s konstantni matici .

dx _

o A x(1).
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Pro tuto soustavu lze kaZdou slozku feSeni obecné vyjddiit ve tvaru linedrni kombi-
nace

x (1) =i§1(:“ LRy et

kde P(z) jsou polynomy v ¢ a A; jsou charakteristickd &isla matice A, neboli kofeny
rovnice

det (A — 2E) = 0.
Je nejprve

1[P()e"] = Re 2

a charakteristicky exponent feSeni x(f) je tedy roven redlné &dsti nékterého z charak-
teristickych &isel matice A. Spektrum ve smyslu definice 2.9 je tedy totoZné s mnoZinou
redlnych &dsti charakteristickych &isel matice A.

Piipad, kdy matice (2.45) je promé&nnd, je popsdn v ndsledujici v&t&:

Véta 2.4. Spektrum soustavy linerdnich homogennich diferencidlnich rovnic
(2.44) Fddu n je koneénd mnoZina &isel

(2.59) oy <Oy < vl < Oy,
kde m < n.

Dakaz. Soustava (2.44) mé, jak zndmo, nejvys n linedrn& nezdvislych Feleni.
Podle lemmatu 2.16 miZe tedy existovat nejvySe n r@znych charakteristickych
exponentll fefeni této soustavy, Q.E.D.

Poznamenejme jesté, Ze u nelinedrnich soustav muZe spektrum byt rovné napf.
mnoZing viech redlnych &isel, napf. rovnice

9 }-x(t) In [x(1)]

dt t
m4d obecné fedeni

x(1) =€,
kde c e (— 0, + o).
Pro asymptotickou stabilitu fe§eni soustavy s konstantni matici bylo nutnou

a postaujici podminkou, aby kofeny charakteristické rovnice mély zdporné redlné
cdsti. Podobné pro soustavu s proménnou matici plati tato

Véta2.5. Pro asymptotickou stabilitu (v Ljapunovové smyslu) linedrni homogenni
soustavy popsané vektorovou rovnici (2.44) staci, aby jeji maximdlni charakteristic-
ky exponent byl zdporny.

Ditkaz. Nechf maximdlni prvek spektra matice A(f) ve smyslu definice 2.9 je

o < 0. Vzhledem k tomu, Ze jde o linedrni soustavu, stadi dokdzat, Ze pro kaZdé jeji
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feSeni plati

(2.60) t liinw"x(t)ﬂ =0.
Vezméme &islo # takové, Ze
a<f<O0,
potom z nerovnosti
wx) < B

vyplyvd
[x@] = o(e"),

takZe skutetng plati (2.60), Q.E.D.
Uzitim charakteristickych exponentl muZeme charakterizovat mnoZinu teSeni
linedrni homogenni soustavy také takto: Necht

(2.61) {x,(8), ..., x,(t)}
je fundamentdlni soustava feSeni rovnice (2.44), necht
(2.62) wx)=ea;, j=1,..,n.

(Poznamenejme pro Uplnost, Ze &sla (2.62) nemusi zde byt navzdjem riznd.)
Ozna&me

(2.63) Coxj(n) =0 g ()5
z pfedchoziho snadno vyplyvd, Ze pfitom
(2.64) xE) =0.

Obecné feSeni soustavy (2.44) je tedy tvaru

x(1) =j§10i g e,

kde c; jsou konstanty, §(¢) e** linedrni nezdvisld feSeni (2.61), «; jsou prvky spektra
matice (2.45) a &;(f) maji vlastnost (2.64).

Necht nyni viechna &sla (2.62) jsou koneEnd a necht n-tice (2.62) je tvofena
navzdjem riznymi &isly o, k = 1, ..., m, kde samoziejm& m £ n. Necht v, je poSet
FeSeni v (2.61), jeZ maji charakteristicky exponent «;. V zdvislosti na zvolené funda-
mentdlni matici (2.61), oznatme ji zde X, lze utvofit Sislo

(2.65) s(X) =k§1vk A

Poznamenejme, Ze fundamentdlni soustavy s minimdlnim s(X) se nazyvaji nékdy
normdlni. Odvodime nyni dolni odhad &isla (2.65), ndleZejici A. M. Ljapunovovi:
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Lemma 2.17. Nechf je ddna soustava (2.44), jejiz spektrum (2.59) obsahuje pouze
konecnd ¢&isla a necht X(1) je jeji fundamentdini matice. Potom &islo (2.65) vyhovuje
nerovnosti

't
(2.66) s(X) 2 limsup - ! J sp A(t) dr,
twt+o I — 1y

to
kde symbolem sp A znacime stopu matice A, tzn. soucet prokit na hlavni diagondle.

Dikaz. Nechf fundamentdlni matice soustavy (2.44) je

X(1) = (xi(1) 5

oznadme
(2.67) W(t) = det X(r)

piisludny Wronského determinant. Podle pravidia o derivovdni determinantu mdme

Dosadime-li za derivace pravé strany dif. rovnic v rozepsané soustavé (2.44), dostd-
vdme po snadné tpravé

2”: a(t) 8, W(1),

11=1

dw i
t k=

neboli

‘”’:’ = sp A() W(s).

Integraci posledni rovnice v mezich t,, t dospivdme k vyjadfeni

T

(2.68) W) = W(t,) epr sp A(t) dr.
to

Je tedy podle definice charakteristického exponentu

x(W(1)) = limsup L W@,
totw I
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neboli s uzitim vztahu (2.68)

1
2(W(1)) = limsup LJ‘ sp A(r) dr =
tt+o 1

to

= limsup
o+ [ 1y

¢
J sp A(t) dt.
to

S druhé strany, z definice determinantu a z dfive dokdzanych vlastnosti charak-
teristického exponentu linedrni kombinace funkci vyplyvd nerovnost

W(W(1) = s(X),
Q.ED.
PFi zkoumdni stability feSeni homogennich linedrnich soustav tvaru (2.44) lze,
jak uvidime niZe, v n&kterych piipadech nalézt linedrni transformaci

(2.69) y(t) = L(2) x(1),

kterd prevddi soustavu (2.44) s matici A(z) na soustavu
(2.70) il? - By()
t

s konstantni matici. Pokud se pfi této transformaci nezméni charakteristické expo-
nenty, je moZné problém stability soustavy (2.44) pfevést na pfipady feSené v prvé
kapitole.

Definice 2.10. Matice L(f), jejiz prvky maji spojité¢ prvni derivace na intervalu
{to, +0), se nazyvd Ljapunovovou matici, jestlize

a) sup [L()]a sup

te{to, + @) te(to, + )

|
éL—(Q jsou koneé&nd sla.
dt
b) |det L(1)] 2 k > 0 pro viechna t e {ty, +00).
Odpovidajici transformace (2.69) se pak nazyvd Ljapunovovou transformaci.

Lemma 2.18. Transformace (2.69), v ni¥ matice L(t) je Ljapunovovou matici
ve smyslu definice 2.10, neméni charakteristicky exponent, tzn.

(21) Ay) = x(x)-
Dikaz. JelikoZ
S 1.0)
L = (det L(t)>’
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kde Li; je algebraicky doplnék prvku I, ; matice L, vyplyvd z vlastnosti Ljapunovovy
matice, % také

(2.72) Sup L)) < + .
telto, + )
Didle jest
v Il = L0 I
takze
1) = 2(lvl) = 2L + [x]) = xlxD) = 269
tedy
(213) Ay) £ 1) 5

Z nerovnosti

Il < [~ @) =]
obdobné vzhledem k nerovnosti (2.72) je
(2.74) 2% = 1(y)s

z obou nerovnosti (2.73) a (2.74) vyplyvd dokazovand rovnost (2.71), Q.E.D.

DiuleZity vysledek v otdzce transformovatelnosti na soustavu s konstantni matici
pfi zachovani spektra publikoval v r. 1946 profesor Leningradské university N. P. Je-
rugin. Plati tato

Véta 2.6. Linedrni soustavu, popsanou rovnici (2,44), Ize prevést Ljapunovovou
transformaci s matici L(f) na soustavu s konstantni matici B, pravé kdy? aspoii jednu
jeji fundamentdlni matici X(t) Ize vyjddrit ve tvaru

(2.75) X() = L(t)yexp (B . 1)

Dukaz. Necht nejprve soustavu (2.44) lze prevést Ljapunovovou transformaci
(2.69) na soustavu s konstantni matici tvaru (2.70). Matice exp (B. 1) je zfejmé
fundamentdlni matici rovnice (2.70) a odtud snadno nahlédneme, Ze pravd strana
rovnosti (2.75) je fundamentdlni matici rovnice (2.44).

Necht naopak nekterd fundamentdlni matice soustavy (2.44) je tvaru (2.75),
kde L(?) je Ljapunovova matice. Z rovnosti (2.75) plyne, Ze

L(t) = X(tyexp (—B . 1)

jak vyplyvé z ditkazu pfedchoziho lemmatu (vztah 2.72), je také L™ (1) Ljapunovovou
transformaci. Tuto transformaci, totiz

x = X(t)exp(—B.1)y,
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uZijeme na rovnici (2.44). Dostdvdme nejprve

d);#exp(—“ 1)y = X()exp (—B. 1) By + X(1) exp(—’-’*-')% =
= A() X()exp(—B.1)y
a jelikoz

%f‘_) - AW X(D),

vyplyvd odtud rovnost (2.70), Q.E.D.

UkdZeme nyni je§té jeden odlidny zplsob pievedeni problému asymptotické sta-
bility soustavy s Gasov€ proménnou matici na problém stability soustavy s kon-
stantni matici. K tomu cili nejprve vyslovime tuto definici:

Definice 2.11. Dv& soustavy, popsané vektorovymi diferencidlnimi rovnicemi

ax,

(2.76) -

=f{tx), (i=]12),

nazyvdme asymptoticky ekvivalentni, jestlize kaZdému feSeni x, kterékoliv z obou
soustav odpovidd feSeni x, druhé soustavy tak, Ze

(2.717) :-l.iﬁ(xk(t) - x(f)) =0.

Jednoduché kritérium asymptotické ekvivalentnosti se soustavou s konstantni
matici nalezl v r. 1946 americky matematik Norman Levinson. Plati tato véta, jejiz
diikaz pro jeho pomérnou obsirnost vynechdvime:

Véta2.7. Jestlize viechna Fedeni soustavy (2.70) s konstantni matici jsou omezend

na intervaly {t;, +0) a jestlife matice C(1), jejimif proky jsou funkce spojité
na {ty, + ), vyhovuje nerovnosti

(2.78) . -rw"C(r)” dr < +w,

to

potom soustava
@79) i’i—’t‘ = (B + C(i) x(t)

je asymptoticky ekvivalentni soustavé (2.70).
Zajimavym disledkem této Levinsonovy véty je asymptotické chovdni feSeni
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soustavy
dx

(2.80) -

= C(t) x,
kde matice C(t) spifiuje nerovnost (2.78). Tato soustava je totiZ asymptoticky ekvi-
valentni soustavé
,  _o
dt

a ka’dd slozka vektoru feSeni x(t) soustavy (2.80) konverguje tedy pro ¢t — +oo
k n&aké konstanté; naopak pro libovolny konstantni vektor ¢ € E, existuje feSeni
x(1) soustavy (2.80) takové, Ze

lim x(f) = .

>+
3. DRUHA LIAPUNOVOVA METODA

Prejdeme nyni k vySetfovdni obecné nelinedrnich soustav diferencidlnich rovnic.
Efektivni metodu feSeni problému stability nalezl A. M. Ljapunov a poprvé ji uve-
fejnil ve své doktorské disertaci v r. 1892. Ljapunovova prdce se stala zdkladem
pro mohutny rozvoj teorie stability nelinedrnich systémil a pfispéla k feSeni velkého
mnoZstvi teoretickych i praktickych problémi v nejrizngjsich technickych oborech.

3.1. Pozitivné a negativné definitivni funkce

DileZity apardt pfi vySetfovdni stability druhou Ljapunovovou metodou tvofi
funkce, jejichZ znaménko se v n&jaké dané oblasti nem&ni.

Definice 3.1. Redlné spojita skaldrni funkce V(¢, x) promé&nnych ¢ a x € E, se na-
Zyva pozitivné definitivni v oblasti

(3.y) Q={tx):t,<t<to, x| <h},
jestlize pro vSechna (t, x) € 2 plati nerovnost
(32) V(t,x)Z o(x) >0 pro |x| =0

a ddle rovnost
V(t,0) = ¢(0) =0,
kde () je néjakd spojitd funkee (pro | x|| < h).
Funkce W(t, x) se nazyvd negativné definitni na @, jestlize funkce —W(z, x)

je na  positivng definitni.
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Definice 3.2. Redlnd spojitd skaldrni funkce V(t, x) se nazyvd pozitivné semi-
definitni na oblasti (3.1), jestliZe pro viechna (¢, x) € Q plati

(33) V(%) 2 0.

Funkce W(t, x) se nazyvd negativné semidefinitni na Q, jestlize funkce — W(t, x)
je positivné semidefinitni na Q.

Definice 3.3. Redlnd spojitd funkce V(#, x), kterd neni ani positivng ani negativng
semidefinitni, nazyvd se indefinitni v p¥islu$né oblasti (3.1).

Dobrou ilustraci pravé zavedenych pojmi, pokud V(t, x) = V(x)} nezdvisi na t,
predstavuji rizné typy kvadratickych forem, zndmé pravd@podobng Etendii v sou-
vislosti s vySetfovanim kuZeloseSek nebo s klasifikaci parcidlnich diferencidlnich
rovnic druhého fddu. Urdit u obecné funkce, k jakému typu ndlezi, miZe znamenat
obtizné FeSitelny problém. Vsimneme si nyni bliZe tzv. algebrdlckych forem, u nichz
Ize uvést jednoduchd kritéria definitnosti.

Definice 3.4. Algebraicky vyraz tvaru

(3.4 Vixy= Y cynxtoxe, (i 2 0celd),
irt.atin=m

nazyvdme (algebraickou) formou m-tého stupné.
Poznamenejme, Ze formy maji tuto ziejmou vlastnost

(3.9) V(Axy, .oy Ax,) = A" V(xy, ..o X,) -

Ddle je zfejmé, 7e formy lichého stupné jsou indefinitni v libovoln& malém okoli
poddtku soufadnic. V pfipadé kvadratické formy, tzn. pro m = 2, plati zndmd
Silvestrova véta, Ze totiz kvadratickd forma (srov. (3.4) pro m = 2) je pozitivng
definitni pro vSechna x, prdvé kdyZ ndsledujici hlavni minory jeji matice

[e1tsein ey

(3-6) C11s

jsou kladn4 ¢isla. Uvedeme nyni dv& pomocné véty, které umoziuji v fadé pfipadt
vyfesit otdzku definitnosti forem vyssiho stupng.

Lemma 3.1. Nech? V(x) je pozitivné (resp. negativné) definitni forma stupné m.

Potom existuje kladné &islo k takové, Ze pro libovolnou funkci @(x), kterd vyhovuje
poZadavkiim

(37) el < KE [ pro 0= x| <

108




a

(3.8) (0) =0
Je také funkce ’
(39) Y(x) = V(x) + ¢(x)

pozitivné (resp. negativné) definitni v oblasti ”x” < h.

JestliZe forma V(x) je pro ”x” < h indefinitni, potom existuje kladné k takové,
e za predpokladii (3.7) a (3.8) je funkce (3.9) indefinitni v oblasti ||x]| < h.

Dukaz. Ke kazdému vektoru x e E, existuje prdv& jeden vektor j jednotkové
délky takovy, Ze plati

61) x= el
Dile zfejmé za predpokladii (3.7) a (3.8)
V() + 90 2 V() = [o(] > V() = k("

S vyuZitim vlastnosti (3.5) je tedy

(1) W > el [V) - K
obdobné plati také nerovnost
(12) ¥x) < x| [v() + K]

Povrch jednotkové koule se stfedem v pocdtku tvofi kompaktni mnoZinu v E,
a spojita funkce V(j) na ni tedy nabyvd svého maxima a minima; ozname tyto
hodunoty jako Wa w.

Je-li nejprve V(x) pozitivng definitni, vezm&me k < w; funkce y/(x) je pak pozitivng
definitni v dasledku nerovnosti (3.11).

Je-li ¥(x) negativné definitni, je W < 0 a vezmeme k < — W; funkce (x) je pak
negativng definitni v disledku nerovnosti (3.12).

Je-li konegné V() indefinitni, je ziejm

w<0<W.

Zvolme
k < min (|w], [W]).

Potom existuji x, pro n&Z je podle nerovnosti (3.11) ¥(x) kladné a s druhé strany
takovd x, pro n&Z je podle nerovnosti (3.12) ¥(x) zdporné. Q.E.D.

Pozndmka. Za funkci ¢(x) v pravé dokdzaném lemmatu lze specielnd volit opét formu; po-
Zadavek (3.7) 1ze formulovat tak, Ze koeficienty této formy ¢(x) jsou v absolutni hodnoté do-
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statedné malé. Jinymi slovy definitnost nebo indefinitnost formy se nezméni, pfi¢teme-li k ni
formu s dostateénd malymi koeficienty.

Lemma 3.2. Necht Y(x) je analytickd funkce pro [Ixﬂ < R, kde R > 0. Necht
pritom jeji Tayloriw rozvoj v okoli poldtku je tvaru
(3.13) Y(x) = V,(x) + o(x)

kde V,(x) je forma m-tého stupné, m = 1 a o(x) nech? je zbytek, obsahujici pouze
Cleny stupné vyssiho neZ m.

Jestlize V,,(x) je pro “x" < R (pozitivné, negativné) definitni resp. indefinitni,
potom také y(x) je (pozitivné, negativné) definitni resp. indefinitni.

Dukaz. Tvrzeni vyplyvd bezprostfedng z lemmatu 3.1, Q.E.D.
3.2. Ljapunovovy véty

Nadim cilem nyni bude vySetfovdni stability (v Ljapunovové smyslu) pro neli-
nedrni soustavu tvaru

(3.14) x(t) = (1, x(?))

kde sloZky vektoru jsou spojité funkce ¢, jeZ maji spojité parcidlni derivace podie
prom&nnych x; (i = 1,..., n) na n&aké oblasti

(3.15) Q=(a,+0)x G, G<E,.

Na Q jsou tedy splnény pfedpoklady lokdlni v8ty o existenci a jednoznaénosti redlného
fedeni rovnice (3.14).

Pro posouzeni stability, jak jiz bylo podrobn& uvedeno v odst. 2.1, srovndvdme
FeSeni x(1) s jinym feSenim y(¥) téZe rovnice pfi zm&néné po&dtedni podmince. Oznadme

(3.16) z(t) = y(t) — x(¥),
je tedy
(.17 (1) = f(&, y(1)) — £(t, x(1)) = f(t, x(t) + (1)) — f{t, x(1)) -
Tuto posledni rovnost zapiSeme symbolicky ve tvaru
(3.18) 2(t) = o(t, 2(r)),
pfiemZ ze vzorce (3.17) vyplyvd
0(t,0)=10.

Jestlize 2(0) = 0, md rovnice (3.18) jediné feSeni z = 0. Toto FeSeni odpovidd idedl-
nimu piipadu, kdy z rovnosti x(0) = y(0) vyplyvd x(t) = y(t). Tim jsme problém
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stability feSeni rovnice (3.14) pfevedli na problém stability trividlniho (nulového)
feSeni rovnice (3.18) a ddle se budeme zabyvat timto problémem. V dalSim jesté
zmé&nime oznaleni promé&nnych, takZe budeme vySetfovat stability trividlniho feSeni
rovnice (3.14) za predpokladu

(3.19) f(1,0)=0.

Déle budeme pfedpoklddat, Ze oblast G obsahuje mnoZinu

(3-20) Ky = {x:|x| < H},

obdobng jesté oznatme (pro 0 < h < H)

(3.21) K, ={x:|x| = n}.

UvaZujme pomocnou funkei ¥(t, x), jez md spojité derivace podle viech svych
promé&nnych na mnoZing

(322) &, = (a, +o) x K.

Jestlize x(f) je feSenim rovnice (3.14) na @, je derivace podle Sasu rovna

v _ov & oV
(3.23) =t El Oxif'(t’ x).
Pravou stranu v rovnosti (3.23) nazveme casovou derivaci funkce (V(t, x) v ditsledku
rovnice (3.14).

Vyslovime nyni a dokdZeme n&kolik fundamentdlnich vét, na nichZ je vybudovdn
cely rozsdhly apardt druhé Ljapunovovy metody pro uréovdni stability. Upozorfiu-
jeme pfedem &tendfe, Ze v literatufe se dosti &asto, jednak z tradice a jednak s ohledem
na jednodus$i formulaci, uvddéji tyto véty pro tzv. autonomni soustavy, tzn. soustavy
popsané rovnici

(3.142) x(t) = f(x(1))»

jejiz pravd strana zdvisi na Sase pouze prost¥ednictvim funkei x,(f) a nikoliv explicitng.
Vzhledem k tomu, Ze ditkaz v obou pfipadech probihd shodng, uvddime zde obecn&jsi
formulaci pro soustavy neautonomni.

Véta 3.1 (Prvni Ljapunovova véta). Nech? je ddna soustava popsand vektorovou
diferencidlni rovnici (3.14) na mnoZiné

(3.24) Qy = (a, +0) x Ky,

kde Ky je definovdno (pro H > 0) vatahem (3.20). Necht pravd strana rovnice (3.14)
Jje na Qy spojitd v t a md spojité prvé derivace podle proménnych x;, i =1,...,n,
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a necht md vlastnost (3.19). Jestlife existuje pozitivné definitni funkce V(t, x), jez
md spojité proé parcidlni derivace podle vSech svych proménnych na mnoZiné &,
(srov. vztah (3.22)), pridem? 0 < h < H, a jestliZe éasovd derivace dV|dt v disledku
rovnice (3.14) je negativné semidefinitni, pak trividlni feseni soustavy (3.14) je pro
t = + oo stabilni v Liapunovové smyslu {podle definice 2.1).

Pozndmka. Formulaci vty lze pozménit tak, e pfedpokldaddme funkci V(#, x) negativng
definitni a d¥/ds pozitivné semidefinitni. Jak &tenaf déle snadno nahlédne, dokéze se takto
pozménénd véta analogicky jako véta 3.1.

Diukaz. Zvolime libovolné ¢ > 0, s tim, ia
O<esh<H,
a najdeme k nému 8,0 < 6 < ¢ takové, aby platila implikace
(3.29) [x(to)] < 6= [x(@] < ¢ proviechna 12 1,.
Vétu dokdZeme sporem; pfedpoklddejme tedy, Ze (pro jakékoliv & > 0) vzdy lze
nalézt t; takové, Ze t; > ty a Ze

(326) Ix(t)] = ¢

necht t; > t, je nejmen3i &islo s vlastnosti (3.26). Podél feSeni x(t) je funkce Casu
V(t, x(¥)) nerostouci, nebot podle predpokladu véty jeji derivace

¥ <o,

dt

To znamend, Ze

(327) V{to, X(10)) Z V(t,, x(t1)) -

Nyni vyuZijeme pozitivni definitnosti funkce V(t, x) podle definice 3.1 ex1stu1t‘,
na dase nezdvisld spojitd funkce ¢(x) takovd, Ze pro x + 0

V(t,x) 2 o(x) > 0.

Na kompaktni mnoZing {x : |x| = ¢} tato funkce nabyvd svého kladného minima
m > 0. S druhé strany V(to, x) je spojitd a V(t,0) = 0; lze tedy pfi dostatens
malém & > 0 zarudit, Ze

(3.28) V(to, X(1o)) < m.
Jelikoz |[x(1,)] = ¢, je
(329) V(i x(1)) 2
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a spojenim nerovnosti (3.27), (3.28), (3.29) dochdzime k nespravné nerovnosti
m>m.

Timto sporem je prokdzdna platnost implikace (3.25) a tim i véty 3.1, Q.E.D.

Véta 3.2 (Druhd Ljapunovova véta). Nech? je ddna soustava popsand vektorovou
diferencidlni rovnici (3.14) na mno%iné (3.24), kde Ky je definovdna vztahem (3.20).
Necht pravd strana rovnice (3.14) je na mnoziné (3.24) spojitd vt a md spojité proé
derivace podle proménnych x;,, i = 1,..., n, a necht md vlastnost (3.19). Jestlize
existuje positioné definitni funkce V(t, x), jez md spojité prvé parcidlni derivace
podle vsech svpch proménnych na mnoziné &, (srov. vztah (3.22)), pficemz0 < h <
< H, jestliZe ddle casovd derivace dV/dt v diisledku rovnice (3.14) je negativné
definitni a jestlize pro x — 0 konverguje V(t, X) k nule stejnomérné vzhledem k t
proa <ty £t < 400, pak trividlni FeSeni soustavy (3.14) je pro t — + o0 asymp-
toticky stabilni v Ljapunovové smyslu (podle definice 2.2).

Pozndmka. Analogicky lze vyslovit vétu pro negativng definitni funkci V(#, x) s positivné
semidefinitn{ dasovou derivaci.

Dukaz. JelikoZ v pfedpokladech v8ty 3.2 jsou obsaZeny velkeré predpoklady
véty 3.1, je trividlni YeSeni soustavy (3.14) stabilni. Zbyvd ukdzat, 7e kaZdé netrividlni
fefeni, jehoZ poddteéni hodnota

Ix(to)]| = n
pfi dostateéné malém h, spliiuje poZadavek

(3.30) lim x(¢) = 0.

t=++o
JelikoZ Casovd derivace funkce V(t, x) je podle pfedpokladu negativné definitni, je
(3.31) lim ¥(t, x(1)) = inf V{1, x(1)) =« = 0.
4o t2t0
UkdZeme nejdiive, Ze toto « = 0. V opa€ném piipadé, tzn. je-li o > 0, existuje
kladné f takové, Ze

(5:3) IO 28>0 pro rehp +c0).

jak vyplyva ze spojitosti funkce V(¢, x(f)). Ddle lze vzhledem k stabilité trividiniho
feSeni pfedpoklddat, Ze uvaZované x(t) vyhovuje navic nerovnosti

(39 ] < 1.

Funkce dV/dt je negativné definitni, existuje tedy positivng definitni funkce y/(x)
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takovd, Ze

dv(s, x(t
(334 WX ¢ —yiaga).
Ozna¢me

y= inf yY(x)>0.

Bsilx|lsh

P¥i tomto oznafeni vyplyvd z nerovnosti (3.34) integraci v mezich 1, 1, uvdZime-li
zérovett vztahy (3.32) a (3.33), nerovnost

V(t, x(1)) £ Vlte, x(t0)) — 7(t — to) -
Pro dostate&ng velké t je tedy V(t, x(r)) < 0, coZ je spor. Tim jsme dokdzali, e nutnd
a = 0. Zbyvd ukdzat, Ze plati rovnost (3‘30). UkdZeme, Ze k &€ > 0 existuje T > ¢,
takové, Zze pro t =z T je

(339 x| <.

Zvolme & < h. Potom existuje pro ¢ < |x| £ h kladné infimum positivng definitni
funkce ¢(x), jez zdola omezuje funkci V(t, x) ve smyslu definice 3.1:
(3-36) 0<n= inf ¢(x).
es|Ix]l <k
ProtoZe levd strana rovnosti (3.31) je, jak jsme ukdzali, rovnd 0, existuje T > t,
takové, Ze
V(T x(T)) <73

jelikoZ Zasovd derivace funkee V(t, x(1)) je zdpornd, je tato funkce klesajici a pro
vSechna t = T plati obdobné

V(e x(t) < 1.

To viak, vzhledem k definici (3.36) &sla 5 znamend, Ze nutné “x(t)" ¢ (e, h); jelikoz
zérovedt plati pfedpoklad (3.33), je dokdzdna nerovnost (3.35) a tim i tvrzeni véty,
QED.

Véta 3.3 (Tteti Ljapunova véta). Nechf je ddna soustava popsand vekiorovou
diferencidlni rovnici (3.14) na mnoziné (3.24), kde K je definovdno vztahem (3.20).
Necht existuje funkce V(t, ), jeZ md spojité prvé parcidlni derivace podle viech svych
proménnych na mnoziné &y (srov. vztah (3.22)), kterd ddle md (pozitivné nebo
negativné) definitni éasovou derivaci dV|dt v disledku rovnice (3.14) a kterd pro
x — 0 konverguje vzhledem k t stejnomérné k nule na intervalu a < t; <t < +o0.
Jestlize pro nékteré t, > a a pro kazdé 4, kde0 < 4 = h < H existuje x, takové,
x(,” < daze

x, |
Ze |

(3.37) V(to, X)

av(s, LO)

—_ >0,
dt
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potom trividlni FeSeni rovnice (3.14) je pro t > + oo nestabilni v Ljapunovové
smyslu (podle definice 2.3).

Diikaz. Bez omezeni obecnosti Ize pfedpoklddat, Ze dV/dt je pozitivng definitni;
v opatném pfipad® by stagilo pfejit k funkci — V. Existuje tedy spojitd na t explicitng
nezdvisld pozitivng definitni skaldrni funkce y(x) takovd, Ze

dv(t, x)

(3.38) o

= Y(x) >0

profoSt< +wal= “x“ < h. Vzhledem k pfedpokladu o stejnomérné kon-
vergenci V(t, x) k nule existuji zfejm& &isla C a # takovd, Ze plati implikace

(3.39) (to £t < +oo0,

x| g0 <h)=|Vx(n) = cC.

Vezmeme libovoIng malé &islo d, 0 < & < 5. Ve vét& je piedpokldddna existence
bodu (¢, X,) takového, Ze

(3.40) Vlto, %o) > 0, 0 < [xof < 5.
UvaZujme feSeni x(t) rovnice (3.14) s po&dteéni podminkou
x(ty) = xq .
Podle nerovnosti (3.38) je funkce ¥(t, x(1)) v ase rostouci, takZe pro t = t, je
(341) V(t, x(1)) = Vit x(t)) > 0.
UkdZeme nyni, Ze existuje t, > t, takové, Ze

(342) [x(t)] > n.

Tim bude véta dokdzdna, nebot pak existuje pevné &islo ¢ = # takové, Ze pro Zddné
0 > 0 nclze dosdhnout nerovnosti

Ix@f <n-

pro viechna t 2 to. Vratme se tedy k nerovnosti (3.42). Piedpoklddejme opak,
totiz Ze plati pro t = t, nerovnost (3.43). Z nerovnosti (3.41) vyplyvd, uvdzime-li
spojitost a stejnomérnou konvergenci V(1, x) k nule pro x — 0, Ze existuje § takové,
Zeprot 2ty

(3.49) Ix()] = 8 > 0.
Oznaéme
y= inf Y(x)>0;

B2lix|l =n
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jelikoZ plati ob& nerovnosti (3.43) a (3.44), je tedy

(3.45) dj/‘(zx@) =y pro t=tp.
t

Integraci odtud obdrzime ndsledujici vztahy

i

(3.46) V(t, x(1) = V{to, x(to)) + f &d’:(f—» dr 2

to

(1%

V(t07 xu) + 'V(t - to) ’

coZ je ve sporu s tvrzenim o omezenosti funkce V(t, x(t)) v implikaci (3.39), Q.E.D.

Definice 3.5. Funkce V(t, x), kterd vyhovuje ptedpokladim prvé (resp. druhé
resp. tfeti) Ljapunovovy véty, se nazyva Ljapunovovou funkci prontho (resp. druhého,
resp. trettho) druhu.

Prakticky vyznam uvedenych kritérii stability je samozfejm& podminén moZnosti
konstruovat pfislusné Ljapunovovy funkce. Touto obecné obtiZnou otdzkou se bu-
deme zabyvat niZe. Pro ndzorné zapamatovdni podstaty prvych dvou Ljapunovovych
v&t lze uvést tuto geometrickou interpretaci v pfipadé autonomni soustavy. UvaZujme
n-rozmérné nadplochy

(3.47) {x:V(x) = c}.
Tyto nadplochy jsou uzaviené a tvofi hranice téles
(3.48) T(c) = {x: V(x) < ¢},

piiCemZ pro ¢ > 0
0eT(c)
a
c; < ¢ = T(c,) = T(cy).

Kazd4 integralni kfivka, jeZ vychdzi z bodu dostateéné& blizkého k po&dtku 0, protind
nadplochy (3.47) tak, Ze je-li V(x(t,)) = ¢, pak pro t > t; je V(x(f)) € T(c); ndzornd
fedeno: trajektoric x(f) protind nadplochy (3.47) z vnéjsku dovnitf. Tento fakt
je snadnym disledkem pfedpokladu [d¥(x)/dt] < 0. Trajektorie, kterd v urgitém
moment¥ byla uvnitf n&kterého t&lesa (3.48), ziistane tedy v ném i nadéle, coZ zna-
mend stabilitu nulového feSeni, uvedou v prvé Ljapunovove véié.

JestliZe viak je [dV(x)/dt] < 0, potom trajektorie x(f) protind postupné nadplochy
(3.47) se stdle klesajicim ¢ — 0 a bez omezeni se bliZi bodu 0, ve shod& s tvrzenim
druhé Ljapunovovy véty.

Piedpoklady tfeti Ljapunovovy véty lze je§té oslabit, jednu z moZnosti ukazuje
nésledujici véta, ndleZejici sovétskému matematikovi N. G. Cetajevovi:
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Véta 3.4, (éetajcvova véta). Nechr je dana soustava popsand vektorovou diferen-
cidlni rovnici (3.14) na mnoziné (3.24), kde K, je definovdno vztahem (3.20). Necht
existuje funkce V(t, x(t), JjeZ md spojité proni parcidinf derivace podle viech svych
proménnych na mnofiné &, (srov. vziah (3.22)). Oznacéme

(3.49) P={(t,x): (1, x) e d, V(1,x) > 0},

potom necht pro kazdé t € 1y, + o0) je Fez

(3.50) D, ={x:(t,x)e P}

neprdzdnd oteviend mnoZina, jejimz hraniénim bodem je bod 0, a necht na ¢&dsti
hranice mnoZiny P, kterd leZi uvnitf &,, plati

Vi, x}y=0.

JestliZe funkce V(t, x) je omezend v oblasti P, jestlize md v P kladnou casovou
derivaci v diisledku rovnice (3.14) a jestliZe v kazdé podoblasti

(3.51) P,={(t, x): (t, X) e &y, V(t, x) 2 o > 0}
je splnéna nerovnost

dw(t, x@

(3.52) -

g[i’(a) >0,

pak trividlni Feseni rovnice (3.14) je nestabilni v Ljapunovové smyslu pro t = +co.

Dikaz Vezm&me libovolné malé 6 > 0.
JelikoZ bod 0 je hrani¢nim bodem otevieného fezu D
x, € D, takovy, Ze

10> €Xistuje v tomto fezu bod

(3.53) 0<lx] <8<h,
pfiemZ oznalime
(3.54) V(t, xg) = a>0.
UkdZzeme, Ze feSeni x(f) rovnice (3.14), jeZ spliiuje pogdteéni podminku x(f) = x,, bude
pro nékteré t > t, v normé vétsi nez h, ¢imZ bude véta dokdzana. Odvodime tedy
spor z piedpokladu, Ze pro vSzchna t > ¢, plati nerovnost

[x()] < h.

JelikoZ podle predpokladil véty je

V(t, x) > 0= djf—g’—x) >0,
t
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jeprot=t,

(3.55) V(t, x(1)) = V(to, x(to)) = o,
pokud
(3.56) v(t, x(1)) > 0.

DokdZeme nejprve, Zz nerovnost (3.56) plati pro viechna ¢ > t,. V opagném piipadé
by existovalo nejmensi ¢, t; > 1, takové, Ze

V(ty, x(1,)) = 0,

pfidemZ pro ¢ < ¢, plati nerovnost (3.55); limitni p¥echod pro ¢ — #, — vede ke sporu
se spojitosti V(¢, x(t)), nebot by muselo byt

[\%

lim V(t, x(t)) 2 ¢ > 0. E

oty
Nerovnost (3.56) tedy plati pro viechna t > #,. Reeni x(f) leZi tedy celé v podoblasti
{&.x): V(@ x)za>0cP.
Podle predpokladu vty plati potom nerovnost (3.52) a integraci z ni dostaneme
V(t, x(t)) = V(to, x(t0)) + Bt — 1o) .

Tato posledni nerovnost odporuje predpokladu véty, Ze funkce V(t, x(t) je v P
omezend, Q.E.D.

Pozndmka. Ve treti Liapunovové vétd se predpoklada, ze derivace dV/dt je pozitivng definitni
v jistém okoli po&atku soufadnic, zatimco v Cetajevové vété se uvazuje pouze urdita vysed tohoto
okoli,

Zavedeme nyni je§té jeden pojem stability, uZiteSny pro posouzeni kvality feSeni.

Definice 3.6. Nulové TeSeni soustavy (3.14), jejiz prava strana vyhovuje vztahu
(3.19) se nazyva exponencidiné stabilni pro t — + oo, jestlize kaZzdé feSeni x(t) pii
dostateén& malé pocateéni podmince

() Il <5,

vyhovuje pro t = ¢, nerovnosti
(3:58) [x(0)] = C[x()] o™,

kde C a « jsou kladné konstanty, nezdvislé na x(f).
Z exponencialni stability nulového YeSeni vyplyva zfejm& asymptoticka stabilita
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kazdého Teeni s dostateng malou (v normg) pocatedni podminkou. Dale je patrné,
Ze tato YeSeni maji charakteristické exponenty

7(x) £ ~a.

DokaZeme nyni jakoZto analogii k Ljapunovovym vétam tuto postadujici podminku
exponencidlni stability triviilniho, tzn. nulového feSeni.

Véta 3.5. (N. N. Krasovskij). Nechf je ddna soustava popsdna vektorovou diferen-
cidlni rovnici (3.14) na mnoZiné (3.24), kde Ky je definovdno vztahem (3.20). Necht
Jje splnéna podminka (3.19). Necht ddle existuje positivné definitni kvadratickd
forma

(3.59) V(x) = x"Kx,
Jjejiz asovd derivace dVdt v disledku rovnice (3.14) vyhovuje pro t = t,, ”x[‘ <
< § < H nerovnosti

dv

3.60 ¥ < _xox,
(3.60) S X ox

kde x"Qx je pozitivné definitni kvadratickd forma; matice K a Q jsou konstantni
symetrické matice. Potom trividlni Feseni soustavy (3.14) je exponencidlné stabilni
prot— 40,

Ditkaz. Ozname minimalni a maximélni vlastni &isla postupnd matic K a Q
jako Ig, Lg, ly, Ly. Tato &isla jsou vesmés kladna. Podle znamych vlastnosti viastnich
&isel je ziejms (pro eukleidovskou normu vektori)

Wx[? < v(x) = Lyx]?,

lolx|* = xT@x < Lo|x|?

a vzhledem k pfedpokladu (3.60) je

il < —xX"Qx 5 —lfx|* = ~ lilv(x).
dt ! I

Odtud integrovanim v mezich t,, t obdrZime
V(x(£)) < V(x(tg)) e~/

Odnadneme nynf normu feSeni x(t)

IO 5 5 V0D = Vit 0,
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neboli plati nerovnost
Ly (Il -
<O & 2 e o700
K
jez vyjadiuje exponencialni stabilitu, Q.E.D.

3.3. Exi Lj ovych funkei

J4p

Ljapunovovy a jim podobné véty o stabilitd obsahuji postadujici podminku stabi-
lity (resp. nestability). Tato podminka obsahuje pfedpoklad o existenci funkce s jisty-
mi viastnostmi. Vznikd zde problém, jak takovou funkci konstruovat, ktery, jak
uvidime pozd&ji, nelze vZdy snadno a uspésné vyfesit. Pfedevsim viak je nutné zkou-
mat otdzku samotné existence takovych funkci. Tento problém byl fefen Fadou
autorit a byl zpracovan pozdéji jednotnym zpisobem v monografii N. N. Krasovského
[19], k niZ odkazujeme &tenafe. Zde uvedeme pro ilustraci dva star§i vysledky, jeZ
zarubuji existenci Ljapunovovy funkce v prvé a druhé Ljapunovové vEtg.

Véta 3.6 (K. P. Persidskij). Nech? soustava (3.14), jejif pravd strana vyhovuje
podmince (3.19), md trividlni FeSeni stabilni v Ljapunovové smyslu pro t — + 0.
Necht vektorovd funkce f(1, x) md spojité prvé parcidlni derivace podle viech svjch
proménnych na mnofiné
(3.61) Q(H) = (to, +0) x {x: x| < H< +0}.

Potom pro soustavu (3.14) v mnoZiné

(3.62) () = {to, +o0) x {x: x| < h < H}

existuje Ljapunovova funkce V(t, X) proniho druhu (srov. def. 3.5), jef tam md
spojité prvé parcidlni derivace podle vSech svych proménnych. Pfitom dislo h je
zvoleno tak, aby FeSeni s poddtecni podminkou v mnoZiné (3.62) leZelo celé v mno-
ziné (3.61).

Diikaz. Ozname jako x(t; to, Xo) funkei promé&nné ¢, kterd vyhovuje podmince
(3.63) X(to3 to, Xo) = X .

Dale zavedeme funkcei ¢(x), jeZ méa spojité prvé parcialni derivace na E, a takovou,
ze

W)=t o x5k,
o(x)e0.1> pro h<|x|<H,
p(x) =0  pro x| = H;

normou zde rozumime Eukleidovu normu v E,. Necht y(¢) je feleni soustavy
(3.64) y() = 1(t. ) oly)
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pro t = t,. V souhlasu s vy3e zavedenym oznadenim rozumime symbolem y(to; ¢, X)
hodnotu pro f, takového FeSeni soustavy (3.64), jeZ v Zase t je rovné x(z). UkaZeme,
%e potom pro ¢ 2 1o, |x| < H je funkce

(3.65) V(t, x) = (1 + ™) | y(to; 1. x())|

hledana Ljapunovova funkce prvého druhu.
Pro Hx“ < h jsou obg soustavy (3.14) a (3.64) stejné. UvaZujme Sasovou derivaci
vt x) _

0) 12104 &) (s s <001}

=t

Vzhledem k jednoznalnosti trajektorie je viak pro 1 e {1y, t

¥{tos T x(2)) = y(to; 1, x(1)) »

takZe po snadné upravé

(3.66) g%’x—) = —e 7 y(tos t. x(1))[? .

Vyraz (3.66) je tedy pro x = 0 zdporny, pro x = 0 je, opét diky jednoznagnosti feseni
(3.64), nulovy. Casova derivace dV/(t, x)/dt vzhledem k soustavé (3.14) je tedy nega-
tivné definitni.

Déle ukaZeme, Ze sama funkce V(t, x) je v oblasti (3.62) pozitivn& definitni. Zvolme
£€(0, hy; vzhledem k pfedpokladané stabilit® trivialniho FeSeni k n¥mu existuje
3 € (0, &) takové, Ze pro t & {to, + o) plati implikace

(3.67)] [xo] < &= ||x(t: 16, )| = |[¥(t: to, xo)|| < €.
Navic plati jest& tato implikace pro f € {t,, + )
(3:58) o] = e 1) = [yt 1. x)] 2 5.
Tuto implikaci dokaZeme sporem. Kdyby pro n&jaké = ¢, bylo
Iy(to: . xo)| < 5,
potom by vzhledem k implikaci (3 ,67) a vzhledemv k nerovnosti § > ¢ bylo také
e 6 xo)l = ol < e

coZ je hledany spor. Implikace (3.68) tedy plati.
S druhé strany je pro ||xof < h

(3.69) [¥(tos t. xo)| < H,

coZ plyne snadno ze srovnani feSeni soustav (3.14) a (3.64) a z volby &isla h,
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Necht nyni H x,,” € (g, h). Potom zfejm& podle implikace (3.68) a vzhledem k rov-
nosti (3.65) je
V(t, xo) > 62
Utvofme posloupnost Cisel

k této posloupnosti existuje posloupnost odpovidajicich
62 = Nus

pfigemz posloupnost {,} lze utvofit jako klesajici. Funkce W(x), je je rovna

670 W9 =+ "D~ (I - )
pro
(3.71) ”x”e<;1:l_l,%>, n=12..,

je zfejmé pozitivné definitni, pfiemZ
v(t,x) =z W(x) >0,

tak¥e V(t, x) je také pozitivné definitni.

Z vét o spojité zavislosti feSeni a jeho derivaci na po€ateénich podminkéch snadno
vyplyvé, Ze funkce V(t, x) ma spojité prvni parcidlni derivace podle viech svych
proménnych, pfifemz
v, xy v & v
PR & 43 L pun<o

3.72
( ) dt Jt =t 0x;

pro te o, +oo)a x| < h.
Ma tedy funkce (3.65) viechny poZadované vlastnosti Ljapunovovy funkce 1. druhu,
Q.E.D.

Véta 3.7 (J. L. Massera). Necht soustava (3.14), jejiZ pravd strana vyhovuje
podmince (3,19), md trividlni FeSeni asymptoticky stabilni v Ljapunovové smyslu
pro t - +oo. Necht vektorovd funkce f(t, x) md spojité prvé parcidlni derivace
podle vSech svych proménnych na mnoZiné (3.61) a nechf je periodickou funkci
t s periodou . Potom existuje na mnoZiné (3.62) Ljapunovova funkce V(t, x) druhé-
ho druhu, jez je periodickou funkci t s periodou w. Pokud funkce f(t, x) = f(x)
nezdvisi explicitné na t, md tuto vlastnost i funkce V(t, x) = V(x).
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Dikaz. Ozpnatme

(3.73) &(t) = sup || x(1; to, x0)|?»

kde supremum vztahujeme na viechny hodnoty (to, Xo), pro n&z to € <0, w), [xo| <
< h, kde h volime stejng jako ve v&t& 3.6. Takto vytvofena funkce () je kladné pro
kazdé t = t,. UkéaZeme, Ze

(3.74) lim &f) = 0.

t—~++

Jelikoz £(t) je supremem spojité funkce, existuje X, v normé men3i ne h takové, Ze
&) = [x(t o, %)

a vztah (3.74) vyplyva z pfedpokladané asymptotické stability trividlniho FeSeni.
UkéZeme nejprve, Ze existuje funkce G(n), kterd ma tyto vlastnosti

(i) G(n) je definovana pro n = 0, p¥idemZ
(3.75) 7n>0=G(n)>0.

(ii) Plati rovnosti
(3.76) G(0) = G'(0) = 0.

(iii) Integral
377) [[awwa

o

konverguje pro kazdou funkci {(2), pro niZ plati nerovnosti
(3.78) 0= < &),
pfifem? tato konvergence je stejnomérna vzhledem k funkci C(t).

(iv) Necht M(z) je kladna funkce, jeZ je vEt3i neZ hodnoty vSech parcidlnich deri-
vaci affot, of[ox;, i = 1,...,n, v mnoZin& (3.62). Nechf tato funkce je neklesajici
a spojitd. Potom integral

(3.79) j "o (e() M) de

konverguje stejnom&rné vzhledem k funkcim Z(t), jeZ vyhovuji nerovnostem (3.78).
Sestrojime nyni funkci G(17) poZadovanych vlastnosti. Pfedeviim zvolime posloup-
nost &isel {r,} takovou, ze

(3.80) a2t +1, n=12,..

.
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aZe

(3.81) C(t)g»r!—r—— pro t=1t,, n=12,..
n+
Dale sestrojime spojitou funkci n(f) takto:

P
(3.82) (i) = (’_;) pro 1e(0,1,5,
(383) ity =—+ . ——" pro teltyly) n=12..

Pfitom pfirozené &islo p ve vzorci (3.82) volime tak velké, aby pro derivace zleva
a zprava v bodé t, platilo
n(t, — 0) < #'(t, + 0).

tim y(f) = lim n(f) = 0,
t=0+ >+ 0

Je ziejmé, Ze

a dale vzhledem k volb& hodnot ¢,
() pro 121,
Dile je ziejmé, Ze funkee y(f) je klesajici a existuje k ni tedy na intervalu (0, + <o)
inversni funkee {n). PoloZme
—t()

(539 o = [ ™

Funkce (3.84) ma ziejmé vlastnosti, pfedpokladané v (i) a (ii). Abychom prokazali
konvergenci integralu (3.77) a tim vlastnost (jii), stadi se omezit na integral v intervalu
{ty, +00). Méame postupn&

f:G(C(t)) dt = J‘:’J':m % dodt >

a(t) e-r(a) ( ) ded
> pub— ——y'(r)dr dt,
I S =1 ] v

kde jsme v posledni rovnosti uZili substituci o = 7(z). JelikoZ pro = > ¢, je Iq’(r)l <
< 1, vyplyva odtud konvergence integralu (3.77).
Dale uvazme, Ze

(385) () =

Pro t = t, plati odhad

e~ H®

M1 L(0)]
1) = 0 < ()
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a jelikoZ inversni funkce 7(y) je spolu s #(f) klesajici, je
(@) z n()) = ¢

Funkce M(1) je neklesajic a z rovnosti (3.85) vyplyva

et
Gt £ ——.
0=
Z této posledni nerovnosti vyplyva stejnomérnd konvergence integralu (3.79), &imZ je
dokézéna vlastnost (iv).
UtvoFme dale funkci

(386) V) = [ (it 919 8

UkaZeme piedng, Ze funkce (3.86) jo pro t = 0 a pro ||x]| < h spojitd. Vezméme
T = t a nechf

T=1— mo,
kde m je takové celé ¢islo, Ze

0st—mo<aw.

Potom vzhledem k predpokladané periodicité pravé strany rovnice (3.14) je patrné, Ze

‘SX(T; t, X)HZ = ;‘X(T; t — mo, x)”2 ={(T),
kde funkce {(T) pfi libovolnych t = 0 a ”x“ < h vyhovuje nerovnosti
U1 £ 4(T).

JestliZe zavedeme T jako novou integradni proménnou v (3.86), mame
V(t, x) = j G(T)) 4T
t—ma

a tento integral vzhledem k vlastnostem (jii) funkce G konverguje stejnomérng vzhle-
dem k (t), tedy i stejnom&rng vzhledem k zvolenym t a x. Funkce V(t, x) je tedy
spojita.

Urdime parcialni derivace funkce V{1, x). Formalng Ize psat

(3'87) Z—z‘ = .[wG'(‘|X(1; t, x)HZ) 6”)((1; !, x) 2

dr, i=1,..,n,
i t Ox;

o0 . 2
O 2w el + [ Gt 0y LI g
¢ t
Aviak, vzhiedem k vlastnosti (iv) funkce G, integraly na pravych stranich t¥chto
rovnosti stejnomérné konverguji pro t € (0, + ), |x| < h a uvedené vyrazy jsou
tedy vskutku spojitymi parcialnimi derivacemi funkce V(t, x).
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Je skoro zfejmé, Ze funkee V(t, X) je periodické s periodoun @ a pokud prava strana
v rovnici (3.14) nezavisi na ¢, ani V(¢t, x) explicitn& nezévisi na t. Funkce V{1, x)
je pozitivni, coZ plyne z toho, Ze podintegrélni vyraz v (3.86) je nezdporny. Ozname

W(x) = inf V(t, x).

1e£0,0)

Predpoklad W(x) = 0 pro | x| # 0 odporuje vzhledem k rovnosti (3.86) vlastnosti (i)
funkce G. Funkce W(x) a s niiV(t, x) jsou tedy pozitivng definitni.
Konetng Easova derivace dV/dt v disledku soustavy (3.14) je rovna

g%;@ - —-G(iglx?(i)) ?

coZ je negativné definitni funkce, Q. E. D.

3.4, Stabilita soustav s klesajici nelinearitou

V tomto odstavei si viimneme dtleZitého p¥ipadu soustav, popsanych nelinedrni
vektorovou diferencialni rovnici

(3.89) x(1) = A@) x(t) + o(t, x(1)) ,
kde nelinearni funkce
(3.90) o(t,x) > 0

pro ||x|| - 0. Normou se zde rozumi Eukleidova norma. Specidlné funkce (3.90)
miiZe piedstavovat zbytek Taylorova rozvoje pravé strany rovnice (3.14) po prvém
¢Glenu.

Budeme se snaZit prevést otdzku stability feSeni rovnice (3.89) na problém stability
rovnice

(3.91) x() = A(t) x(2) ,

ktery jsme dosti podrobng vysetfovali v pfedchozich dvou kapitolach. Je viak skoro
ziejmé, Ze pedpoklad (3.90) je pro tento udel prili§ slaby a je tfeba jej vhodng zesilit.
Abychom to nahlédli, stadi si uvédomit, Ze napf. rovnici

x—-—x=0,
jejiZ obecné feSeni x = Ce' je nestabilni, lze pfepsat ve tvaru
X =—x+ 2x;

funkee @(x) = 2x vyhovuje poZadavku (3.90) a sama rovnice % = —x je oviem
stabilni.
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Viimneme si nejprve pifpadu, kdy matice A v rovnici (3.89) je konstantni. Potom
plati tato

Véta 3.8 (A. M. Ljapunov). Necht vSechna vlastni &isla matice A maji zdporné
redlné cdsti. Necht funkce ¢(t, x) je spojitd a necht stejnomérné vzhledem k te
€0, +c0) plati

(3.92) M -0 pro ”xL - 0.

<]

Potom trividlni FeSeni soustavy
(3.93) x(2) = Ax(t) + o(t, x(t)
Jje asymptoticky stabilni v Ljapunovové smyslu pro t — + oo.

Dikaz. K diikazu pouZijeme druhé Ljapunovovy véty (véta 3.2). Necht &(; 0, x)
je feleni rovnice
(3.94) )y =Agr).
Oznadime-li jako X(r) fundamentalni matici této soustavy, jeZ vyhovuje vedlejsi

podmince

potom

&t 0, x) = X(1) x
a dale (pro t = 0)

(399) 150 = IXO)] ] = &e[x] .

kde K je n&jaké konstanta a &islo ¢ < 0 volime z intervalu (max Re(2;), 0). Utvofime
funkei

(3.96) V(x) = J :ng(z; 0, x)|* dt.

Z nerovnosti (3.95) vyplyva konvergence integralu (3.96). Z jednoznadnosti fefeni
soustavy (3.94) vyplyva, Ze
V() =0;
pokud x # 0, nemiiZe ze stejného divodu platit £ = 0 skoro viude. Je tedy v tomto
pfipadé
V(x) >0 pro x =+ 0

a funkce (3.96) je tedy pozitivng definitni. Déle vypolteme Casovou derivaci funkce
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(3.96) v dasledku soustavy (3.90). JelikoZ x = &(t; 0, x) pro t = 0, Ize psat

(3.97) Wy [i V(s 0, X))] R

dt ‘«9(» det
Aviak

Ve 0.0) = [ (e 500 =
o]
- rug(t + 1,0, %) dr = ﬁg(s; 0, %)|7 ds.
0 t
Je tedy podle (3.97)

VD) T (00 as] = T e 0,07 e
[&:] a0 @] =0 o np

dt dt ],

takZe Casova derivace funkce V(x) v dtisledku soustavy (3.90) je rovna

IV (x(1))
dt

LR
(90) ‘

Abychom dostali ¢asovou derivaci v dusledku soustavy (3.93), musime k tomuto
vyrazu pricist élen
L1 %

z

oit, x) = (grad V, o(1, x)) .
i=1 0x;

Funkei V(x) miZeme prepsat

V(x) = J "X x, X x)dr = ( J' :XT(‘[) X(2) dr . x, x) - (%, ),

0

takZe
grad V(x) = 2¥'x .

Podle predpokladu (3.92) je pro dostatetng malé || x| < 3,
lo(e )] < efx] .

Casovou derivaci funkce V(x) v diisledku soustavy (3.93) Ize tedy odhadnout postup-
né takto

T b e 2
< = [P+ 26| X = - (0= 26 [ x]7
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Jestlize e a ”x” jsou dostatedng malé, je tento vyraz zdporny, pokud oviem x'= 0;
z prvé rovnosti zde viak vyplyva

ar(0)
dt o3,

=0.

V(x) je tedy v ngjakém okoli podatku pozitivné definitni funkce, nezavisl na ¢, jeZ ma
v tomto okoli negativné definitni derivaci v diisledku soustavy (3.93). Tato funkce
splituje viechny poZadavky druhé Ljapunovovy véty a trividlni fedeni soustavy (3.93)
je asymptoticky stabilni, Q. E. D.

Pozndmka. Uvazujme autonomni soustavu s dostateéné hladkou pravou stranou f(x). Jestlize
f(xo) = 0 a jestliZe plati rozvoj

9= ) + [ 1] o) ollx = ol

ze zavedenim nové proménné y = X — X, soustavu pfevést na tvar

y = [af—’lk:l Re o([y])-

0%,

Z dokézané véty 3.8 vyplyvd potom asymptotickd stabilita feSeni x(+) = x,, pokud viechna
vlastni &isla Jakobibho matice [6fj/ 2x;,] maji zaporné realné &asti.

Podminka, aby viechna vlastni &isla matice A leZela v levé poloroving, je postadu-
jici podminkou asymptotické stability; ukdZeme nyni, Ze naopak existence aspoil
jednoho vlastniho &isla v pravé poloroving zaruduje jiZ nestabilitu nulového FeSeni.

Véta 3.9. Necht aspoii jedno vlastni islo matice A md kladnou redlnou Zdst.
Necht funkce (p(t, x) spliiuje predpoklady véty 3.8. Potom trividlni Feseni soustavy
(3.93) Jje nestabilni v Ljapunovové smyslu pro t - +o0.

Dikaz. Oznadme vlastni &isla matice A jako
(3.98) Ads vvvs by -
JelikoZ nezaleZi na pofadi, lze pfedpokladat, Ze

(3.99) Reld; >0 pro i=1,...k, k=1,
.Redy; £0 pro j=1,..,n—k.

Matici A lze wZitim zobrazeni podobnosti s regularni matici T pievést na tvar
(3.100) T 'AT=L+ B, Gy
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kde L je diagonalni matice, utvofena z vlastnich &isel matice A. KaZzda matice tvaru

(3.101) A by, ... by,
041 ... by
00 A
pro kterou

je podobné matici

A10...0
1...0
000 A

Je tedy naopak kaZdé diagonalni pole matice v Jordanové kanonickém tvaru podobné
n&jaké matici (3.101), pfiemZ lze navic zarugit, Ze napf. viechna lb,-jl < ¢ JelikoZ
matice A je podobna Jordanové matici, 1ze zvolit T tak, aby matice B ve vyjadieni

(3.100) méla nenulové prvky pouze nad hlavni diagonalou a aby || B|| < e.
Zvolme dale &islo o takové, Ze

O<a<Red;, i=1,..,k,
a polozme

(3.102) x(1) = e"Ty(1).
Dosazenim do soustavy (3.93) dostavame

e“Ty = —ae®T y(1) + e AT y(1) + o(1, T y(1)),

neboli
(3.103) y(0) = (—oE + L + B) y(t) + ¥(t (1)
kde
(3104) Wt y(0) = e T o(t, T (1)
Podminka

Ixl < 8= [t W] < ¢]x]
déava pro funkei ¥(1, ¥)

(3.105) Il = emT] =t o= e )] = T T v -
Oznacme jest€ proi=1,...,n

(3'106) w=i—a
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a diagonalni matici tvofenou &isly u; oznaéme M. Pii tomto oznadeni lze soustavu
(3:103) vyjadfit takto i

(3.07) 7(0) = (M + B)y() + v(t, Y(9)

Poznamenejme jesté, Ze p; #+ 0 a Ze Re y; > 0<«> Re 4; > 0. Zavedeme funkci

k n—k
(3.108) YO = HE il = X ) -
i= i=
Pro vypotet jeji Casové derivace uZijeme vztahu
d 2 _ o dy;
il =Y T Vi
dt 1 | Y dt Y dt

kde pruhem znagime veli¢inu komplexné sdruZenou. Obdobné k (3.108) plati pro tato
komplexné sdruZena feseni

;’_f' = (M + B)y(t) + ¥(. y(1) ,

takZe

(0109 PO 5 Reufyf 4T (~Re ) e + 00 I

Polozme jesté
B = min |Rep],
i=1,..,n
potom pro dostatecné malé ¢ > 0

%E):) = (B-0@) Jy]> = 18]y]* 2 8V(y).

To znamena, Ze pro V(y(0)) > 0 je

V{y(1) z V(y(0) e"',
neboli

(3.110) I¥(O]? =z v(y(0)) e,

pokud y(1) vyhovuje prvé nerovnosti v implikaci (3.105). Necht plati nyni zéroveii
nerovnosti

0 < [¥O)] <4

V(o) > 0.
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Prvni podminku lze spinit pfi libovolném 4 > 0. Druhou podminku lze splnit
napi. volbou y{0) =0 pro i =k + 1,...,n. Z nerovnosti (3.110) vyplyvé, Ze
”y(t)“ je rostouci a tedy existuje T > 0 takové, Ze

Iy@] z e=[T] " o..
Vyjadiime v této nerovnosti y(r) pomoci piivodni proménné x(r); mame tedy pro

[x©@ <[] 4

nerovnost

6 2 5 ol = o

JelikoZ pii pevném ¢ a tim i pevném §J, plati tato nerovnost pfi libovoIn malém
4 > 0, je vid&t, Ze trividlni feSeni je nestabilni v Ljapunovové smyslu pro t — + oo,
Q.E.D. '

Viimneme si nyni obecngjsiho pfipadu, kdy matice linedrni Casti pravé strany
vektorové diferencidlni rovnice je funkci prom&nné ¢, tedy soustavy, popsané rovnici

(3.111) x(2) = A(t) x(t) + o(t, x(1))

na intervalu (t,, +o0). O prvcich matice A(f) budeme nadale predpokladat, Ze jsou
na {t, +00) spojité a omezens.
Nejprve se budeme zabyvat linedrni soustavou

{3.112) x(1) = A(t) x(1) .

Ozna¢me jako X(t) normdini fundamentalni matici soustavy (3.112), to jest takovou
fundamentalni matici, pro niZ je &islo s(X), definované vyse vyrazem (2.65), mini-
malni. J

Definice 3.7. Linearni soustava (3.111), jejiz matice A(t) je tvofena spojitymi ome-
zenymi funkcemi, se nazyva reguldrni v Ljapunovové smyslu, jestliZe pro jeji normal-
ni fundamentalni soustavy plati

(3.113) s(X) = liminfl‘[ sp A7) dr,
ot by

kde s(X) je dano vyrazem (2.65).
Poznamenejme, e z rovnosti (3.113) vyplyva existence vlastni limity

t
(3.114) L = lim EJ‘ sp A(t) dr

t2tw b J 0
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a Ze tato limita je rovna vyrazu (3.113). K tomu sta&i pfipomenout Ljapunovovu
nerovnost (2.66), dokdzanou vyie v lemmatu 2.17. Z této nerovnosti vyplyvé, Ze

i
. s(X) = limsup %J- sp A(7) dz,
1=+ o

To
coZ spelu s rovnosti (3.113) zaruduje existenci limity (3.114) a rovnost
s(X)=L.
Jistou piedstavu o regularnich soustavach poskytne tvrzeni, jeZ zde uvedeme bez

dikazu (srov. napt. [5], [11]).

Lemma 3.3. KaZdd linedrni soustava (_3.112), kierou lze prevést néjakou Ljapu-
novovou transformaci (2.69) na soustavu s konstantni matici (2.75), je reguldrni
ve smyslu definice 3.7,

Oznaéme
(3.1 ]5) K(1,7) = X(l) X'l(z)

tak zvanou Cauchyovu matici soustavy (3.112). Tato matice ma obdobny vyznam
jako Greenova funkce v jednorozmérném pifipadé. Skutetné, vektorova funkce

¥(i) = f K(t, 7) b(z) de

je, jak se snadno pfesvéd&ime dosazenim, feSeni soustavy
y() = AW y(1) + b(r), y(t,)=0.
V dalsim budeme potfebovat toto
Lemma 3.4. Jestlize vSechny charakteristické exponenty normadlni fundamentdlni

matice X(t) reguldrni soustavy (3.112) Jsou zdporné, potom jeji Cauchyova matice
(3.115) vyhovuje pro kazdé ¢ > O nerovnosti

(3.116) Kt )] £ e 1) e
pro T e {to, 1; dislo c(e, 1,) je kladné.

Ditkaz. Nechf a;, ..., o, jsou charakteristické exponenty sloupch matice X(r).
Oznadme

(3.117) a= [, 0 ... 0
0 o, ...0
00 ...a
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Snadno se presvédiime, Ze
(3.118) %[ X(t) exp (—at)] = max y[x;(t)e™ "] = 0.
Jk

Jak ukazal O. Perron (srov. [31]) maji fadky inversni matice X~ *(t) charakteristické
exponenty —ay, ..., —%, a obdobng jako (3.118) plati

(3.119) x[exp (@) X" ()] = 0.
Pro t € {t,, t) je mozné Cauchyovu matici zapsat ve tvaru
K(t, t) = X(f) exp (—at) exp [a(t — )] exp (2r) X (2),

nebof soudin exponencidl je zde roven jednotkové matici. Z tohoto vyjadieni vy-
plyva nerovnost pro normy '

HK(:‘, ‘L')“ < “X(t) exp (—ai)| Hexp [t — ‘E)]” ”exp (a2) X'i(r)ﬂ .

UZitim dfive dokdzaného lemmatu 2.5 Ize vSak s ptihlédnutim k rovnostem (3.118)
a (3.119) dospét odtud k odhadu, platnému pro kaZdé ¢ > 0:

“K(I, ’E)" < C(E, tO) ezr/l e(maxuk+(c/2)(t—r) ezr/l - C(S, tD) e(maxak+:)(t~r) et .

JelikoZ vSechna o, < 0 dle pfedpokladu, plyne odtud pfi dostatetné malém &>0
nerovnost (3.116), Q.E.D.

DokaZeme jesté jedno pomocné tvrzeni, které pouZijeme niZe pfi dikazu véty 3.10.
Toto tvrzeni bylo publikovano v r. 1956 madarskym matematikem I. Biharim.

Lemma 3.5. Nechi u(f) a f(t) jsou omezené, spojité a nezdporné funkce na
{to, + ). Necht C > 0 je konstanta a @(u) necht je kladnd spojitd neklesajici
funkce na (0, u), u £ +o0. Oznacme

(3.120) W) = { w%) . ue(0u).

Nechr plati pro t € {ty, 4+ 0) nerovnosti
L

(3.121)  usce f 1) o(u(2)) de

to

a

(.122) f £(2) de <ul_£tl§1;¢(u) .

134



Potom plati pro t € {ty, +0)
(3.123) u() < y? U f(t)dr],

kde = '(u) je funkce inversni k y(u).
Dukaz. Jelikoz funkce p(u) je neklesajic, vyplyva z nerovnosti (3.121)

ofuld) = o (€ + J;f(ﬂ o(u(2)) dr):

odtud snadnou Upravou a poté integraci v mezich t,, t dostivime

d 1(5) o(u(s)) s< | fo)de.
J . (C - jf:‘r o dr) ds = Lf (0d

Oznatime-li pravou stranu v nerovnosti (3.121) jako w(t); lze tuto nerovnost pFepsat

do tvaru
LWl sz"’ _dl<f de.
ok - R

JelikoZ w(to) = C, plyne odtud a z rovnosti (3.120) nerovnost

: t
(3.124) w(e) < j () de.
to
Funkce y(u) ma pro u € (0, u) kladnou derivaci
V'(u) = b >0
olw)
takZe inversni funkce ¥ ~!(v) je rostouci pro

ve(lim y(w), lim y(w);

z nerovnosti (3.124) vyplyva pro t & (to, +0)

W) < ¥t ( j ;f(f) dr)

a to spolu s nerovnosti (2.121) dokazuje nerovnost (3.123), Q.E.D.
Vyslovime a dokaZeme nyni velmi dileZitou v&tu o exponenciélni stabilitd (srov,
definici 3.6) soustavy (3.111).
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Véta 3.10 (A. M. Liapunov). Necht soustava (3.112) je reguldrni ve smyslu definice
3.7 a necht vSechny charakteristické exponenty jeji libovolné fundamentdlni matice
jsou zdporné. Necht ddle pro normu matice A danou vyrazem (2.37) plati

(3.125) sup [A(D|; < + oo

1e{tp,+ )
a nechi funkce (t, x) je spojitd omezend funkce pro t € {ty, + o0), jeZ md spojité
parcidlni derivace podle proménnych x;, i = 1, ..., n, pro "x“ < h a jeZ pro uvedené
t @ x vyhovuje nerovnosti
(3.126) lo(t 0l < () x|,
pFicems m > 1 a r(t) je spojitd kladnd funkce pro t € {1,, + o) takovd, Ze

(3.127) £LrD] =0.

Potom trividlni Fefeni soustavy (3.111)je exponencidiné stabilni (a tedy i asympto-
ticky stabilni) pro t - + oo v Ljapunovové smyslu.

Dikaz. Zvolime nejprve kladné &islo B, které vyhovuje nerovnostem
(3.128) h 0< f< —max oy,

kde o, jsou viechny moZné charakteristické exponenty feSeni soustavy (3.112).
V soustavé (3.111) piejdeme od proménné x k y podle vztahu

(3.129) x(i) = y() epu=10

Nové soustavé odpovida rovnice

(3.130) y(1) = B() y(t) + ¥(t. (1) ;

dosazenim vyrazu (3.129) do rovnice (3.111) ziskdme snadno vyjad¥eni
(3.131) B(1) = A(r) + BE

a

(3.132) P(t, y(1)) = P (1, y eI,

Mimoto podatedni podminka se transformaci (3.129) nezméni, nebof zfejmd
z rovnosti (3.129) pro t = 1, vyplyva

¥(to) = x(to)

a funkce (1, y(1)) je spojitd omezena pro t € (1o, + ) a m spojité derivace podle
promé&nnych y;, i = 1,..., n, pro HY“ < hePt1),
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UkaZeme, Ze soustava

(3.133) y(t) = B(1) y(1)

je regularni v Ljapunovové smyslu. Predeviim charakteristickym exponentim o
soustavy (3.112) odpovidaji vzajemné jednozna&né charakteristické exponenty

(3.134) Bp=o+pB, k=1,...,n,
jez jsou vzhledem k nerovnosti (3.128) zaporné. Ddle s vyuzitim vztahu (3.131)
a pfedpokladu o regularit& soustavy (3.112) mame
1 3 B 3 T n n
lim - | spB(z)dt = lim 1 sp(A(r) + BE)dr =Y o + nf =Y By
vt b ], =tw t J ’ k=1 k=1
takZe soustava (3.113) je vskutku reguldrni.
Necht ¥(1) je fundamentalni matice soustavy (3.133), jez vyhovuje podmince
Y(to) = E;
rovnice (3.130) pfi zadané potateéni hodnot& vektoru y(1,) je pak ekvivalentni
integralni rovnici
T
(3.135) y(i) = Y() ylto) + j Y(1) Y=() ¥(e. y) de .
1o

V dalsi &sti ditkazu odhadneme shora normu [|y(t)]. Pokud |y(to)| < h, existuje
podle lokalni véty o existenci feSeni pravé jedno YeSeni y(1) rovnice (3.130), a tedy
také rovnice (3.135), které je definovano a spliiuje nerovnost

(3.136) Iy®) < n

na n&akém intervalu {1y, T, kde T > t,. NiZe ukdZeme, Ze pii dostate&né malém
ll¥(to)] 1ze zarugit existenci feseni y(f), jeZ vyhovuje nerovnosti (3.136), na celém
{1g, + ).

JelikoZ viechny charakteristické exponenty sloupcii matice Y(f) jsou zéporné,
je tato matice pro t € {1y, + oo) omezena v normé, tedy

(3.137) Yol < .

Z lemmatu 3.4. snadno vyplyva, Ze pro kazdé ¢ >0 apro 1, S 151 < + 0 je
splnéna nerovnost

(3.138) ”Y(r) Y‘l(.r)“ < CQ(E, ,0) gtlmro)
Normu funkee (1, y(t)) lze pfepsat ‘
1606 YO = o,y )
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a vzhledem k pfedpokladu (3.126) plati odhad

(e, y()] = 7™ o) [y,
kde x[r(#)] = 0. Existuje tedy kladna konstanta C, takov4, %
(3.139) [0(e, y(0)| < CyetemmmvR1E=t0) y(lim

Odhady (3.137) aZ (3.139) uZijeme v nerovnosti, jeZ vyplyva pro t e (to, T z rovnice
(3.135), totiz

Iyl = YO Iy + j’ 1Y) Y@ (e, v o<

fo

a obdrZime novou nerovaost

mdr.

(3.140) Iy = Clly(t)] +j C1Cyel2em =m0l )

to

Pfi dostatedn& malém ¢ > 0 je také &islo
3= —[26—(m—1)f]

kladné a oznagime-li C, = C,C,, Ize nerovnost (3.140) ptepsat do tvaru

A

(3.141) o)l = € y(eo)] + J‘ "Gy (o) de

to
Nyni pouZijeme lemmatu 3.5; nerovnost (3.141) je ptitom obdobou nerovnosti (3.121).
Oznacime jests ) ’
€ =Ciy(t)
f(r) - Cae—ﬁ(r—lnl’
uw(t) = |y,

o(u) =u™, ue(0, +m).

B

Ovéfime predpoklad (3.122), to jest nerovnost

t ru
J Ce™’ " dr < lim j v "do,
0 w0 Joi |yt
neboli
C4: —a(t=1to) 1 -m+1
(i-e ) < ——(Ci[ly()) .
Lé m—1
Leva strana této nerovnosti je vZdy men3i neZ C,/8; nerovnost lze tedy splnit, pékﬁd
zvolime dostateéng& m_alé ” y(to)]]. Ostatni pfedpoklady lemmatu 3.5 jsou zfejms
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splnény, tak¥e pro dostatetné malé | y(t,)] plati

(3.142) ];y(r)|] = ClIIY(tU)”, Tm=1°
[~ - et [ e

to

Je vidét, Ze zvolime-li [|y(to)| dostatetn& malé,
(3.143) I¥(w)] < 4,

Ize docilit toho, aby prava strana v nerovnosti (3.142) byla mensi neZ pfedem dané
&islo B, 0 < i < h, a to pro viechna ¢ 2 t,. Leva strana nerovnosti (3.142) existuje,
jak vime, pro t € {t,, T). JelikoZ vSak pro tato t je splnéna nerovnost

(3.144) Iyl < # < h,

Ize toto Fe¥eni prodlouZit pro ¢t = T. Avak z nerovnosti (3.143) vyplyva, Ze (3.144)
plati i pro tato t > T a Ze tedy feSeni y(t) Ize prodlouZit na cely interval <{t,, +0)
pfi soudasném spinéni nerovnosti (3.144). Z nerovnosti (3.144) dale plyne, Ze existuje
konstanta K > 0 takova, Ze plati implikace

ly(eo)] < 4= |y(®)] = K[¥(to)

ptechodem k promé&nné x(f) dostdvame podminku exponencialni stability trivialniho
feSeni soustavy (3.111), totiz

(145 el <'a = 9] = Klyte] <,
Q.E.D.

Pozndmka. A. M. Ljapunov vyslovil vétu 3.10 ze slabsiho pfedpokiadu, Ze funkce 1(¢) v ne-
rovnosti (3.126) je kladna konstanta. Nami uvedend obecné&jsi formulace a dukaz, vyuZivajici
Bihariho lemmatu 3.5, jsou pfevzaty z knihy B. P. Démidovige {11]. DokadZeme jesté tento odhad
charakteristického exponentu fe$eni rovnice (3.111).

Lemma 3.6. Necht soustava (3.111) vyhovuje pFedpokladiim, uvedenym ve vété
3.10. Potom existuje &islo 4 > 0 takové, Ze pro kaZdé FeSeni soustavy (3.111), které
vyhovuje nerovnosti ' '

(3.146) |x(t)] < 4,
Jje
(3.147) A[X(0] < maxx,

kde oy jsou charakteristické exponenty Feseni linedrni soustavy (3.112).
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Dtikaz. Lemma dokaZeme sporem. Piedpokladejme tedy, Ze pro kazdé 4 > 0
existuje FeSeni x(r) soustavy (3.111), které vyhovuje nerovnosti (3.146) a pfitom

(3.148) 1[x(1)] = « > max o, .

Cislo o obecn& zavisi na volbé 4.
Zvolme
—f = max o, + Mo — max o),

kde 4 > 0 je tak malé, aby bylo —ff < O.

-Z druhé strany vime, Ze plati implikace (3.145), pfitom 4 > 0 bylo zvoleno tak,
aby z nerovnosti (3.142) plynula nerovnost (3.144), a to je moZné nezavisle na zvo-
leném P z intervalu (0, —max o,). Podle implikace (3.145) je pfi spinéni nerovnosti
(3.146)

Ax()] = =B < a + Mo — max o).
Kdyby soucasné platila nerovnost (3‘148), potom nutné

max o, < o < max o, + Ao — max ),
neboli

max o — o < 0 < (max o, — ) (1 — 1),

a tyto nerovnosti nemohou platit souasné pro 4 < 1, coZ je spor. Nutné tedy plati
nerovnost (3.147), Q.E.D.

Jisté zobecnéni véty 3.10 1ze dokézat i pro soustavy typu (3.111), u nichZ jejich
linearni &4st (3.112) neni regularni ve smyshu definice 3.7. Vysledek, ktery uvedeme,
nalezi italskému matematikovi J. L. Masserovi a pochézi z r. 1956. Nejprve vyslovime
tuto definici

Definice 3.8. Nechf prvky matice A(f) linearnf soustavy (3.112) jsou spojité omezené
funkee na intervalu <1y, +o0). Necht s(X) je ddno vyrazem (2.65), pfitem? X je
normalnf' fundamentalni matice soustavy (3.112).

Mirou iregularity nazyvame potom rozdil

(3.149) %=
k

n 't
o — liminff sp A(z)dr.

1 124w Jag

Mira iregularity je rovna 0, je-li soustava regularni, jinak je nezaporn4, coZ plyne

okamZité z Ljapunovovy nerovnosti (2.66).

Véta 3.11 (1. L. Massera). Necht v soustavé (3.111) je A(t) matice spojitych ome-
zenjch funkei na {to, + ), funkce (1, x) necht je spojitd v t € {to, +) a necht
md spojité prvé parcidlni derivace podle sloZek vektoru x pro "x“ < h, kde h > 0.
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Necht ddle funkcee ¢t x) vyhovuje nerovnosti
(3.150) lo(e 0l = (@) [x]™ pro 0 < x| <n,

kde m > 1 a #(t) je spojitd kladnd na {to, +o0) a necht pro charakteristické expo-
henty FeSeni soustavy (3.112) plati nerovnost

(3.151) max o < —

=0,
m—1

kde % je mira iregularity linedrni soustavy (3.112).
Potom trividlni FeSeni x(t) = 0 nelinedrni soustavy (3,111) jeprot — + o asymp-
toticky stabilni v Ljapunovové smyslu.

Dikaz. Zvolme &islo § > 0 tak, aby platily nerovnosti

(3.152) max g, < —f < — —— .
m—1

Utvofme diagonélini matici

(3.153) D=/u;+f O ,., O
0 ,a+p8..., O

a oznabme jako X(¢) fundamentdlni matici soustavy (3.112), ktera vyhovuje pod-
mince

(3.154) X(to)) = E.
Zavedeme novou proménnou y(f) vztahem
(3.155) x(t) = X(1) exp (—Dt) (1)
a budeme predpokladat, %e x(7) jo feSent soustavy (3.111). Plati tedy
x(t) = X(t) exp (—D1) y(t) + X(t) exp (—Dt) y(t) —
= X(t) exp (-Dt) D y(t) =
= A(t) X(¢) exp (—Di) y(1) + o(t, X(2) exp (— Dt) y(r)) .
X() = A X().

rudi se pf¥edposledni séitance obou stran posledni rovnosti a dostdvime novou
diferencilni rovnici

(3.156) ¥(©) = D y(t) + ¥(t, ¥(2)),

JelikoZ
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kde nelinearni €ast pravé strany je

(3.157) w(t, y(1) = exp (D1) X~ (1) o(t, X(t) exp (—D1) y(2)) .
Oznatime jesté
w(t) = det X(1)
a symbolem w, (1) budeme znadit algebraicky dopln&k prvku x,(t) determinantu w(t).
Vypoéteme derivaci

it = 3 | 200
%1(2), oo Xalt)

=§Z Xn(’) PR xln(t)

n

:_Zl AZI“U(’) 815 w(t) = sp A() w(t),
-
takZe

(3.158) " w(1) = wlt) exp < J" P A df> .

V naSem pfipadé je w(to) = det E = 1 a odtud podle zndmého vzorce pro prvky
inversni matice

X~1(1) = (w,»,-(t) exp (— ﬁosp A%) dr)),-,j:x """ A

Z toho vyplyvaji nerovnosti pro charakteristické exponenty

(3.159) x[exp (D1) X~ 1(1)] = 1 [(e""” " wi(t) exp (_ f sp A(%) df)),-_jq ,,,,, ]

fo

A

n '
< max(ai + B+ Yoy — o — liminfl-I' spA(r)dr) =x+f
ij i=1 1-+o0 to y

a

(3.160) | AX(1)exp (—D1)] =
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JelikoZ zfejmé pro t — + oo plati

x[X(t) exp (—D1)] - 0,
existuje kone&na konstanta C takovd, Ze pro viechna t e {1;, + 00) je
(3.161) [X(t)exp (—D1)| = C.

Dile pouZijeme Ljapunovovu vétu 3.8 o asymptotické stabilité trividlniho FeSeni
na rovnici (3.156); k tomu budeme muset dokézat, Ze stejnomérné vzhledem
k te {1, +00) je, obdobné ke vzorci (3.92),

(3.162) ¥y pro ]|y[|;+0,

Iyl

Uvazujme feSeni y(1), které splfiuje pro viechna t € <1y, + o) nerovnost
| h
{3.163) ly(»] < o’

poznamencjme, e odpovidajici feSeni x(t) rovnice (3.111) Ize uZitim vzorce (3.155)
a nerovnosti (3.161) odhadnout

(3.164) 0] = [X()exp (=00 Iy(0)] = € 2 = .

Mame postupné, uZijeme-li nerovnost (3.150) a rovnost (3.157),
[#(t. )| = [exp (D) X~ (W)] (e, X(t) exp (= D1) )] <
£ Jexp (D) X~ ()] (1) | X(t) exp (=D |y]|™ = o{r) [y["

uZitim nerovnosti (3.159) a (3.160) snadno dostaneme nerovnost pro charakteristicky
exponent funkce o(r), uréené posledni rovnosti,

o] S +B—mBp=x—(m—1)8,
a vzhledem k tomu, Ze &islo B vyhovuje nerovnostem (3.152), je tedy

fe()] <o0.

To viak znamena, % pro 1€ {t,, +o) a |y[ < h/M je

(e )l = K|,

kde k > 0 je konstanta. Soustava (3.156) spliuje tedy pfedpoklady véty 3.8 a jeji
trividlni feSeni y(f) = 0 je asymptoticky stabilni v Ljapunovové smyslu po t — 4 co.
Vzhledem k rovnosti (3.155) a k nerovnosti (3.160) je viak patrné, Ze toté? plati
i pro trividlni Fefeni x(f) = 0 soustavy (3.111), Q.E.D.

143



DokaZeme jedtd odhad charakteristickych exponentl YeSeni soustavy (3.111)
za pfedpokladl véty 3.11. Uvedené tvrzeni bude zcela analogické lemmatu 3.6.

Lemma 3.7. Necht soustava (3.111) vyhovuje pFedpokladivm, uvedenym ve vété
3.11. Potom existuje ¢islo 4 > 0 takové, Ze pro kazdé ieSeni soustavy (3.111), které
vyhovuje nerovnosti

(3.165) [x(to)]| < 4,
Je
(3.166) 1x(H)] < max o,

kde w, jsou charakteristické exponenty FeSeni linedrni soustavy (3.112).

Dakaz. Vyjdeme ze vztahu (3.155); uZijeme-li dale nerovnost (3.159) a okolnost,
%e funkce y(t) je v norm& omezena pro t € {t,, - 00), dostdvame nerovnost

(3.167) wAx(0)] = -8,

platnou pfi dostateén malém ”x(to)” < 4 pro kaZdé B, jeZ vyhovuje nerovnostem
(3.152). Z toho okamZit& vyplyva nerovnost (3.166), Q.E.D.
Nakonec se je§té zminime o problému stability obecné nelinedrni soustavy

(3.168) x(t) = f(t, x()) .

V tomto pfipadé uZitim metodiky Ljapunovovych funkci budeme moci za dosti
slabych pfedpokladd o hladkosti funkce f(r, x) dokAzat nutnou a postadujici pod-
minku omezenosti feSeni. Nejprve vyslovime tuto definici

Definice 3.9. Rikame, Ze soustava popsana vektorovou diferencialni rovnici (3.168)
je na intervalu (a, + ) stabilni v Lagrangeové smyslu, jestlize kaZdé YeSeni x(f),
jeZ vyhovuje podateéni podmince

(3.169) x(to) = o,
kde

(3.170) to€(a, +o0).
a kde

(3.171) » %] < +o0,

ma smysl pro viechna t € {fo, + ) a jestliZe pro viechna tato ¢ je |x(f)| omezena.
DokéZeme nyni vétu o stabilit® v Lagrangeovs smyslu, kterou odvodil v r. 1954
japonsky matematik T. Yoshizawa.
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Véta 3.12. Nechf funkce f(t, x) je spojitd v t pro t e {to, +0) a necht md spojité
parcidlni derivace podle vSech proménnych x,, i = 1,.... n, na E,. Potom soustava
popsand rovnici (3.168) bude stabilni v Lagrangeové smyslu, prdvé kdy: existuje
Sunkce V(t, y) s témito vlastnostmi:

(i) K funkei V(t, y) existuje funkce W(y) takovd, Ze pro viechna y € E,, je

(3.172) Vi y) = W(y),

pFicemz

(3.173) lim W(y) = +oo.
liyll =+

(ii) Pro kazdé Feseni x() soustavy (3.168) je funkce V(t, x(1)) nerostouci funkci
proménné t.

Diikaz. DokadZeme odd&len& nutnost a postaditelnost podminek (i) a (ii).

Nutnost. Necht tedy kazdé Feleni soustavy (3.168) existuje na celém intervalu

pro teleni x(f), které vyhovuje podate¢ni podmince (3.168), symbolu x(t; to, Xo).
Utvofme funkci prot > a a Hy“ < +00

(3.174) Vit y) = flal(}’)) “x(t + 15t )’)“2 .

Je patrné, Ze )
Moy 2 Ix )l = ]

(polozime-li W(y) = ”yf‘z,je splngna podminka (i). Zbyva ukazat, Ze funkce V{z, x(t)
je podél feSeni soustavy (3.168) nerostouci v 1.
Necht tedy
a<ty<t, <ty.
Potom z inkluze

{tit=t;+1,t20>{t:t=1,+1120}
vyplyva zfejmé&
V(0 X(t1; 1, Xo)) = 15;1(;’) [(t + 75 200 x(245 tos x)|? =
> sup (s + 7 t2, X(t25 to, X))|? = V(t25 x(t25 to, Xo))
a tim je dokézéna_podminka (ii).

Postacitelnost. Nech( existuje funkee ¥(t, y) s vlastnostmi (i) a (ii). To znamena,
Ze pro kaZdé YeSeni x(; £, Xo), kde 1o > a a [xo| < + oo, plati

V(t, x(¢; 10, Xo)) £ V(to» Xo)
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a podle podminky (i) pro kazdé t € (1,, + o) plati
W(x(1: 1, X)) = V(1g, Xo)
Kdyby feseni x(f) nebylo omezené v normg, nemohla by tato nerovnost vzhledem

k vlastnosti (3.173) funkce W(x) platit. ReSeni x(1) tedy existuje a je omezené na celém
{to» + ), Q.ED.

4. APLIKACE TEORIE STABILITY V TECHNICKE PRAXI
4.1. Regulace otacek parniho stroje odstfedivym regulatorem

Jednim z nejstarsich regulaénich obvodi je znamy Wattliv parni stroj s odstfedivym
regulatorem. Z poc¢atku plnil svoji Glohu — udrZovani konstantnich ot4dek stroje —

k ventilu
setrvanik

Obr. 38.

spolehlivé. S postupnym zdokonalovanim parniho stroje a se zvySovanim néarokil
byla &innost odstfedivého regulatoru stale méné vyhovujici. Touto problematikou se
zabyvala fada teoretikil a technikl. Teprve ruskému inZenyru Vy¥négradskému se
v roce 1876 podatilo vnést jasno do celé zaleZitosti — vy¥feSenim problému stability.
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Princip a ¢innost odstfedivého regulatoru jsou patrny z obr. 38. Reguldtor pozlsta-
va ze svislé tyde S otodné kolem svislé osy. Na jejim hornim konci jsou vykyvné uchy-
cena dvé stejnd ramena L; a L, se stejnymi zavazimi na koncich. Ramena L, a L,
jsou spojena pridavnymi klouby a ty€emi tak, aby se mohla souCasng vychylovat od
své svislé polohy o stejny thel ¢ ve svislé rovin€ prochazejict osou tye S. KdyZ se
ramena L; a L, vychyluji od své svislé polohy o thel ¢, uvadgji do pohybu objim-
ku M, posuvné uloZenou na ty€i S tak, Ze vzdalenost této objimky smérem k hornimu
konci tyCe zavisi na cos ¢. Délku ramen L, a L, oznacime jako jednotku a hmotu
kazdého zavaZi, pfipojeného na jejich koncich, oznacime m. Otadi-li se ty¢ S Ghlovou
rychlosti @ a jsou-li ramena L; a L, vychylena od svislé polohy o uhel ¢, potom na
kazdé zavazi plsobi odstiediva sila

4.1 F = m@%sing.
Soucasné na kazdé zavaZzi pusobi tiha
4.2) G=mg.

Sily pusobici na zévazi ve sméru ramen L, resp. L, jsou v rovnovaze s reakcemi
ramen L, resp. L,. Pro vypodet sil pasobicich na zdvaZi je tfeba rozloZit obé uvedené

Obr. 39.

sily na slozky, plsobici ve sméru os. Prvni slozka F, ptsobi ve sméru ramen L,
resp. L, a smé&fuje dolt. Druha sloZka F, je na prvni kolmé a plisobi ve sméru riistu
uhlu . Z obr. 39 je patrno, Ze slozka sily (4.1) plisobici ve sméru ristu Ghlu ¢ je
rovna

4.3) F, = m@?sin ¢ cos ¢ .
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Slozka tihy (4.2) ve stejném sméru je rovna

(4.49) G, = —mgsing.

Vyslednice obou sil (4.3) a (4.4) je dana vyrazem

4.5) F, + G, = mO*singpcosp — mgsing .

Pro objasnéni zjednodudime Cinnost regulatoru. Pri zadané ahlové rychlosti @
ramena L, a L, se vychyluji pisobenim sil (4.1), (4.2) o thel ¢. Jeho velikost dostane-
me z vyrazu na pravé stran& rovnosti (4.5), poloZime-li jej rovnym nule a upravime-li
jej na tvar

(4.6) O%cosg — g =0.

Ze vztahu (4.6) se uréi dhel ¢ jako jednoznagnd monoténué rostouci funkee rych-
losti ©. V tomto smyslu Ize Wattlv regulator povaZovat za méfidlo rychlosti otaceni.
To je staticky rozbor reguldtoru. Ve skutednosti nutno viak brat v tvahu jeho dyna-
mické vlastnosti. Na hmotu m plsobi sila (4.5) a nastavé pohyb popsany diferencialni
rovnici. Mimo silu (4.5) ovliviiuje pohyb hmoty m tfeni v kloubech, které zavisi na
pohybu podle sloZitych vztahii. Abychom problém zbyteén& nekomplikovali, budeme
pfedpoklidat, Ze tfeni je umé&rné rychlosti ¢’ pohybu hmoty m a ma opaéné znaménko
nez tato rychlost, tj. ma hodnotu

B = ~by,

kde b je konstanta. PovaZujeme-li ¢ za soufadnici, ktera uruje polohu hmoty m,
dostaneme pro ¢ diferencialini rovnici, vyplyvajici z rovnovéhy sil

(4.7) me” = mO?sin @ cos ¢ — mg sin ¢ — b’ .

Vypoget sily (4.5) byl proveden za pfedpokladu, Ze © i ¢ jsou konstanty. M&ni-li se
ob¢ hodnoty, vznikaji dal3i sily, které se jednak vyvazuji reakcemi ramen a kloubt,
jednak nuti tySe zvedat se v jedné rovin€. Potom nabyva platnosti rovnice (4.7).

Soudasti parniho stroje je setrvadnik s momentem setrvacnosti I, uvadény do po-
hybu tlakem pary. Diferencialni rovnici parniho stroje lze psat ve tvaru

(4.8) Io' = M, — M,

kde @ je uhlova rychlost setrvacéniku, M; moment zplsobeny tlakem pary a M mo-
ment, kterym plisobi zatéZz proti pohybu setrvadniku. Moment zplsobeny tlakem
pary je zavisly na pootevieni ventilu, ktery fidi pfivod pary do valce parniho stroje.
Moment M zavisi na parametrech zatéze.

Odsttedivy regulator ma za ukol udrZovat rovnomérny chod stroje. M&¥i rychlost
otaceni setrvaéniku a je-li tato V&3 neZ poZadovand, zmen3i se pfivod pary. Je-li
rychlost men3i nez poZadovani, pfivod pary se zv&tsl. Za tim ucelem se hidel
setrvagniku parniho stroje spojuje pomoci ozubeného pievodu se svislou ty&f regula-
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toru (obr. 38). Uhlova rychlost regulatoru @ zavisi na Ghlové rychlosti setrvaéniku o
podle vztahu

(4_9) @ = now,

kde n je pfevodovy pomér. Takové je plsobeni stroje na regulator, jehoZ vysledkem
je zména rychlosti otafeni setrvacniku. Sledujme nyni plsobeni s druhé strany.
Objimka M regulatoru je spojena s ventilem (ncbo Soupétkem) uzavirajicim piivod
pary tak, Ze

(4.10) My = M} + I(cos ¢ — cos ¢*),

kde ¢* je stfedni hodnota ¢, v jejiz blizkosti ma byt udrzovdna hodnota regulované
veliGiny @, M* je moment M, vyvozeny tlakem pary pii ¢ = @* a k > 0 je koeficient
amérnosti, ktery povaZujeme za konstantni.

Jak je patrno z (4.10), regulator plisobi zp&tn& na parni stroj tim, Ze p¥i zvétSeni
uhlu ¢ pfivod pary (a souCasné moment Ml) se zmenSuje. Na zékladé toho by se
zdélo, Ze vzajemné plisobeni parniho stroje a regulatoru v celém rozsahu plni zadanou
ulohu, tj. zvétSuje pfivod pary pfi sniZeni rychlosti otaeni setrvadniku a sniZuje
ptivod pary pfi zv&tieni rychlosti. Na zaklad& téchto vah Ize pfirozend odekévat, 7e
rychlost otadeni setrvacniku bude konstantni. To skuteén& bylo splnéno u prvanich
parnich strojii. S postupem doby se ukazalo, Ze regulatory vidy nespliiuji poZzadavky
a bylo nutno podrobnéji analyzovat dynamiku obvodu parni stroj — regulator a vy-
SetFit jeho stabilitu.

Jak je patrno ze vztahi (4.7) az (4.10), je obvod parni stroj — reguldtor popsan
dv&ma diferencialnimi roviicemi

(4.11) me” = mn*w? sin g cos @ — mg sin ¢ — by’

Ie? = kcoso — M*,
kde M* = M — M7 + kcos ¢* je veliina zavisla na zatézi. Prvni z obou rovaic je
druhého ¥adu. Abychom pfevedli systém rovnic (4.11) na normdlni tvar, zavedeme

novou proménnou
V=0,

Potom lze systém rovnic (4.11) psat ve tvaru
(4.12) 0o =1,

2o . b,
V' = n*w’singpcosp — gsing — — i,
m

149



Rovnomérnost chodu parniho stroje spo¢iva v tom, Ze tuhlova rychlost @ otaceni
jeho sctrvainiku ma konstantni hodnotu, nemé&ni-li se zat€z M. To znamend, Ze
hodnota M* je konstantni a ventil, fidici pfivod pary, se nepohybuje. Nasledkem toho
sc (thel ¢ neméni. Hleddme tedy FeSeni systému rovnic (4.12) ve tvaru

P = 9o,
b =0,
= Wy,

tj. hledame ustileny stav. Ulohou je zkoumat stabilitu systému (4.]2), je-li nalezen
jeho ustéleny stav.

Polozime-li pravé asti vyrazi (4.12) rovny nule a fedime-li takto ziskané rovnice,
nalezneme soutadnice ustaleného stavu

(4.13) Yo =0, -
w*
cos g = Rl ,
k
nol =9 .
cos ¢y

Zavedeme vztahy
(4.14) @ =0 + Ao,
Vo=1yo + Ay,
w=w, + Aw,
které dosadime do rovnic (4.12). Po jednoduché apravé dostaneme soustavu rovnic

(4.15) Ag’ = Ay,

b
AY' = n*wd cos 20, Ap + nwq sin 20, Aw — g cos oo Ap — — A,
m

k .
Aw' = —~ —sin @y Ap .
y
Do druhé z t&hto rovnic dosadime za n’w? z (4.13). Po jednoduché tipravé dosta-
neme

L2 .
(4.152) Ay = = IS Do p, b AY + 2gsingy
: COS ¢ m wq

Charakteristicky mnoho€len ziskaného systému linearnich rovnic pro A@, Ay, Aw je
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uréen determinantem

(4.16) Dp)= |—p 1 o |
|_gsiniey _ b, 2singy
cos @, m gy
Lk
E - T SN @y 0 -p

Po jeho vycisleni a vyndsobeni —1 dostaneme charakteristicky polynom ve tvaru

5, b sin? 2kg sin?
(4.17) —D(p) = p* + — p* + I oy g TONR G0
m Cos @q 1w,
Vsechny koeficienty polynomu maji stejna znaménka. Tim je splnéna nutnd, ne viak
postadujici podminka stability. Podle Hurwitzova kritéria stability je nutné, aby
subdeterminant

(4.18) | b 2kgsin® @,
e
|y gsinieo |
! cos ¢,

mél kladnou hodnotu. Vzhledem k tomu, 7e vidy plati nerovnost
(4.19) gsin? ¢y >0,

1ze determinant zjednodusit na tvar

(4.20) ib 2k ! >0.
‘m o,
K
! cos g *

Po vydcisleni dostaneme nerovnost

(4.21) A R L

Podle vztahu (4.13) plati
kcos gy = M*,

takZe podminku stability lze psat v koneéném tvaru

*
(4.22) bl _2M*

m
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Tato podminka musi byt splnéna, ma-li byt obvod stabilni.
4.2. Oscilace ve spojnicich lokomotiv
Jako druhy ptiklad budeme vySetfovat oscilace zplsobené parametrickou resonan-

ci u elektrickych nebo motorovych lokomotiv s pohonem jalovym hfidelem. Tuhost
systému mezi hiidelem motoru a hnanym dvojkolim je prom&nnd. Zavisi na poloze

Obr. 40.

h¥ideli a méni se periodicky s periodou zdvislou na thlové rychlosti otaent hiidele
motoru. To také dava moZnost vzaiku parametrické rezonance.

Vysetfime jednoduchy pfipad. Pfipustme, Ze kroutici moment My motoru se
pfenadi na spfazené dvojkoli lokomotivy pomoci klik (obr. 40) O; — 1, O, — 2

Obr. 41,

a spojnice 1 — 2. Na druhé stran& dvojkoli jsou opét kliky (otoéené vzhledem
ke klikdm O, — {, O, — 2 o thel 4x) a spojnice.
Uhel oto&eni hnaciho hiidele O, vzhledem k ose spraZeného dvojkoli O, oznadi-
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me A (obr. 41). MiiZeme potom psat
(4.23) My =0 Ag,

kde @ je tuhost pfenosu. Vyraz pro tuto veliinu v dalsim odvodime.
Nechf A, ¢ je Ghel otoenti, vyvolany krouticim momentem motoru na konci hnaci-
ho hiidele a A, — uhel otoeni, vyvolany stlafenim J spojnice I — 2. Potom plati

(4.24) Ap = Ajp + Ao,

pfiemz, jak patrno z obrazku,

(4.25) Ayp = -
Oznaéime-li M} kroutici moment, pfenadeny klikou O, — 1, bude platit
M.
(4.26) Avp = Mo
ky

kde k, je konstanta, dana pruZnosti konce hnaciho h¥idele. Je-li S, sila, stladujici
spojnici 1 —2, potom
S

4.27 5 ,
(427) E

kde A je prifez spojnice a E modul pruznosti jejiho materidlu. Je jasné, Ze plati

(4.28) s, =M
rsin @

a na zakladg (4.25)

M
429 By = ——1—,
(429) ? k; sin? ¢
kde

2
k, = All?’ .

Vyrazy (4.24), (4.26) a (4.29) davaji vztah

(4.30) A(,,=M'T(i+ ! )

ky,  k, sinZTp

Podobné oznafime M7 moment, pfenaseny druhym koncem hnaciho hiidele, a pfed-
pokladame-li, Ze soustava kiik je symetrickd vzhledem k podélné ose lokomotivy,
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nalezneme

1 1
(4.31) Ap =M [ —+ — ).
ky  kycos?
Seéteme-li oba momenty
My = My + M,

dostaneme z vyrazt (4.30) a (4.31)

2 . L
- sin* pcos® p + —

Myp=Ag- ot - = Ap 3T beosde
—sin2 ¢ + ! lcos2 o + L € = dcos 4p
iy [SYARS) k,
kde
2 8
(4.32) a==+—, N
ky ky
2
b=,
ky
8 8 1

K2 kgky, k2

Oznadime-li o thlovou rychlost otaceni htidele (uvaiujcme, 7e tato rychlost je
pfiblizng konstanmi), dostaneme pro tuhost systému vyraz

3) o - a — !) cos 4wt

(4.3 .
¢ — dcos dwt

Sestavime nyni diferencialni rovnice oscilaci. Nechf ¢, a @, jsou ahly otoleni
hnaciho hfidele a spfazeného dvojkoli, I, a I, momenty setrvaénosti rotujicich hmot
a My a M, — vn&jsi momenty, které na né plsobi. Potom dostaneme

N d?
(4.34) I, 7{1‘1} = —0(p; — 03) + My,
dZ
I, ’dipzz’ =0(p, —93) — M,.

Prvni rovnici délime I, druhou I, a odeSteme. Rozdil ¢; — ¢, oznalime x.
Z rovnic (4.34) dostaneme jednu rovnici ve tvaru
d? My M

X
4.35 X Yoty x =27 4 D)
(435) de? V() I, I

r
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kde y(w?) je dano vztahem

a—bcosdwt I, +1,
¢ — d cos 4ot LI, ’

(436) ot) =

Charakter oscilaci z hlediska stability je uréen homogenni ¢asti diferencidlni rovni-

ce (4.35), kterou lze psit ve tvaru
d*x 1

4.37 —= + —Y(t)x =0,
@3) 4 )
kde 1 = wt.

Podle kapitoly 1.4 uréime linearn& nezéavisla partikularni FeSeni homogenni &asti
rovnice @,(t) a ®,(t). Dale sestavime determinant Wronského pro n = 2:
s o0 e
(43%) s = 20 20
‘ ‘pl(C) ‘Pz(fﬂ
Stanovime hodnoty koeficienti 4,; podle (1.234) a dosadime do rovnice (1.233) pro
impulsni pfechodovou funkci systému g(t, £). Funkce g¢{t, &) a A(¢) musi mit
doznivajici charakter. Potom bude splnéna podminka stability.

4.3. Regulacni obvod s nespojité proménnou strukturou

Strukturu regulaéniho obvodu ménime obvykle proto, abychom dosahli poZado-
vanych dynamickych vlastnosti. Napf. je pozadovano aperiodické doznéni pfechodo-
vého jevu a urcita rychlost odezvy. Oba pozadavky viak nelze splnit soudasné. JestliZe
zvySujeme rychlost, dochazi k pfekmitu pies ustaleny stav a nelze docilit aperiodic-

Obr. 42.

kého doznéni. Tento problém lze vyfesit regulaénim obvodem s proménnou struktu-
rou. Do regulaéniho obvodu jsou zapojovany dva pomocné obvody, z nichZ prvni
pfechodovy jev urychluje a druhy naopak tlumi. Pro navrh téchto pomocnych obvodi
1ze s vyhodou pouzit podminky aperiodické stability. Pfi zapojeni prvifho pomoc-
ného obvodu ma byt odezva rychld. Se zvySovanim rychlosti se zvySuje i vliv harmo-
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nickych sloZek ¢ili pfenos regulaéniho obvodu nespliiuje podminky aperiodické
stability. PYi zapojeni druhého pomocného obvodu musi byt regulaéni obvod co
nejvice tlumen. Odezva nesmi obsahovat 24dné harmonické slozky, ¢ili pfenos regu-
laéniho obvodu musi spliiovat podminky aperiodické stability.

Jako piiklad uvedme regulaéni obvod s proménnou strukturou, ve kterém se méni
tachometrickd zpétna vazba ve dvou stupnich podle obr. 42. V obvodu je zapojena
astaticka regulovana soustava S s pfenosem tfetiho fadu

(4.39) S(p)

- K
plp + @)’

kde Ky je zesileni soustavy a o pfevracena hodnota Sasové konstanty. Zménu tacho-

metrické zpétné vazby zajistuji dva pomocné obvody P, a P,. Jejich vystupni veli¢iny
jsou imérné rychlosti regulované veliéiny dx/dt. Pfenosy maji tvar

(4.40) Pip) = Kip, .
(4.41) Pz([)) =K,p,

kde K; a K, jsou konstanty. Regulaéni odchylka e je dana rozdilem Fidici veliiny w
a regulované veli¢iny x. Mezi obrazy uvedenych veli€in plati tedy vztah

(4.42) E(p) = W(p) — X(p) .
Obraz regulované velidiny je dan sou€inem obrazu akéni veli¢iny a pfenosu soustavy
(4.43) X(p) = Y(p) S(p) .

Obraz akéni veliiny je souet obrazu reguladni odchylky a obrazu vystupni velidiny
pomocného obvodu. PFi zapojeni prvaniho pomocného obvodu bude platit

(4.44) Y(p) = E(p) + P,(p) X(p) -
Slougenim rovnic (4.42) a7 (4.44) a {pravou dostaneme vztah
(4.45) Ep) o L=P@SE)

wp) 1+ S(p) — Pi(p) S(p)

Po dosazeni p¥enosti (4.39) a (4.40) dostaneme pfenos

(446) E(p) — p(p + a)z — KK,p .
W(p) P+ 20p + (“2 - KKs)p + Kg

Jmenovatel pfenosu (4‘46) uruje charakter odezvy.
Pro charakteristicky polynom jmenovatele zavedeme oznadeni

(447) f(p) = p* + a1p® + ayp + as,
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kde

(4.48) a, = 2a,
a, = o? — KKg,
a, = Kg.

Prvni derivace charakteristického polynomu ma tvar

f'(p) =30 +2a1p + 0.
Déle plati vztahy

(4.99) f(p?) =p° + a,p* + ayp* + a;,
‘ f'(®*) = 3p* + 2a,p* + a, .

K tomu, aby polynom f(p) m&l viechny kofeny redlné riizné, je nutné a stadi, aby
vSechny koteny polynomu

(4.50) F(p) = f(p) + of'(p")
mély zipornou reélnou East. Po dosazeni (4.49) do (4.50) dostaneme
(4.51) F(p) = p® + 3p° + a1p* + 2a,p° + a,p* + ap + a,.

Z jednotlivych prvki polynomu F(p) sestavime Hurwitzovu matici:

(4.52) H=|32a a, 0 0
1 a, a, a;0
0 3 2a, a,0 |
01 a azaS;
00 3 2a a,f

Z této matice sestavime jednotlivé Hurwitzovy determinanty. Po jejich vy&islent
dostaneme

(4.53) A, =3,
4, =ay,
45 = 2(aj — 3a;),
4, = afaz + 3a;a; — 4a§ .

45 = ala; + 18aja,a; — 4aja; — 4a3 — 2743 .
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Tyto vyrazy dale upravime dosazenim ze (4.48) a zavedenim nového oznadeni K; pro
i = 1,2. Dostaneme tak vyrazy sloZené z koeficientll pfenosu regulaéniho obvodu

(454)  4,=3,
4, = 2o,
2
4y = 6Ks [~ + Ki),
3K,

44 = 2K((3% — 2K7K; + 20°K}) ,

2 3 _ 3 _ g
4y = axi[ks = Z gy MO g e 27K
K Kg 4K

O aperiodické stabilit€ rozhoduji znaménka jednotlivych vyrazi (4.54). Prvni dva 4,
a A, maji kladna znaménka a nejsou zavisld na K;. Budeme se tedy v dal§im zabyvat
pouze poslednimi tfemi vyrazy pro 4;, 44 a 4s.

Pii zapojeni druhého pomocného obvodu P, ma byt regulaéni obvod pretlumeny.
Toho se dosahne, bude-li mit polynom f(p) viechny kofeny realné rizné. A zde
pravé s vyhodou pouZijeme podminky aperiodické stability. Musi tedy byt determi-
nanty 43, 4, a 4,, obsahujici hodnoty K, kladné. Naopak pfi zapojeni prvniho
pomocného obvodu P, kdy ma byt regulacni obvod co nejrychlejsi, bude odezva
obsahovat harmonické slozky. V disledku toho bude polynom f( p) obsahovat
komplexni kofeny a tedy Hurwitzovy determinanty nebudou kladné. Alesport jeden
z téchto determinanté bude nutn& zaporny.

Uvedme konkrétni pfipad pro hodnoty « = 2 a K¢ = 1. Nejprve budeme kontro-
lovat aperiodickou stabilitu regulaéniho obvodu, ve kterém neni zapojen zadny
pomocny obvod. Dosadime tedy do vyrazi (4.54) hodnotu K; = 0. Dostaneme hod-
noty determinanti

4, =2.3.2=12>0,
A5 =4.2—-27=5>0,

ze kterych je patrno, Ze obvod je aperiodicky stabilni. Polynom f(p) ma tedy vSechny
koteny realné riizné a spliiuje podminku, kladenou na regulaéni obvod p¥i zapojeni
druhého pomocného obvodu P,. Z toho plyne, Ze neni tfeba druhy pomocny obvod
do reguladniho obvodu zapojovat.

Prvni pomocny obvod musi regulaéni pochod urychlit. Zavedeme kladnou zpétnou
vazbu a hodnotu zesileni druhého pomocného obvodu zvolime

K, =4.
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Dostaneme hodnoty determinanti
d; =63 +4)=32>0
A, =23.2-2.44+2.22. 4)=12>0

22 =27
As:4[43—2,22.42+2(23—9)4+i—2r4«:|= -283 < 0.

Paty determinant 45 je zaporny. Bude tedy polynom f (p) obsahovat komplexni ko-
feny a odezva harmonické slozky, které odezvu (pﬁ zapojeni prvniho pomocného
obvodu) urychli,

4.4. Konstrukce Ljapunovovych funkei linedrnich spojitych soustav s konstantnimi
koeficienty a jejich vyuZiti k posouzeni jakosti pfechodového déje

UvaZujme systém, popsany pro t = 0 vektorovou linearni diferencidlni rovnici
s konstantnimi koeficienty

(4.55) x(1) = A. x(1).

UkéZeme, Ze v tomto piipad€ lze najit Ljapunovovu funkci ve tvaru kvadratické
formy. Je-li tedy hledana Ljapunovova funkce tvaru

(4.56) V(x) = x"Kx,

je rovndZ Casova derivace této funkce v disledku soustavy (4.55) kvadratickou
formou:

(4.57) ML ~ XTATK + KA)x.
dt 4.55)

Oznaéme

(4.55) ATK + KA = Q.

Zvolime nyni matici Q tak, aby kvadratickd forma

a

(4.59) -

= x"Qx
(4.55)

byla negativné semidefinitni. Potom v pfipad8, Ze odpovidajici forma (4.56) je
pozitivné definitni, je zarudena stabilita triviilniho feSeni soustavy (4.55). Jestlize
funkce (4.56) prom&nné x miZe v libovolném okoli poatku nabyvat zapornych
hodnot, je zarudena nestabilita. Tato tvrzeni vyplyvaji bezprostfedn z Ljapunovovych
v&t (véty 3.1 a 3.3). Podobn& bychom pfi volb& negativng definitni formy (4.59)
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mohli vyuZit vétu o asymptotické stabilité (véta 3.2). Je viak tfeba je§t& vyjasnit, zda
k libovoln& zvolené negativng definitni matici Q davé feSeni K rovnice (4.58), dosazené
do vztahu (4‘56), piislu¥nou Ljapunovovu funkci. VSimnéme si nejprve samotné rov-
nice (4.58), nazyvané v literatufe Ljapunovovou rovnici nebo téZ maticovou Riccatiho
rovnici. JelikoZ nam jde o matice kvadratickych forem, miiZeme se omezit na symetric-
ké matice K a Q.

Lemma 4.1. Necht pro vlastni éisla matice A plati

(4.60) Ait A F0,
kde
(4.61) l<igkgn.

Potom rovnici (4.58) pfi zadanjch A a Q, kde Q je symetrickd matice, vyhovuje
pravé jedna matice K, jez je také symetricka.

Dikaz. Levd strana rovnice (4.58) predstavuje linedrni operéator
2(K) = ATK + KA,

ktery zobrazi mnoZinu symetrickych matic do sebe. Vlastni €isla tohoto operatoru
jsou takova Cisla, pro néZ rovnost

plati pro nenulovou symetrickou matici. K tomu, aby existoval inverzni opera-
tor £ 71, to jest k fesitelnosti rovnice (4.58) vzhledem ke K, je nutné a stadi, aby
viechna vlastni &isla operatoru & byla riiznd od nuly. UkazZeme, Ze vlastnimi &isly
operatoru & jsou pravé viechny souéty A; + 4, kde indexy i, k spliuji podminky
(4.61).

Nejprve ukazeme, Ze kazdé A; + 4, je vlastnim Cislem operatoru &. Oznalme
jako x; vlastni sloupcovy vektor, pro néjz

T L)
Alx; =7;x;,
a utvofme symetrickou matici
Ch = X x5 + x.x] .
Mame postupné
L(Cy) = ATxx] + ATx,x] + x XA + xx]A =
= Axxq + Axex] + x(Ax )T + x(Ax)T = (A4 + A) Cy,

takze 2; + A, je opravdu vlastnim &islem operatoru &.
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MnoZina symetrickych matic n-tého fadu ma dimenzi (pocet volitelnych koefi-
cienttl v matici) n(n + 1)/2. Toto &islo je rovno pottu dvojic indexti i, k, jeZ vyhovuji
podminkam (4.6]). Jsou-li tedy vSechna ¢&isla A; + 4, pro rtzné dvojice indexli na-
vzéjem rlizna, jsou to pravé viechna vlastni €isla operatoru #. Pokud by se mezi
&isly A; + A, vyskytla stejnd, stadi malou zmé&nou koeficienth matice A dosdhnout,
aby tato Cisla byla rlizna. Jednoduchou Uvahou o spojité zavislosti mezi vlastnimi
&isly 4, a koeficienty matice A se tak tiloha pfevede na pfipad roznych 4; + 1,, Q.E.D.

Pravé dokazané lemma nam umozni odvodit tento obecny vysledek pro linearni

soustavy s konstantnimi koeficienty:

Véta 4.1. Necht vSechna vlastni ¢isla matice A maji zdporné redlné &dsti. Potom
ke kazdé negativné semidefinitni kvadratické formé

(4.62) W(x) = x"Qx,

JjeZ neni identicky rovna nule podél Zddného nenulového Feseni soustavy (4.55),
existuje prdvé jedna pozitivné definitni kvadraticka forma (4.56), Jjejiz (symetrickd)
matice K vyhovuje rovnici (4.58).

Dukaz. Vlastni &isla matice A, jeZ leZi vesmé&s v levé poloroviné Gaussovy roviny,
ziejmé& spliiuji poZadavek (4.60). Podle lemmatu 4.1 je tedy zarudena existence a jed-
noznagnost matice K a tim i formy (4.56).

Kdyby v nékterém bodg& x, platilo

(4.63) V(xe) <0,
potom pro libovolné kladné k by bylo rovnéz
V(kxo) <0,
takze v libovolném okoli poéatku by forma V' byla zdporné a podle véty 3.3. by sousta-

va byla nestabilni. To viak odporuje pfedpokladu o vlastnich &jslech matice A.
Nechf v nékterém bodé plati

(4.64) V(x) = 0.
Jelikoz
v
dt 455

a podé] zadného nenulového feSeni x(1) soustavy (4.55) nemiize platit (4.64) identicky,
nutné existuje bod x,, v n&mZ plati (4.63) a to opét vede ke sporu. Q.E.D.

Uké&Zeme nyni, jak Ize vyuzit Ljapunovovy funkce k odhadtim n&kterych veligin,
které charakterisuji jakost pfechodového procesu a jsou ditleZité napf. pii navrhovani
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regulatoru ve zp&tné vazb& k dané soustave. Za matici Q zpravidla volime matici —E,
takZe pro Ljapunovovu funkci plati

(465) ' R
dt fi4.55) i=1
Spliiuji-li v8echna vlastni &isla matice A nerovnosti
(4.66) Rel; <0, i=1,..,n,
je pak tato V(x) jednoznadn& uréena podle véty 4.1. Oznadme jeSté vlastni &isla ma-

tice K jako xy, ..., %,; jelikoZ K je symetricka, jsou tato vlastni &isla realna a lze je
uspofadat podle velikosti

(4.67) w Sy ...

IIA

Ky«
Jelikoz forma (4.56) je podle véty 4.1. pozitivné definitni, je matice K regularni a &isla
(4.67) jsou vesmés kladni. Ze znamych vlastnosti symetrickych matic odtud plyne,
Ze prostor vlastnich vektorli matice K ma dimenzi rovnou n a tyto vektory lze volit
jako ortonormalni systém.

Vezméme libovolny vektor x € E,. Potom

kde k; jsou navzijem ortonormalni vlastni vektory matice K odpovidajici vlastnim
Cistim ;. Mame dale

n n
V(x) = x"Kx = Yo kK ok; =
i=1

i=1

=i iackaK =‘::

i=1j= i=1

(k)" k; ‘ZH

1 i=1

TM=

a odtud okamZit& vyplyvaji nerovnosti
]| X £ V(%) < x|

neboli (index III pro vyznadeni Eukleidovské normy nadéale vynechavame)

(4.68) Y. Ix|? < - i)
An i (3
Uvazime-li 2, miiZeme psat
@]y
wy  dt 4.55) = Hn .
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Integraci v mezich 0, t pfi oznaeni V(x(0)) = ¥, obdrZime z téchto nerovnosti
Voe T < V(x(1)) < Voe

a op8tovnym uZitim nerovnosti (4.68) ziskame odhad

) R U

Hn *y

Za dobu trvani pfechodového déje povaZujeme obvykle miniméaltni dobu 7, po jejimz
uplynuti je odchylka (vyjadiena zde normou |x(z)] pro ¢ = ¥) meni neZ pfedem dané
Cislog > 0. (Toto ¢&islo ¢ Casto byva vyjadieno v procentech maximalni odchylky, zde
pro zjednoduseni pfedpokladame, Ze jiz zname jeho vclikost)

Re¥me tedy rovnici

ﬁe—q‘xn =2,
%y
jeji feSent je
2
(4.70) T = —u,In 2
Ve

o

a podle nerovnosti (4.69) je toto &islo hornim odhadem doby trvani pfechodového
déje:
i.

T

v

Velmi ¢asto byva piechodovy proces oceftovan velikosti kvadratického integralniho
kritéria (napf. v teorii regulace kvadratickou regulagni odchylkou); toto kritérium je
obecné ve tvaru

t
(4.71) J= f x"Rx di,
o

kde x"Rx je pozitivné semidefinitni kvadraticka forma. Jestlize pro vlastni &isla
matice A soustavy (4.55) je spinéna podminka (4.66), existuje podle véty 4.1. pozitivng
definitni kvadraticka forma ¥(x), jeZ splituje vztah

av |

(4.72)
dt 455y

= —x"Rx .
Podle vztahi (4.71) a (4.72) je tedy

g jﬂL |, d= = lim [7(x(0) = V(<O)].

o dt
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neboli

(4.73) J=V,.
Je zaroveit vidét, Ze integral
o
J(t)y = — {. x"Rx dt
J O

je rovnéz Ljapunovovou funkci, ktera vyhovuje rovnici
dJ
dt

—x"Rx .

Nakonec si jesté vSimneme podrobnéji vlastniho vypoctu Ljapunovovych funkef
pro linearni systém (4.55). Zvolme kvadratickou formu x"Qx a hledejme k ni fedeni
V(x) rovnice (4.59). VypiSeme piislusné linedrni rovnice, vzniklé srovnanim koefi-
cientii u matic K a Q. Pfitom vzhledem k symetrii matic K a Q staéi fesit soustavu
n(n + 1)/2 rovnic. Z rovnice (4.58) vyplyva po jednoduché upravé soustava

(4.79) 2a, kyy + 2a3.k 5 4+ ..+ 2a,,ky, = 4y s

Ak +{an + an)kiy + askiy 4+ Gk + darkos o+ Gakan = qa,

2a k1, + 255k + oo+ a5k = G -

Determinant této soustavy je, vzhledem k tvrzeni lemmatu 4.1., rizny od nuly.
Jestlize v soustavé (4.74) rovnice, jejichz pravé strany jsou g, i = 1, ..., n, délime
dvéma, lze determinant soustavy zapsat
D = |d(i, k, j, ] .
kde
0 pro i%j. k. k*j, i+l,
. RPN L] pro i=j, k+l,
di, k.. 1) = ag;+a, pro i=j, k=1, i+k,

ay pro i=j=k=1
jsou koeficienty u ky v rovnici, jejiz prava strana je g;. PHisluSnou Ljapunovovou
funkei lze pak vyjadfit ve tvaru

(4.75) 0« e 2xx X
g dL L LY d( kL) e d(an 1)
V(x) =

G A, Lnon) oo d(i Kk n, n) ... d(n,n nn)
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4.5. Ljapunovovy funkce pro impulsni soustavy

V tomto odstavci si viimneme aplikace Ljapunovovy teorie stability na impulsni
soustavy, a to, zejména v souvislosti s vysledky pfedchoziho odstavce, na linedrni
impulsni soustavy. Nejprve viak uvedeme n&kolik obecnych poznatkil a pojmi,
potfebnych k porozuméni dal§imu textu tohoto odstavce.

Impulsni soustava je obecng popsina vektorovou rekurentni rovnici

(4.76) Xpsr = F(x,), m=0,1,2,..
Budeme pfedpokladat, Ze slozky F, vektoru F, i = 1, ..., n, jsou spojité funkce

vektoru x e E, v oblasti Hx” < H, kde H > 0, které pro x # 0 nejsou zaroveil
rovné 0, a 7e

(4.77) F0)=0.
Definice 4.1. Jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje d > 0 takové, Ze plati implikace
(4.78) 0 < |xof <é=|x,| <& pro m>0,

Fikame, Ze nulové feSeni soustavy (4.76) je stabilni v Ljapunovové smyslu.
Je-li nulové feSeni stabilni a je-li navic spInéna podminka

(4.79) lim ||x,,| =0,
m-+oo

tikame, Ze nulové feSeni je asymptoticky stabilni. Pokud rovnost (4.79) plati pro
libovolné x,, je nulové feSeni globdlné asymptoticky stabilni.

Nulové feSeni je nestabilni, existuje-li takové ¢ > 0, Ze pro zadné § > 0 nelze splnit
implikaci (4.78).

Definice 4.2. Pruni diferenci skaldrni funkce V(x) v bodé x,, v diisledku soustavy
(4.76) rozumime vyraz
(4.80) AV(x,)|e.76) = V(F(Xm)) = V(%) -
Uvedeme dale véty, analogické Ljapunovovym vétam 3.1. a7z 3.3.

Véta 4.2. Je ddna soustava popsand rovnici (4.76) za pFedpokladu (4.77). Jestlize
pro Hx” < h, kde h > 0, existuje pozitivné definitni spojitd skaldrni funkce V(x)

takovd, Ze V(0) = 0 a Ze jeji proni diference (4.80) je negativné semidefinitni, potom
nulové FeSeni soustavy (4.76) je stabilni v Ljapunovové smyslu.

Diukaz. Omezime se na ta x, pro néz

”x” < min (h, H).
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Podél feSeni soustavy (4.76) je zfejmé
m=1
V(x,) = V(%) = _ZOAV(XM)!MJG]'
i=

Podle pfedpokladu o negativni semidefinitnosti prvni diference je tedy
(4.81) V(%) < V(x0) .
Zvolme dale libovolng malé ¢ > 0, ¢ < min (h, H). Na mnoZiné {x:e < ”x” <
< min (h, H)} dosahuje funkce V(x) svého infimia, oznatme je v. JelikoZ V(x) je
pozitivng definitni, je toto v kladné. Dale najdeme &islo § > 0 takové, aby platila
implikace
(4.82) 0< x| <d=V(x)<v;
existence takového & vyplyvé z pfedpokladané spojitosti funkce V(x) v okoli po&atku.
Necht nyni 0 < |xo|| < 8. Potom podle (4.82) a (4.81) je

V(x,) £ V(%) < v
a protoZe pro ‘rx" 2 ¢je V(x) 2 v, je nutnd

[xn] < 2.
Q.E.D.

Dikazy daliich dvou vét, obdobné dikazim vét 3.2. a 3.3., vynechame.

Véta 4.3. Je ddna soustava popsand rovnici (4.76) za pFedpokladu (4.77). JestliZe
pro {x” < h, kde h > 0, existuje pozitivné definitni spojitd skaldrni funkce V(x)
takovd, Ze V(0) = 0 a e jeji proni diference (4.80) je negativné definitni, potom
nulové FeSeni soustavy (4476) Je asymptoticky stabilni.

Véta 4.4, Je ddna soustava popsand rovnici (4.76) za pFedpokladu (4.77). Jestlize
pro Hx“ < h, kde h > 0, existuje pozitivné definiini spojitd skaldrni funkce V(x)
takovd, ¥e V(0) = 0 a jestliZe existuji vektory x v normé libovolné malé takové, %e

V() [V(F(x)) = v(x)] > 0,
potom nulové Feseni soustavy (4.76) je nestabilni.

Dale sc omezime na linedrni impulsni soustavy, popsané vektorovou rovnici (pro
vektory x,, € E,)

(4.83) Xper = Ax,, m=012,...

Jak vyplyva z teorie téchto soustav (viz té% odst. 1.2.), je trividlni feSeni x,, = 0
globalng asymptoticky stabilni, pokud viechna vlastni &isla matice A spliiuji nerov-
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nosti

(4.84) |,1i[<1, i=1,..,n.

5

Jinymi slovy, kazdé YeSeni soustavy (4.83) p¥i libovolném x, konverguje pro m — o
k nule, pokud plati nerovnosti (4.84).

Analogicky, jako v pfedchozim odstavei pro spojité soustavy, budeme zde hledat
Ljapunovovy funkce (tzn. funkce V(x) z v&t 4.2. aZ 4.4.) jako kvadratické formy.
Polozime

(4.85) V(x) = x"Kx
a vypolteme
V(Xps1) = V(%) = Xps 1 KXy y — x3Kx,, = x1(ATKA — K) x,, .

Pozadujeme-li, aby tato prvni diference se rovnala zadané kvadratické formé& x"Qx,
dostdvame maticovou rovnici

(4.86) AKA-K=Q.

Abychom tuto rovnici pfevedli na tvar (4.58), poloZime

(4.87) B=(A+E)(A—E)!
(4.88) R= (A" - E)K(A - E).

Vypogteme, &emu se rovna vyraz B'R 4+ RB. Postupné dostavame
B'R + RB = (AT — E)"* (AT + E)(AT — E)K(A — E) +
+ (AT —EYK(A—-E)(A+EY(A-E)' =
= [(AT — E) + 2E] K(A — E) + (AT — E)K[(A — E) + 2E] =
= (AT + E)K(A — E) + (AT — E)K(A + E) = 2(AT™KA — K),
takZe podie (4.86) nutngé
(4.89) B'R + RB = 2Q.

Vlastni &isla matice B, oznadme je p;, Ize vyjadfit uzitim rovnosti (4.87) jako funkce
vlastnich &isel 4; matice A, to jest

A+l
4.90 f= T
(4.90) Hi P
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Je vidét, 7e Re i, < 0, pravé kdyz A,-] < 1. Podle lemmatu 4.1. mé rovnice (4.89) pro
neznamou matici R pravé jedno feSeni, pokud pu; + g, = 0 pro livobolné indexy
i,k =1,..,n Tato podminka je zfejmé& ekvivalentni nerovnosti A;4, # 1, coZ je
splnéno, pokud plati nerovnosti (4.84). S vyuZitim t&chto poznatkt dokdZeme jesté
vétu, podobnou vété 4.1. z pfedchoziho odstavce.

Véta 4.5. Necht vSechna vlastni ¢isla matice A spliiuji nerovnosti (4.84). Potom
ke kazdé negativn¢ definitni kvadratické formé ve tvaru (4.62), jeZ neni identicky
rovna nule podél *ddného nenulového FeSeni soustavy (4.83), existuje prdvé jedna
pozitivné definitni kvadratickd forma (4.85), jejiz (symetrickd) matice K vyhovuje
rovnici (4.86).

Dukaz. S ptihlédnutim k vy3e uvedenym vztahim (4.87), (4.88) a (4.90) je zaru-
&ena podle lemmatu 4.1. existence a jednoznagnost feSeni R rovnice (4.89) a tedy
i matice K, jeZ s R souvisi vztahem (4.88).

Funkce V{x,,) podél YfeSeni tvofi klesajici posloupnost, protoZe jeji diference je
negativné definitni. § druhé strany, vzhledem k asymptotické stabilité, je nutné

lim V(xm) =0.
m=
Klesajici posloupnost ¥(x,,) musi tedy byt tvofena kladnymi &isly, Q.E.D.

Ljapunovovy funkce ve tvaru kvadratickych forem nam také umozZni dokazat

toto jednoduché kritérium stability specialniho typu nelinedrnich soustav:

Véta 4.6. Je ddna impulsni soustava
(4.91) Xpr1 = Ax, + f(x,),

kde fi(x) pro i =1, <.y 1 jsou funkce, vyjddiené v okoli pocdtku soufadnic abso-
lutné konvergentnimi mocninnymi Fadami, jeZ neobsahuji nizsi neZ druhé mocniny
soufadnic vektoru x.

Jestlize viechna vlastni éisla ); matice A spliiuji nerovnosti (4.84), potom nulové
FeSeni soustavy (4.91) je asymptoticky stabilni.

Diikaz. K negativné definitni formé
—U(x) = x"Qx

sestrojime podle véty 4.5. pozitivné definitni formu (4.85), oznagenou ¥(x), v zavislosti
na linedrni &asti (4.91), tzn. na matici A. Vypolteme, Cemu se rovna prvni diference
této formy V(x) v dusledku soustavy (4.91). Dostavame

V(Xpst) = V(%) = =U(x,) + x7ALKF(x,) +

+ (%) KAx,, + f(x,,} Af(x,,) -
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Protoze f(x) Ize vyjadrit fadami, zacinajicimi druhymi mocninami soufadnic vekto-
ru x, lze posledni tfi Eleny pravé strany shrnout v Fadu, zaéinajici tfetimi mocninami
soufadnic vektoru x. Potom viak ziejmé& v dostate¢né malém okoli pocatku je dife-
rence V(X 1) — V(x,,) negativng definitni a podle véty 4.3. je nulové feSeni soustavy
(4.91) asymptoticky stabilni, Q.E.D.

Pozndmka. Za stejnych predpokladil jako ve vété 4.6. Ize dokazat toto tvrzeni: pokud mezi
vlastnimi &isly matice A je aspofl jedno s absolutni hodnotou v&(sf nez 1, potom nulové FeSeni
soustavy (4.91) je nestabilni.

4.6. Konstrukce Ljapunovovych funkci pro nékteré nelinedrni problémy

V tomto odstavci seznamime ¢tenafe s nékterymi metodami uréovani Ljapunovo-
vych funkef pro nelinedrni soustavy. Na prvém mist& uvedeme soustavy tvaru

(4.92) x(t) = Ax(t) + o(x(1)),

u nichz matice A je konstantni a funkce ¢;(x(1)) vyhovuji poZadavku

(4.93) Y oi(x) £ (T i),
i=1 i=1

kde

(4.94) k>0, >0

jsou konstanty. Jde tedy o soustavu s klesajici nelinearitou, na niZ Ize uZit dfive doka-
zané véty 3.8. a 3.9. Ukéazeme, Ze v tomto pifipadé vysta¢ime s Ljapunovovou funkci,
sestrojenou pro linearnf soustavu

(4.95) (1) = Ax(1).

Nejprve odvodime dulezité pomocné tvrzeni:

Lemma 4.2. Nech V(x) je pozitivné definitni kvadratickd forma a W(x) libovolnd
kvadratickd forma. Necht funkce @(x), i = 1,..., n, splifuji nerovnost (4.93) za
pFedpokladii (4.94). Potom funkce

n oA

(496) ) =09+ 3 50l

je v jistém (neprdzdném) okoli poddtku rovnés pozitivné definitni.

Dtkaz. Necht v, a v, jsou minimalni a maximalni vlastni &isla matice formy V(x),
potom, jak je zndmo z maticového poétu, plati nerovnosti (pro Eukleidovskou normu)

el 5V < w .
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n
JelikoZ také vyraz ). (6W/dx;)? je kvadraticka forma, plati pro ni obdobné nerovnosti
i=1

tvaru

ol = ¥ (ZTW>2 < |2,

kde w, = 0. Dale je podle Builakovského-Schwartzovy nerovnosti a podle nerov-

nosti (4.93)
= ’\/ [é (g{KT] \/[él“’?.(x)] < ke (o) x>

Jelikoz V(x) je pozitivné definitni, je v, > 0 a lze psat

i@

‘i=1

=

l

?i(x)

D

Xi

oW o
Vi T o= > (v~ k(o) |x
i=1 0x;

)

i

prava strana posledni nerovnosti je vSak kladna, pokud Hx" + 0 a pokud
k/(w,) ”x\]” < v,. Odtud okamzit& vyplyva tvrzeni lemmatu, Q.E.D.

Jako ptiklad konstrukce Ljapunovovy funkce pro soustavu (4.92) uvedeme vétu
pro piipad stabilni soustavy.

Véta 4.7. Nechf vSechna vlastni ¢isla matice A soustavy (4.95) maji redlné cdsti
zdporné. Necht V(x) je Liapunovova funkce druhého druhu, jeji# casovd derivace
vdissledku soustavy (4.95) je rovna ~ | x| fy. Potom V(x) je pozitivné definitni kvadra-
tickd forma a zdroverl je V(x) Ljapunovovou funkci druhého druhu pro soustavu
(4.92) a nulové Feseni soustavy (4.92) je asymptoticky stabilni.

Dukaz. Existence pozitivng definitni kvadratické formy ¥(x) pro linearni soustavu
soustavu (4.95) vyplyva z vét odstavee 4.4. (srov. v&tu 4.3.). Zbyva ukézat, Ze V(x) je
Ljapunovovou funkci druhého druhu pro soustavu (4.92). Casova derivace V(x)
v diisledku soustavy (4.92) je rovna

dv z oV

— 12
e = = ||x|fu + 3 — oux).
dt 402y H I““ i; 0x; (

AvSak prava strana této rovnosti je, podle lemmatu 4.2., negativng definitni v jistém
okoli potatku, takZe V(x) je skute&n& Ljapunovova funkce druhého druhu pro sousta-
vu (4.92) a nulové YeSeni této soustavy je tedy podle véty 3.2. asymptoticky stabilni,
Q.E.D.

Viimnéme si nyni obecn&jsich nelinearnich soustav. Obecna metoda konstrukce
Ljapunovovych funkci zde neexistuje, nicméné pro uréité typy tlloh byly vypracovany
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postupy, jez vedou k cili. Zde se strudn& zminime o nékterych z nich, pfifemz je
budeme demonstrovat na jednoduchych ptikladech.

a) UvaZujme kmity hmotného bodu, na ktery piisobi sila f(x), v prostfedi, jehoZ
odpor zavisi nelinearn& na rychlosti. Pohybova rovnice je
(4.97) %+ () +f(x)=0,
pii¢emz
(0) = f(0) = 0.

Rovnice (4.97) je ekvivalentni soustavé ve fazovych soufadnicich
(4.98) Xy =X,

%y = =f(x)) = o(x).

Ma-li hmotny bod jednotkovou hmotu, je celkova energie soustavy, dana souctem
kinetické a potencialni energie,

(4.99) V(s %) = "2_§+ f 1(e)de .
0

Vzhledem k tomu, Ze vlivem odporu prostfedi sc mechanicka energie méni v tepel-
nou, musi V(x) podél fedeni soustavy (4.98) ubyvat. Skutedn&, asovéa derivace V(x)
v disledku soustavy je

dv

= —(x;) x,,
dt o(x2) %2

(4.98)

takZe pokud pro x, # 0 je
(/’(xz) x>0,
je
av
dt

A
o

i(4.98)
JestliZe dale plati pro silu f{x,)

f(xx) x; >0,

tedy poZadavek, aby sila f(x) plsobila ve sméru od ,,;rovnovazné* polohy x; = 0,
potom funkce (4.99) je pozitivng definitni. Za dosti obecnych pfedpokladii o funk-
cich f a ¢ lze tedy energii (4.99) povaZovat za Ljapunovovu funkei pro danou sousta-
vu (4.98). Uvedena metoda konstrukce Ljapunovovy funkce se nazyva energetickd
metoda.

b) Jind metoda, néleZejici I. G. Malkinovi, spogivd v tom, Ze se Ljapunovova
funkce nelinearni soustavy konstruuje podle analogie k linearni soustavé. M&me
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napf. nelinearni rovnici
(4.100) 4 o) %+ f(x)=0,
ekvivalentni soustavé

(4.101) X=X,

Uvazujme linedrni soustavu

(4‘102) X =Xy,
Xy = —a;X; = X, .

Pro tuto linearni soustavu sestrojime (srovnej odst. 4.4.) Ljapunovovu funkci prvniho

druhu, tzn. budeme poZadovat, aby jeji fasova derivace byla negativné semidefinitni.
napf.

(4.103) L

= —a,x3.
df 4,102y

Najdeme tuto funkci V(x), to jest kvadratickou formu

V(x) = kyxT + 2kypx %, + kaox3 .

Je nejprve
av s
— = 2k %Xy 4 2k2x5 4 2koxi(—ayxy — ax;) +
A1 |a.102)
+ 2kyyxy(—ayxy — ayx;) = —2ky,a,x7 + (2kyy — 2kg,a, — 2kypa,) xi%; +

+ (2kyy — 2ks,a;) X2,
takZe z podminky (4.103) dostavame soustavu tff rovnic o tfech neznamych k..
kiz, ka2t
—2ki,a; =0,
2kyy — 2kyya, — 2ky5a, =0,

2kyy — 2kyya, = —a,.
Reeni (pro a, + 0, a, + 0) je
ki :ﬂ, ki, =0, ky, =4,
2
takZe
(4.104) V(x) = 4(ax} + x3).
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Poznamenejme, Ze tato funkce nezavisi explicitné na koeficientu a,. takZe ji lze uZit
jako Ljapunovovy funkce prvniho druhu napf. pro soustavu

Xy = X,,

Xy = —ax, — (P(xi) Xz -

Abychom sestrojili Ljapunovovu funkci pro soustavu (4.101), je tfeba nahradit
¢len a,x7 ve vyjadieni (4.104). Velitina ax, resp. f(x,) znamena, jak vime z p¥ed-
choztho piikladu (Fefeni stability soustavy (4.98)), silu pisobici na hmotny bod,
ktera jej udrzuje v pohybu. Veli¢ina 1a,x} odpovida potencialni energii. UvaZujme
proto funkci

(4.104") V(x) = x}'(é)dé + ix3,
o

shodnou s funkef (4.104), pokud f(x,) = a,x,. Snadno se pfesvédtime, Ze

g

= ‘/’(Xr) X3
dt la.101)
Pokud je napi. spinéna podminka
o(x;)z 0
a zaroveil pro x + 0
J(x)x >0,

je funkce 7(x) Ljapunovovou funkci prvniho druhu pro dany problém. nebot potom
je pravé strana rovnosti (4.104') pozitivng definitni.
¢) UvaZzujme nelinedrni rovnici
(4.105) ¥+ o(x) + g(x) f(x) =0,
ekvivalentni soustavé
(4.106) %=X,
—f(x) 9(x2) = o(x3) -

X,
Hiedejme Ljapunovovu funkci ve tvaru souétu
(4.107) V(x) = &(x,) + ¥(x,).
Pro &asovou derivaci v dﬁsledku soustavy obdrzime vyraz

v _dotx) |

(4.108)
dt ka.106) dx,

= D ) s + o).
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Budeme pozadovat, aby i tato derivace byla rovna soudtu funkci jedné proménné.
Pokusime se proto anulovat na pravé strané vyrazu (4.108) viechny ¢leny, jeZ obsa-
huji ob& proménné, neboli poZadujeme, aby

9Oes) o 4¥09) 0 () = 0,
dx, dx,
neboli
1 dd(x;)  g(x,) d¥(x,)

To je moZné jen tehdy, kdyZ obé strany jsou konstanty. PoloZme proto obg& strany
rovné 1, takze

o(x,) = j 1) de,

N
P(x,) = '[0 o dy.

Hledana funkce (4.107) je tedy dana vyrazem

(4.109) V(x) = r‘ 7()dE + r gy,
0 o g(ﬂ)
pficemz
(4.110) vl xoln)
dt |a.106) g(x,)

Pokud jsou splnény napf. podminky pro x # 0

fx)x >0,
g(x) >0,
o(x)x >0, .

je derivace (4.110) negativné semidefinitni a sama funkce (4.109) pozitivné definitni,
je to tedy Ljapunovova funkce prvniho druhu a nulové feSeni soustavy (4.106) je
podle véty 3.1. stabilni v Ljapunovové smyslu. Uvedend metoda, néleZejici J. A.
Barba¥inovi, se nazyva metoda separace proménnych.

d) N. N. Krasovskému naleZi tento postup pro sestrojeni Ljapunovovy funkce:
Nechf nelinedrni soustava je popsana vektorovou diferencialni rovnici

(4.111) x(1) = f(x(1)) ,

174



kde prava strana spliiuje podminku
(4.112) f(0)=0.

Zvolime symetrickou konstantni matici B s kladnymi vlastnimi Cisly takovou, aby
symetrickd matice

(4.113) P= (B [%J])T v 8 [va,]

byla negativn& definitni; matice [gfl-’ je Jakobiho matice. K tomu je podle znamé

X
Silvestrovy véty nutné a staci, aby platily nerovnosti pro subdeterminanty determi-

nantu matice P

P11 P12

4,114 - >0,
( ) Pus © |P21 P22

>0, ... (=1)

P[>0,

kde symbol |P| znai determinant matice P.
Ljapunovovu funkei hledame ve tvaru

(4.115) V(x) = 1(x) Bf(x);

snadno lze ukézat, Ze

(4.116) W ) P
dt haq1y

Skuteéné

dKL = F7Bf + £8f = ([f’i] f>T Bf + '8 [g] f=
4.111) ax a

dt J X

T
=f")B o ) + B % f.
0x; 0x;
Je vidé&t, Ze pokud se podafi najit matici B uvedenych vlastnosti, je zaru¢ena asympto-
ticka stabilita nulového feSeni. Jako pfiklad vy3etfime rovnici

(4.117) X+ (p()'c) +ex =0,

kde ¢ je kladna konstanta a kde pro funkci ¢(x) plati ¢(0) = 0. Tato rovnice je
ekvivalentni soustavé

(4.118) % =2,
%, = —cx; — ¢(x,) .
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Vezmé&me za B diagonalni matici Ty
4 v

o= (5 5

potom
V(x) = Bix + Bylexs + o(x,))?
a dale
v [(~/f1 T ) (exy + olxa)) 2 — o 2D (o, 4 q,(xz))z].
dt 4118y dx,

Tento vyraz se znaén& zjednodusi, zvolime-li (kladn4) &isla B, = ¢, B, = 1; potom
bude

\ 4 .
d__L - _2%@(“] + o(x))?
dt 4.118) dx,
a nerovnost
do(x,) >0
dx,

dava postadujici podminku asymptotické stability.

¢) Jako posledni uvedeme metodu konstrukce Ljapunovovy funkce, naleZejici
V. 1. Zubovovi. M&me op&t nelinearni soustavu ve tvaru (4.111) za predpokladu
(4.112). Polozme

4.119) Ax) = UL A dex) df} .

0x;
UkazZeme, Ze potom plati identita
A(x) x = f(x).
Zvolime libovolny index i, kde 1 £ i £ n, a mame ukézat, 7e

jgnll (j: Qfé(:_x) dr. xj) = fi(x).

J
Vyraz na levé strané upravime a dostavame

jliMdr.x-=fi(x),

o j=1 0x;

tento vzorec viak plati podle znamého pravidla o integrovani totalniho diferencialu
s ptihlédnutim k rovnosti (4.112). Tim jsme pfevedli soustavu (4.111) na tvar

(4.120) X = A(x) x,
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kde matice A(x) je dana vzorcem (4.119). Ljapunovovu funkci hleddme nyni ve tvaru
(4.121) V(x) = x" B(x) x,

kde B(x) je symetricka matice. Casova derivace funkce V(x) v disledku soustavy
(4.120) je zfejme

E‘_K =x! P(x) x,
dr {4120y

kde matice
P(x) = AT(x) B(x) + B(x) A(x) + B(x) .

Na tuto matici lze uZit Silvestrovy véty a ziskat podminky stability ve tvaru nerov-
nosti. Aplikace této metody v konkrétnich pfipadech miiZe byt znacné komplikovana.
Podrobnéji se &tenéf o uvedené problematice poudi napf. v monografii [45].

4.7. Problém optimalni stabilizace Fizenych soustav

Budeme vysetfovat nejprve obecnou soustavu, popsanou vektorovou diferencialni
rovnici

(4.122) x = f((t, x(1), u(t, x(2))),

kde vektory x, feE,, vektor ueE,, 1 < r £ n. Pledpokladame, Ze f(t,0,0) = 0
a Ze u(t,0) = 0. Funkce u(t,x(t)), i =1,...,r, pfedstavuji , fidici* parametry,
jejichZ volbou miiZeme zajistit, aby feSeni soustavy mélo urgité poZadované vlastnosti.
Jejich zavislost na feSeni x(f) znamen4 zp&tnou vazbu. Viimneme si zde jedné specialni
tlohy syntézy optimalniho fizeni. Pfedné budeme poZadovat, aby na intervalu
<0, + o0) bylo nulové feleni soustavy (4.122) asymptoticky stabilni. Tuto vlastnost
miiZeme zajistit obecn& riznymi funkcemi u(t, x()). Budeme viak jest& poZadovat,
aby nabyval své minimalni hodnoty integral z nezdporné funkce q(t, X, u)

(4.123) J= j gt x(0), u(e, x(t)) dr

Budeme pak Fikat, Ze funkce u(t, x(t)) optimdlné (ve smyslu kritéria (4.123)) stabilizuje
soustavu (4.122). DokaZeme vétu (viz nap¥.[27]), kterd dava postadujici podminky
pro optimalni stabilizaci v uvedeném smyslu.

Véta 4.8. Nech? je ddna soustava popsand vektorovou diferencidlni rovnici (4.122)
pro 1€ {0, + ), pFicems funkce f(t, x, u) je spojitd pro ”x” <Ha ”u” <U,
kde H > 0, U > 0 a takovd, %e .

(4.129) f(1,0,0)=0.
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Necht existuje pozitivné definitni funkce V(t, x), spojité derivatelnd podle viech
proménnych pro t€ {0, + ) a ]|x“ < h £ H, pficem? pro x — 0 konvergujeV(t, x)
k nule stejnomérné na intervalu 1o, + ), kde ty = 0, a necht ddle existuje funkce
u®(t, < H tyto vlastnosti:

(1) Funkce q(t, x, u°(1, x)) je pozitivné definitni vzhledem k x.
(2) Plati nerovnost

iaKJr Z—f,(rxu )+ gq(,x,u) 20,

4.125
( ) ot i=10x;

pFicemzZ pro u = u° plati zde znameni rovnosti.

Potom funkce u®(t, x(1)) optimdiné stabilizuje soustavu (4.122) ve smyslu kritéria
(4.123) a. minimdlni hodnota.kritéria je pak rovna vyrazu V(0, x(0)).

D iikaz: Funkce V(1, x) splifuje pfedpoklady druhé Ljapunovovy véty (v&ty 3.2),
takZ: funkce u(t, x) pfedpokladanych vlastnosti zaruduje asymptotickou stabilitu
nulového feSeni. Zbyva dokéazat optimalnost uvedeného FeSeni. Casova. derivace
funkee V(t, x) v disledku soustavy (4.122) je podle pfedpokladu (2) rovna

dv

= —q(t, x, u%).
gy a )

(4.122)

Tuto rovnost budeme integrovat v mezich 0, + oo, pfiemz pouZijeme asymptotic-
kou stabilitu fefeni a okolnost, Ze pro x — 0 funkce V(#, x) konverguje k nule stejno-
mérné. Je tedy

(4.126) (0, x(0)) = J :q(t, x(o), u(e, x(@)) dr .

Vezmé&me nyni libovolné u(t, x(t)), pro:néz je nulové feSeni soustavy (4.122) asympto-
ticky stabilni a necht mu odpovida feSeni X(r) s potatetni podminkou |X(0)] < h.
Diky asymptotické stabilité pro dostaten€ velka ¢ je spln€na nerovnost

(4.127) o xo) <h.

Pokud: vztah (4.127) plati pro viechna ¢ 2 0, integrujeme nerovnost (4.125) v mezich
0,;+c0 a dostavime . .. X

(w129 Y0.50) <J ale, 500, 5 %) dr

L

Jesthze vztah (4 127) pro nektera t>0 neplatl ua]deme c1slo ke(O h) tak aby
platilo
sup V(t,x) £ inf V(t x).

120, Ixl| <k 120, |ixll =k

178



Vzhledem k pozitivni definitnosti V(t, x) a jeji stejnom&rné konvergenci k nule pro
[x] — 0 takové k existuje. Omezime se na feSeni, pro n&Z |x(0)] < k. Bxistuji-li
i nadale ¢t > 0, pro n&Z nerovnost (4,127) neplati, existuje diky asymptotické stabilité
nulového feSeni nejmenst T > 0 takové, Ze nerovnost (4.127) neplati pro T a plati
pro viechna t > T. Integraci nerovnosti (4.125) v mezich T. + oo dostavame

V(T X(T) = qu“’ (1), i(t, X(1) dr

a odtud vzhledem k volbg \1)?(0)" < k a vzhledem k nezapornosti funkce q(t, x, u)
op&t dostavame nerovnost (4.128).

Srovname-li nyni feSeni x(r) odpovidajici u°(t, x(t)) s feSenim x(r) odpovidajicim
(1, x(1)), vidime podle vztahti (4.126) a (4.128), Ze pfi stejné v normé dostate&ng&
malé pocateéni podmince x(0) je

v(0. x(0)) = J-wq(r, (1), u(t, x(1)) dt érq(r, (o), 3, %) dr »

jak se tvrdi ve vété, Q.E.D.
UzZiti této véty ukaZeme na pfikladu linedrni soustavy

(4.129) X = Ax + Bu,

kde A resp. B je konstantni matice typu n x nresp. r x r, x € E,, u € E, jsou funkce
proménné ¢ a n 2 r 2 1. Budeme poZadovat, aby funkce u(t) soustavu (4.129)
optimalné stabilizovala ve smyslu kritéria

(4.130) ‘ J = ‘. (x"Q@x + u"Ru)dt,
v o

kde Q resp. R je konstantni symetrickd pozitivné definitni matice typu n x n resp.
r x r. Funkce q(t, x, u) z véty 4.8. je zde rovna podintegralni funkci ve vyrazu
(4.130). Funkci ¥(x) budeme hledat rovnéz ve tvaru kvadratické formy s pozitivng
definitni matici

(4.131) V(x) = x'Kx .

Pro optimalng stabilizujici ,,fidici* funkci u®(f) musi tedy platit rovnost v (4.125),
to jest

(xTAT + u®TBT) Kx + x"K(Ax + Bu®) + x"Qx + u*TRu® = 0
a po ﬁpr,a.vé ) .
(4132)  xT(ATK + KA + Q) x + u®"B"Kx + x"KBu® + u®"Ru® = 0.

JelikoZ nula je minimem uvedeného vyrazu vzhledem k u, musi byt v rovnosti (4.132)
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vyraz, explicitné zavisly na u, minimalni. Oznadme tento vyraz
F(u) = u"B'Kx + x"KBu + u"Ru .

Tento vyraz je skalar. Jeho parcidlni derivace podle soufadnic vektoru u musi byt
v bodé minima rovné nule, neboli musi platitproi = 1,...,r

oF(u) _

5 e/B'Kx + x"KBe; + e]Ru + u'Re; = 0,
ou

kde e; je r-rozmérovy vektor, jehoZ i-ta souradnice je rovna 1 a ostatni jsou rovay 0.
Jednotlivé s¢itance jsou ziejmé skalary, pfiemZ vzdy dva a dva jsou vzajemné trans-
ponované a tedy sobé rovné. Plati tedy ekvivalentni vztahy (pro i ='1,...,r)

e(B'Kx + Ru) =0

Yel=E,
i=1
kde E, je jednotkova matice typu r x r, dostavame
(4.133) u® = —R!B"Kx.

Miizeme tedy tvrdit toto: Pokud existuje optimélng stabilizujici fizeni u°(t), je dano
vyrazem (4.133) a plati zaroveii rovnost (4.132). Z této rovnosti uréime matici K.
Dosadime tedy do (4.132) za u® jeho vyjadfeni (4.133). Dostavame

x"(ATK + KA + Q) x — x"KB(R™")T BTKx — x"KBR™'B"Kx +
+ x"KB(R™')T RR™1BTKx = 0
neboli, uvazime-li, Ze vzhledem k symetrii R je také R™! symetricka,
xT(ATK + KA + Q — KBR™'B™K)x =0
a tato rovnost plati pro ¢ > 0. Pro spojité nenulové feSeni x(1) je tedy nutng
(4.134) KBR™IB'TK - ATK — KA -Q=0.

Vysledek, k némuz jsme dospéli, Ize shrnout takto: JestliZe existuje positivngé definitni
matice K, jeZ je feSenim Riccatiho maticové rovnice (4.134), pak vektorova funkce
u(f), dan& vyrazem (4.133), fesi tlohu optimélni stabilizace pro soustavu (4.129)
podle kritéria (4.130). Hodnota kritéria (4.130), odpovidajici optimalnimu u®(t), je
pfitom rovna

Jopr = X7(0) Kx(0) .
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