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KYBERNETIKA CISLO 1, ROCNIK 4/1968
Dynamicka optimalizicia
riadenej mnohoparametrickej stistavy
s ohraniCenim na riadiace aj riadené veliCiny

JAN ULiény

V praxi sa velmi Casto vyskytuju pripady, kedy je nutné klasf ohranitujice podmienky nielen
na riadiace, ale aj na riadené veliiny. Autor v praci dokazuje, za akych podmienok mozu byt
riadené veliiny vyvedené na hranicu dovolenej oblasti vystupnych veli¢in riadenej sustavy, za
predpokladu, Ze pripustné riadenia s z dovolenej oblasti riadenia.

1. UvoD

V dynamickej optimalizdcii riadenej mnohoparametrickej sustavy, ktordi sme
vySetrovali v prdci [1] sme predpokladali, Ze je ohraniend len mnoZina L{u), t.j.
dovolend oblast riadenia. Neklddli sme Ziadne ohranienia na zastupujici bod x,
patriaci do fdzového priestoru X,, t.zn., Ze fdzovy priestor riadenej ststavy X,
splyval s celym fdzovym priestorom X. V inZinierskej praxi st viak ovela doleZitejsie
také pripady, kedy fdzovy priestor riadencj stistavy X, nemdZe z rbéznych pri¢in
(napriklad havarijnych) splyvaf s celym fazovym priestorom X. Potom ak riadenie
u eL(u) md na riadent sustavu velky vplyv, dokonca taky, Ze zastupujuci bod x
moZe vyviest z dovoleného riadeného priestoru X,, musime z hladiska zvoleného
kritéria optimdlnosti, ktorému md riadend stistava vyhovovat, volit len také, pripustné
riadenie, pre ktoré pristusnd fazovd trajektéria zastupujiiceho bodu x leZi v priesto-
e X,.

Predpokladajme, Z¢ mdme neriadent ststavu, ktord je popisand nasledovnym
diferencidlnym systémom

dx (1)

(0 dt

= @xi(t) x2(0), .., %], x{1)o = x(0)

kde x; = x(f) si vystupné velitiny neriadenej sustavy. O funkcidch ¢, (i =
=1,2,...,n) predpokladajme, Ze su to spojité funkcie vzhladom k premennym
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(%4, X35 .- X,) 2 sU tiez vzhladom k tymto premennym spojite diferencovateIné
v priestore X. Naviac predpokladajme, Ze existuje derivdcia funkcie ¢; (i = 1,2,...,n)
podla &asu. Dalej predpokladajme, Ze procesy prebiehajiice v neriadenej stistave si
v rovine (x;, ) asymptoticky klesajice a s rastticim asom sa bliZia k osi &asu. Podob-
né procesy s touto charakteristickou &rtou sa vyskytuji oby&ajne v chémii, ekondmii,
ale aj v technickej praxi, kde maji aperiodicky charakter.

Podobne, ako v préci [1] budeme predpokladat, Ze riadenu siistavu moZeme popi-
sat diferencidlnym systémom

(1.2) QZ‘T@) = o [x:{t), %,(t), .., x, (&)1 + by uft), x{to) = x{0) (i =1,2,...,n)

a dovolent oblast riadenia L(u) vyrazom
(1.3) lul g1 (i=12..,n).

O koeficientoch by; (i = 1,2, ..., n) predpokladajme, Ze st to redlne &isla, ktoré
nie s vietky rovné nule. Z rovnice (1.2) vidime, Ze neriadentt stistavu (1.1) by sme
dostali, keby sme sigin by; u(f) poloZili identicky rovny nule.

V préci [1] sme si dlohu optimdlneho riadenia v riadenej ststave definovali nasle-
dovne.

Definicia 1. Budeme hovorit, Ze procesy, prebiahajiice v riadenej ststave st opti-
madlne, ak v kaZdom Sasovom okamZiku ¢ = 0 vystupné veli€iny riadenej sustavy
x; = xt) vyhovuju systému (1.2) pro poSiatoénych podmienkdch x,(0) a kritériu
optimalnosti

(1.4) D(t) = min Y. |x,(t})| ,
v i
za predpokladu, Ze riadenic v je z dovolenej oblasti (1.3) a n- je rdd riadenej sustavy.

Prevedme si diferencidlny systém (1.2) popisujlci riadent sfstavu na diferenény
systém, t.j. na tvar

(1-5) Xi,N+1 = HI,N(XI,N: X2,N> -+ xn,N) + Abju;n, Xio= xi(o) s
kde
(L.6) Hi (%130 X280 -0 %) = Xioy + AOLX1 35 X2 05 -+ X )

a miesto kaZdého okamZiku ¢, t = 0 uvaZujme len hodnoty
(L.7) ty=NA, N=0,12,...

kde 4 je malé kladné &islo, predstavujiice prirastok ¢asu pri prechode riadenej sustavy
z jedného stavu x; y do stavu druhého, t.j. do x; y+;. Potom kritérium optimdlnosti




(1.4) prechddza do tvaru

(1.8) Dyyy = min lex,-,NH[ (N=0,1,2,..),
kde

(1.9)
XiN+1 = H:‘,N(xl,Nv X3 Ny ones x,,'N) + Abv; y (i =1,2,...,n,N=10,1,2, )
a v; y je pripustné riadenic z dovolenej oblasti (1.3) na N-tom stave riadenej siistavy.
Nech
(1.10) U (¥ 1,8 X200 -0 Xaw) = O5n(X1 .00 X205 05 X )
(i=12..,mN=0,12..)

st zlozky vektora optimdlneho riadenia u z oblasti (1.3), ktoré minimalizuja vyraz
(1.8). Potom po dosadeni vyrazu (1.10) do rovnice (1.9) dostdvdme vyraz (1.5), ktory
ndm predstavuje diferendny tvar rovnic riadenej ststavy.

V prdci [1] bol odvodeny nasledovny algoritmus pre vypocet zloZiek optimdlneho
riadenia (1.10)

+1 ak Hoy < —4by,

H; x
(L112)  uy N1 Xaws vos X)) = 3 — —2F ak  —dby; < H,y < 4by,
-1 ak Hi,l» = /]b“

preb;>0a(i=12..nmN=012.)a

+1 ak H;y 2 —4b,;,
(L11b) vy (s s Xz s oo Xuw) = 4 — IZ—E)E ak  Ab; < H;y £ —4b;,
-1 ak Hi,N < Aby

preb; <0a(i=12..,mN=0,12,..).

Realizdciu vypodtu zloZiek optimdlneho riadenia podla algoritmu (1.11) a diskrét-
nych zloZiek optimalnej fizovej trajektorie riadenej sistavy (1.5) prevddzame nasle-
dovne:

Predpokladajme, Ze stav riadenej sistavy (1.5) v Casovom okamZiku ty = N4
sme uZ vypoditali, t.j. Ze pozndme stradnice (X, ,y, X2 x» ---» Xn ) Zastupujiiceho bodu
xy. Potom z vyrazu (1.6) vypoditame hodnoty funkcie H; y v bode xy pre (i = 1,2, ...
..., ). Za pomoci hodndt funkcii H, y uréime zloZky vektoru optimdlneho riadenia
U, §(X1,35 X285 -+ +» Xa,y) 2 algoritmov (1.11). Zo zndmych hodnat zloZiek optimdineho
riadenia u; y na N-tom stave riadenej siistavy vypotitame (N + 1)-vy stav sistavy
z vyrazu (1.5). Vypodet na (N + 1)-vom stave a dalsich sa opakuje ako na N-tom
stave.
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Vypodet ukondime, ak pre niektoré N plati vyraz

(1.12)

Xiner = Xin| S (i=1,2,..,n)

kde ¢ je predom zvolend mald kladnd konStanta, vyplyvajica z presnosti vypoctu.

Vysvetlime si teraz, aké ohrani€enia procesov prebichajiicich v riadenej sustave
budeme uvaZovaf. Pfedovictkym v§imnime si toho délezitého predpokladu, Ze
procesy, prebiahajuce v neriadencj sustave nepretinajii os asu v rovine (x; t).
V mnohych praktickych pripadoch je nutné dodrZaf tito podmienku aj u riadenych
procesov, kde v Ziadnom pripade nesmieme dovolit, avy riadené procesy nadobudali
zdpornych hodndt. Podla predpokladu je neriadend sustava stabilnd. Riadend
sistava vzhladom na to, Ze procesy v nej prebichajiice maji vyhovovaf kritériu
optimdlnosti (1.4), bude tieZ stabilnd. Aviak vobec nie je zarudené, Ze procesy v ria-
denej sustave budld vyhovovaf podmienke xi(t; 2 0 pre kazdé ¢ = 0. Ak je nutné
dodiZaf tito podmienku, potom algoritmus vypo&tu optimdlneho riadenia (1.11)
ostdva nezmeneny, t.j. plne reSpektuje pri realizdcii vypodiu ohranidenia x(t) = 0,
t 2 0, musime v8ak vydelif oblasf podiatoénych podmienok E(O) riadenej sustavy
z priestoru X, pre ktort plati, e ak je vektor poSiatotnych podmienok x(0) =
= (x4(0", x5(0), ..., x,(0,) z tejto oblasti potom procesy prebiahajice v riadenej
sustave vyhovujiice kritériu optimdlnosti (1.4) nepretinaji os &asu pre t = 0. Sformu-
lujme si Glohu optimélneho riadenia za tychto podmienck do nasledovnej definicie:

Definicia 2. Budeme hovorif, Ze procesy; prebiehajice v riadenej ststave su opti-
mdlne, ak v kazdom &asovom okamZiku t = 0 vystupné veli¢iny riadencj ststavy
x; = x(t) vyhovuji systému (1.2) pri po&iatodnych podmienkach x(0) e E(0), kritériu
optimélnosti (1.4} za predpokladu, Ze pripustné riadenie je z dovolenej oblasti (1.3)
a — su nezdporné pre kazdé ¢ > O.

Druhym typom ohraniéenia na riadeny proces x(t) modze byl napr. oblas{
G,,(x, u = 0, ktorti dostaneme ako rozdiel bodov priestoru X a bodov riadeného
priestoru X, t.j. G, = X — X,. Riadeny priestor je dany potom nasledovne: X, =
= X — G,. Je zrejmé potom, Ze zastupujici bod, pohybujici sa po fazovej trajektorii
riadenej stistavy nesmie prekro&it hranicu riadeného priestoru X, t.z. Ze pre zastupu-
juci bod x a riadenie u musi platif podmienka G,(x, u} = 0. Vyjadrime si oblast
G,(x, u’' parametricky, kde parametrom je &as t. Potom plati, Ze pre riadeny proces
musi byf splnend podmienka g{r) = 0, kde g(t) = x(t) — h(t), (i = 1,2,...,n)
pre kaZdé t = 0. O funkcidch h; = 1) predpokladajme, Ze sii to funkcie dostatotne
hladké, ktorych derivdcia podla &asu je zdpornd, t.j. plati: h'i(t) < Oprekazdét = 0
a naviac nech h; = hr) < x(t) pre kazdé t = 0 a (i = 1,2, ..., n), kde x{(f) st
procesy, prebichajice v neriadenej ststave, tzn. %e x{(f) (i = 1,2, ..., n) vyhovujii
systému (1.1) pri potiatotnych podmienkach x(0). Podmicnka hi(0) < 0 vyplyva
z podmienky konvergencie zastupujuceho bodu x k podiatku suradnicového systému
priestoru X,. Podmienka h(t) < x{(f) vyplyva zo skutocnosti, e z hiadiska uvazo-
vaného kritéria optimdlnosti (1.4), ktorému maju vyhovovaf procesy v riadenej



ststave by nemalo zmyslu zaddvat napr. opa¢né ohranitujiice podmienky (t.j. h (1) >
> x‘,’(t\,) I v tomto pripade algoritmus na vypolet zloZiek optimdlneho riadenia
(1.11) zostdva nezmeneny. Je viak treba dokdzaf, Ze zloZky optimdlneho riadenia
uf(t), ktoré maji vyviest ricsenic systému (1.2) pri podiatoénych podmienkach x(0)
na hranicu dovolencj oblasti G, a ktoré sidasne musia vyhovovat kritériu optimal-
nosti (1.4), patria do dovolenej oblasti riadenia (1.3), t.j. Z= plati podmienka u* € L/u).
Predpokladajme, Ze procesy, prebichajuce v riadenej stistave majii vyhovovaf jednému
aj druhému typu ohranifeni, t.zn., Ze na riadené procesy kladieme poZiadavku nielen,
aby boli nezdporné pre t = 0, ale naviac aby zastupujici bod fdzovej trajekidrie
riadenej sustavy, vyhovujici kritériu optimdlnosti (1.4) nadobudal hodndt pre ktoré
plati podmienka G,(x, u) = 0 za predpokladu, Ze uvaZujeme dovolend oblast ria-
denia (1 .3). Definujme si optimdlny riadeny proces v tychto podmienkach nasledovne.

Definicia 3. Budeme hovorif, Ze procesy, prebiehajice v riadenej sistave su opti-
mdlne, ak v kaZdom &asovom okamiiku t = 0 vystupné veliiny riadenej sustavy
x{t) vyhovujii systému (1.2) s poGiatofnymi podmienkami x(0) e E(0), kritériu
optimélnosti (1.4) pri podmienke (1.3), st nezdporné a plati pre ne podmienka
g i(t) = 0.

V dalgich &astiach tejto prdce sa budeme zaoberaf optimdinymi procesmi defino-
vanymi v definiciach 2,3 a nakoniec celit problematiku pouzijeme pri vypoltu opti-
madlneho riadenia na konkrétnej stistave na ktord budi naloZené ohranifenia. ako
na riadiace, tak aj na riadené veliCiny.

2. VYDELENIE OBLASTI POCIATOCNYCH PODMIENOK E(0)

Skér neZ uréime oblast pociatoénych podmienok E(o), pre ktoré md systém (1.2)
nezdporné rieSenie x(t) = 0 vyhovujice kritériu optimdlnosti (1.4), pri€om pripustné
riadenie je z dovolenej oblasti (1.3), dokdZeme si niekolko viet, ktorych budeme poz-
dejie pouZivat.

Veta 1. Nech procesy, prebiehajiice v neriadenej siustave (1.1) su asymptoticky
klesajucimi procesmi pre ktoré plati
(2.1) limx{(t) =0 (i=12..,n).

=
Potom funkcie o [x,(1), x5(t), ..., x,(8)] (i =1,2,...,n) sit rasticimi funkciami
Casu a klesajucimi funkciami parametru x = (xl, X0 cees Xp)e

Dokaz. PreloZme v pravouhlom stradnicovom systéme (Z, x;) priamku &(z) =
= k;t + v; tak, aby mala v okam¥koch t; a t; (f; < #3) s procesom x; = x(t)
spolo&né body &(t;) = x(t,) a &(t;) = y{ts). Je zrejmé, Ze ak sl splnené predpo-
klady vety 1, plati pre fubovolné 1,, t; < t, < t5 vztah

(2.2) fi(tz) > xi(tz) .

45
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Priamka £, idiica cez body x(t;), x(t5) v okamZikoch ¢, t; md rovnicu

23) E(1) = xft2) + [xts) = x(ts) -tts_}’i

Ked berieme do tivahy nerovnost (2.2) bude pre vzfah (2.3) v okam¥iku ¢ = ¢, platit
@4 x(12) < xft) + [xlos) = ()] 2=

Po menSej Giprave nerovnosti (2.4) dostdvame

(2.5) xt2) (t3 — t;) < x{t1) (s — 1) + [xdts) — x(t)] (£ — 2,) .

Po prevedeni naznaSenych operdcii v nerovnosti (2.5), po odpocmml od kaZdej
strany sucinu x (tz) t, a po men3ej uprave dostdvame

(2.6) [xit2) = x{t)] ts — [xi(ta) — x(t)] 12 < [xts) —x{t2)] 12 ~
= [x{ts) = x{t2)1 115

alebo
(2.7) Brita) ~ x (001 (55 — 12) < [x{t2) — x(12)] (12 — 1a) -
PretoZe plati 0 < t; < t, < t; plati aj nerovnost

(2.8) x{tz) — x{t:) < x{(ts) — x{t2) .

th—1 ty—t,

Ak plati nerovnost (2.8), plati samozrejme aj nerovnost

09) dazgtl) = i X0 = 31 _ o 3 = x(t) _ dxft)
t

1 Loty — 1 3o i3 — I dt,

t.zn., Ze plati

(2.10) dxt) _ dxft) ’
dt, dt,

ale z (1.1) vyplyvé, Ze

i) ) o) ) me)] (=12,

(2.11b) dx (tZ) = ox,(tz), xz(tz). wx{t)] (=1,2,..,n),



Z nerovnosti (2.10) potom vyplyva nerovnost

(212) @[x:(t0), x2(ts), ..o 1)) < @:Lx1(82), %5(E2)), s xot2)] (=1, 2,0, m).
Podla predpokladu vety 1 pre Iubovolné 4, t,, pre ktoré plati nerovnost

(2.13) 0=t <t,,

plati, Ze

(2.14) x{ty) > x{t;) (i=12...n).

Z nerovnosti (2.13), (2.14) a (2.12) je zrejmé, Ze funkeia ¢, (i = 1,2, ..., n) je rastd-
cou funkciou &asu a klesajucou funkciou paramatru x = (Xu X2, oo X,), $O sME
mali dokdzat.

Pozndmka. PretoZe pre IubovoIné t,, 15, t;, pre ktoré plati 0 < t, < t, < 15 plati
aj nerovnost x,(t;) > x{t,) > x(t;), budii platit aj nerovnosti t, — t, > 0, t; —
— t; > 0ax(t;) — x{t;) <0, x{t5) — x{t;) < 0. Potom z nerovnosti (2.8)—(2.12)
vyplyva, Ze @[x:(ty), %2(t1), - Xa(t)] < @i[%1(22), %5(t2), ..o %f22)] < O, alebo
obecne pre t = 0 plati, Ze @,[x,(t), x2(), ..., x,()] < 0.

Veta 2. Nutnou a postalujiicou podmienkou k tomu, aby procesy v neriadenej
sustave (1.1) pre lubovolné ty, t,, ty, pre ktoré plati nerovnost 0 < t; <t < 13,
vyhovovali nerovnosti (2.4) je aby

(2.15) <p;=§d5’5>0, t20 (i=12...,n).
t

Ddkaz. a) Nech xt), t 2 0 vyhovuje nerovnosti (2.4). Potom ale podla vety
1 je ¢, rastucou funkciou &su. Pre rasticu funkciu &asu, ktord md pre kazdé ¢t = 0
derivdciu (i sme predpokladali pri formuldcii neriadenej ststavy (1.1)) nutne musi
platit @} > 0. b) Podmienka ¢; > 0 je aj postadujiicou podmienkou k tomu, aby
x{1), t 2 0 vyhovoval nerovnosti (2.4). Skutotne, predpokladajme, Ze ¢} > 0.
Je zrejmé, Ze potom funkcia ¢; je rastucou funkciou Sasu pre kazdé t = 0. Potom pre
kazdé t;, t,, pre ktoré plati nerovnost 0 < t; < t, plati aj nerovnost (2.12), ktori
sme dostali tpravou zo vzfahu (2.4) za predpokladu, Ze pre fubovolné t;, t,, t5
platila nerovnost 0 < t; < t, < t3. Tym je veta dokdzand.

DokdZeme si teraz nasledujiicu vetu, ktord ndm hovori o maximdlnom spdde
riadeného procesu v rovine (t, xi).

Veta 3. Nech pre funkciu ¢; plati podmienka (2.15). Dalej nech procesy x{t) > 0
a y,(t) > x(t) > 0, t = O sit procesy prebiehajiice v riadenej sustave (1.2), ktoré
vyhovujit kritériu optimdlnosti (1.4) za predpokladu, Ze pripustné riadenia uyt) a
(1) sit z dovolenej oblasti riadenia (1.3). Potom platia nasledovné vzfahy:

41
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a)

(2.16) o [x(t), xo(8), .., x{t] + byufb) <0 (i=1,2,...n)),
kde

(2.172) uft)=—1 ak b;>0 (i=12..,n),
(2.17b) u{t)= 1 ak by <0 (i=12..,n)

pre x{t) > 0,1 =0,

b)

(2.184) ft)> ~1 ak b;>0 (i=1,2,...,n),
d{y< 1 ak b;<0 (i=1,2,..,n)

pre nt) > x{t) > 0, t = 0.

Dékaz. a) V préci [1] bola zdbraznend td skutonost, Ze vyraz (1.8) t.j. Dy, pre
niektoré (N = 0, 1,2, ...) dosiahne svojej minimdlnej hodnoty vtedy a len vtedy,
ak dosiahnu minimum pre kazdé (i = 1, 2, ..., n), vyrazy ]xi'N+,| za predpokiadu,
7z pripustné riadenie v, y je z dovolenej oblasti riadenia (1.3). Predpokladajme, Ze
premennd ¢ = 0 sa meni nespojite po malych kladnych intervaloch 4. Potom namiesto
Dy mdZome pisaf D(t + 4 anamiesto |x; v | vraz [x,(t + 4)]. Potom pre kazda
hodnotu x{t} > 0 a x{t + 4) > 0 a pre v(t) z dovolencj oblasti riadenia (1.3), je
maximédlna vzdialenost v rovine (t, x;) medzi polohou bodu x(z) a polohou badu
pre ktory plati min |x,(¢ + 4)| dand vyrazom

(2.19)  x(f) —min |x{t + 4] = max |xf) — x{t + A;’ (i=12...,n).

Upravme si vyraz (2.19) takto

(2:20) min |x{t + 4)] = x(t) — max [x() — x{t + 4)| (=1,2,....,n).
vi L

Z vyrazu (2.20) je vidict, Ze vyraz |x(t + 4)| nadobuda svoju minimalnu hodnotu
v tom istom bode v;, v ktorom vyjraz [x(t) — x(t + 4| nadobuda svoju maximalnu
hodnotu. Tuto skutolnost si mdZeme lahko overif na zdklade platnosti vzfahu:
max (—pt;) = —min p,. Prevedme si diferencidlny systém (1.2) na diferen¢ny a berme
do tdvahy obecné pripustné riadenic v(t) z oblasti (1.3). Je zrejmé, Zc potom plati

@21) x{t + 4) = x(8) + Ap[xs(D) %), o %] + Abyv(t) (i = 1,2, m)
Potom tieZ plati
(222) max |x{f) — x{t + 4] = max |~ o [x,(t), x2(£), ..., x,(t)] — 4b;; v(8)]

(i=12..n)



Z pozndmky za vetou 1 vyplyva, Ze ¢; < 0. Potom, ak predpokladdme, Ze b;; > 0
bude vyraz (2.22) maximdlny vtedy a len vtedy, ak pre optimdlne v}(f) z oblasti (1.3)
plati: vf(f) = ut) = —1 a pre b; < 0: uj(t) = u(f) = 1. Potom je zrejm¢, Ze
stdin by uf) je vidy zdporny. Suma dvoch zdpornych funkcii ¢, + by, je ticZ
zdpornd funkcia. Tym st dokdzané vzfahy (2.16) a (2.17).

b) Je zrejmé, Ze maximdlny spdd riadeného procesu x,(f) > 0 urluje riefenie
systému (1.2) za predpokladu, Ze u (1) vyhovuje podmienkdm (2.17). Predpokladajme
teraz, Ze procesy prebiehajlice v riadenej sustave (1.2) nemdZzu z nejakych pricin
sledovaf proces maximdlneho spddu, ale moZu prebiehaf len po krivke n,(t) =
= x(t) + 6 (kde & je malé kladné &islo) za predpokladu, ¥e #; je z dovolenej oblasti
riadenia. Treba dokdzaf, Ze pre toto #(t) platia potom vztahy (2.18). Postupujme
naledovne. Dosadime ricenie #,(t) a jemu prishuni funkciu #(z) do systému (1.2).
Dostaneme

(2.23) d%‘(') = om0 nat), D] + bui(®) (=1,2,...n),
ale

29 40 Ly h o) = P g L0 50] + bl

Z vyrazov (2.23) a (2.24) potom plati

(2.25) @ n(0), ma(2), .o O] + b @i{t) = @i[x(8), x5(1), .-, % ()] + by ut)
(i=12..n

PretoZe podla predpokladu vety 3 je n(f) > x(t), plati podla vety 1 nerovnost

(226) @ ni(0), mx(0), ..., nd)] < @[xi (1), x2(1), ., x )] (i=1,2,...,m)

alebo

(227)  ons(1), n20t), o n8)] — @ifxa(6), %a(t), . x (D] <O (i=1,2,...,n).

Z nerovnosti (2.25) a (2.27) vyplyva vyraz

(228) bufult) — (1) = oLm(2) na(0). -, mO] = @lx:(0), x5(8), ... x(0] < 0
(i=12..n) '

alebo

(2.29) baufe) — 5{) <0 (i = 1,2, ...,m).

Potom, ak predpokladdme, Ze b;; > 0 bude vyraz (2.29) zdporny vtedy a len vtedy,
ak plati @; > u; = —1 a pre b;; < 0:4; < u; = 1, o sme mali dokdzat. Tym je
veta dokdzand.
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Vyslovme si teraz vetu, ktord ndm urduje oblast potiatoénych podmienok E(o)
pre riadené procesy uréené definiciou 2.

Veta 4. Nech oblast E(0), t.j. oblast poiatoénych podmienok riadenej siistavy
(1.2) vyhovujiicej kritériu optimdlnosti (1.4) za predpokladu, Ze pripustné riadenie
je z dovolenej oblasti (1.3), je dand systémom nerovnosti

(2-30a) @i[x1(0), x5(0), ..., x,(0)] > 0 (i
(2.30b) @i[x1(0), x5(0), .., x,(0)] + B2 0 (i=1,2,....n),

1

1,2,...,n),

kde B;; = lbil.| (i = 1,2,...,n). Potom procesy prebichajiice v tejto riadenej siistave
st nezdporné pre kazdé t = 0.

Dokaz. a) O procesoch prebichajucich v neriadenej ststave {1.1) sme predpo-
kladali, Z¢ si to asymptoticky klesajiice procesy vyhovujice podmienke (2.1). Ako
sme ukdzali vo vete 1, tieto procesy vyhovujii nerovnosti (2.4). Vo vete 2 sme dokézali,
Ze nutnou a postadujicou podmienkou k tomu, aby procesy prebichajuce v neriadenej
stistave vyhovovali nerovnosti (2.4) je platnost nerovnosti (2.15) pre kadé 1 = 0,
gize aj pre t = 0. Z toho uZ vyplyva nerovnost (2.30a). .

b) Za predpokladu, Ze procesy, prebichajiice v neriadenej sustave vyhovujlice
systému (1.1) a podmienke (2.30a) mdme dokdzaf, Ze procesy prebichajiice v riadencj
stistave vyhovujice systému (1.2}, podmienkam (1.4) a (1.3), st nezdporné, ak plati
podmienka (2.30b). UvaZujme nasledovne: Po prevedeni diferencidlneho systému
(1.2) na diferendny, dostdvame vyraz (2.21). Predpokladajme, Ze namiesto koeficienta
b;; sme dosadili do systému (2.21) nejaké redlne b} + 0. PoloZme si teraz takito
otdzku. Aké musi byt by pre konkrétne i = kv systéme (2.21), aby optimdlny pricbeh
procesu x,(1) bol nezdporny t.j. aby platilo x(f) = 0. VySetrujme najprv pripad, pre
aké by, bude od urgitého okamZiku ¢ = t* > 0 optimélny proces x,(f) v rovine (¢, x,)
identicky rovny nule. Zo systému (2.21) pre i = k s koeficientom b} dostdvame
rovnicu

(2.31) xft + 4) = x, (1) + A [x,(1), x5(1), ..., x, ()] + Abj, w, (1) .

Ak mé platit pre urCité ¢ = t* : x,(t) = 0, potom samozrejme bude platit aj
x(t + 4) = 0. Potom z vyrazu (2.31) vyplyva

(2:32) o[ x:(8), x2(8), s % (0)] + B (D) =0, =¥,
Upravme si vyraz (2.32) nasledovne
(2.33) bg ult) = — @i x4(2), x0), ..o xf8)], 12 ¥,

(233a) b wd0)] = B ()] = |@lxa(t), x:(8), .o O], 1=,

(2.33b) . |uk(t)| _ ](pk[xl(t), xz(t),l. . .,lxk(t), ceny ’C,,(t):”
by

A

t= 1t



Potom z vyrazu (2.33b) plati
(2.34) lodlx: (D, oo xilt) . x(E] S|P, 12 e*.

Z nerovnosti (2.34) vyplyva, Ze ak optimdlny proces x,(t}) md byt od urditého oka-
miku ¢ 2 ¢* identicky rovny nule v rovine (¢, x,), musi byf by v absolitnej hodnote
vatsie, alcbo nanajvys rovné funkcii @ [x(t), ..., x(f), ..., x,()] v absoliitnej
hodnote pre ¢ Z t*. Z realizdcie kritéria optimdlnosti (1.4) na riadend ststavu (1.2)
a z dokazu vety o maximdlnom spdde optimdlneho procesu x(f) > 0, t = 0 plati
pre kaZdé i + k merovnost: x(1*) < x[0). Pre i =k plati: 0 = x,(t*) < x,(0),
t = t*. Potom podla vety 1 plati nerovnost

(2.35)  @u[x4(0), ..., x0), ..., x,(0] > @ufx,(8)s .0 x8), .o %], 12 1%

PretoZe ¢, je zdporné bude platit aj nerovnost
(2.36) |@u[x1(0), v os %0), ooy %O ]) < {@ulxa (0 oo Xi(8), - X (][, £ 2 1%L

Predpokladajme teraz, Ze pre niektoré redlne by, == O plati

(2.37) |6 Z |@i[%1(0) -..r %(0), ..., x,(0,]] .
Potom z nerovnosti (2.36) a (2.37) vyplyva
(2.38) [@ul%1(8)s oo 2i8)s s X, (O] < |0il £ 2 1%

Z nerovnosti (2.34) a (2.38) vidime, Ze na koeficiente by, je kladend prisnejsia
podmienka, o zaruduje, %e ak by, udrZi proces x(2), t = t* na nulovej hodnote
v rovine (t, X, potom ho udrZi uréite aj koeficient by,. Ak dosadime do nerovnosti
(2.37) Pu za ]bkkl a zo skutoénosti, Ze ¢, < 0, dostaneme po Uprave odtialto vyraz
(2.30b) za predpokladu, Ze i = k. Pre (i = 1,2,..., n), i = k by sme vjraz (2.30b)
dokdzali podobnym spdsobom.

Teraz si dokdZme, Ze vyraz (2.30b) je splneny aj pre x(t) > 0, t = 0. Podla vety
o maximdlnom spédde pre x{r) > 0, t = 0 plati

(2.39) o[ % (8 X1, X (] + Duout) <0, t2Z0.
Upravujme si nerovnost (2.39) nasledovne
(2.40) by w(t) < =@ x(8), ..o x(t), ., x(8)], t20,
(2.402) b ult)] = |bia] [ual8)] < |@elea(8)s oo X2 o % (8]}, 220,
(2.40b) u(t)] = ARG ...i:kflt),‘.., ey vz

i

Potom z vyrazu (2.40b) plati
(2.41) lodx1(®)s s 20 s xl0]] £ |bua]» 2 0.
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Ak dosadime do nerovnosti (2.41) B 22 |bul a bereme do tivahy, Ze @, je zépornd,
potom dostdvame nerovnost

(242) %1 (B)s e (D5 %D] + B2 0, 20,

Podobne by sme previedli dokaz pre kaZdé (i = 1,2,...,n), i + k. Tym je veta
dokdzand.

Pozndmka. Z dokazu vety 4 vyplyva, Ze ak pre f;;, (i = 1, 2, ..., n) plati podmienka
(2.30b) za predpokladu, Ze plati aj (2.30a) budd optimdlne procesy vyhovovat
definicii 2.

3. VYVEDENIE RIADENEHO PROCESU NA HRANICU OBLASTI
g{()z0, (i=12,...,n)

Budeme sa zaoberaf riadenymi procesmi, ktoré sii definované definiciou 3. V {ivode
sme si oblast G,(x, u) = 0 urgili parametricky takto: g(f) Z 0, kde ¢(t) = xj(t) —
= 1), (i = 1,2,..., n), kde x}(¢) je optimlny riadeny proces vyhovujici definicii 3.
Aby pri dalich uvahdch nedochddzalo k omylom, alebo zdmene procesov vyhovuji-
cich réznym podmienkam, vysvetlime si ich oznadenia, ktoré budeme pouZivaf.
Predovietkym budeme predpokladaf, Ze tak neriadend ako aj riadend sustava md
potiato&né podmienky z oblasti E(o). Potom pre ¢ Z 0

x(t) — je proces prebichajici v neriadenej sistave vyhovujicej systému (1.1),
x{t) ~ je proces vyhovujici sitasne def. 2 a vete o maximdlnom spéde,

u{t) — riadenie prisluiné k procesu x (1),

x7(f) — je proces vyhovujici definicii 3,

ui(f) — riadenie prislu$né k procesu x}(t),

£ — xio),

#t) — riadenie prisluiné k procesu £(t).

DokdZme si teraz vetu, ktord ndm rie§i vzdjomny vzfah ohranideni g(t) > 0,

(i=1,2,...,n) a L(u) vzhladom k optimdlnemu procesu xF(0).

Veta 5. Nech funkcia hft) (i = 1,2,...,n), t = 0 vyhovuje nasledovnpm pod-
mienkam

(3.12) ht) <x{(t), tz0
(3.1b) h(ry<o , tz0.
Aspoii pre niektoré t, t > t; nech plati

(3.1c) ht) > x{1).
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(3.14) hit:) = x{t)

a konelne nech plati

(3.1¢) Bt) > xi(t) pre ;1< 9,
a
(3.11) hi(t) < xi(t) pre t= 9,

Dalej nech optimdlne procesy x¥(£) vyhovujii systému (1.2) pri pociatoénych pod-
mienkach z oblasti E(0) a kritériu optimdlnosti (1.4). Potom na to, aby optimdlny
riadeny proces xi(t) bol vyvedeny na hranicu oblasti g(t) = O staéi, ak prislusné
riadenie ui(t) je z dovolenej oblasti riadenia L{(u), t.j. z oblasti (1.3).

Dokaz. Ddkaz budeme prevddzat po nasledovnych Sasovych tisckoch a) 0 < ¢ <
St,b)tSsr< 8,002,

a) Pre 0 <t < t; vyplyva z vyrazov (3.1b) a (3.1d), Ze x,(1] 2 ht). Proces x()
prebiehajuci v rovine (¢, x;) maximdlnym spddom nemd s funkciou ht) spoloéné
body aZ na okam¥ik ¢ = t,. Potom proces xi(t), t < t; je totoZny s procesom x(t),
t.j. plati xF(t) = x{t) pre t < t;. Tz, Ze aj uf(1) = u2), t £ t;, Sige uf(t) je z L(u).

b) Pre t; < t < 9, platia nasledovné Gvahy: Je zrejmé, Ze x () vyhovuje systému
(1.2). Napi¥me si toto rieSenie pre t 2 t,; [3]

t

(3.2) x(f) = x{1;) + J‘ {o[x:(x), x2(x), .., %()] + buufr)}de (i=1,2,..,n).

ti

Vyraz (3.2) urtuje priebeh procesu maximdlneho spadu. Dalej uvaZujme nasledovne.
Ak md optimdlny proces riadenej sustavy prebiehat po urgitej krivke, musi tato krivka
tic% vyhovovat systému (1.2). Potom dostaneme pre t = ¢, t < 9;

t
(3.3) hyr) = hyt) +j {@[hi(7), ha(2), ..., R(D)] + by uf(z)} de
ti
(i=12..,n).
PretoZe na tomto &asovom Useku plati podmienka (3.1¢) plati tu urdite i podmienka
(3.1c). Z hladiska definicie 3 bude proces x}(f) najoptimdlnej¥i, ak bude totoZny

s krivkou h(t), t.j. ak plati x}(f) = h{1). Z nerovnosti (3.1c), (3.2) a (3.3) vyplyva
pre kazdé (i = 1,2, ..., n) nerovnost

(3:4) ne) + f

{@[hi(0), hyx), ...y (D] + by uf(e)} dv >

1
i

> xt) + J o Lxi(®)s oo 50)] + b u(2)}
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Ak bereme do livahy (3.1d) méZeme si vyraz (3.4) upravif nasledovne

(3.5) I '_{(pi[hl(z), e D] = @xa(D) oo 0)] + bis u(e) — by ui(e)} de > 0

a dalej

G6)  lh(h . (D] = @Lxi()s o x,(1)] + b u(®) = by uft) > 0
alebo

(3.7) @ hy(0), - B(D] = @ [x1(8), s x,(0)] > bisuft) = by ui(?).

PretoZe dalej podla vety 1 plati pre h; > x; nerovnost @[ Ay, ..., h,| < @.[x;, ..., x,],
alebo @[hy, ..., h,] — @[xy, ..., x,] <0, plati potom

(38) 0> @[h(1), ... ()] — @i[x:(1), ..., x(6)] > biuft) = (7).

Z nerovnosti (3.8) vyplyva

(3.9) 0> by uft) — byul(t),

alebo .

(3.10) - by uf(t) > by uft).
Potom pre

(3.11a) bi > 0= ui(t) > uff) = ~1,
(itb) by<0=ul(t) <uf)= 1.

Pozndmka. uft) = —1pre b; > 0auft) = 1 pre b;; < 0 vyplyva z vety o maxi-
mdlnom spdde.

Vidime, e pre t; £ t < §; je v pripade (3.11a) riadenic u}(r) ohranitené zdola
a v pripade (3.11b) ohranidené zhora. Kvoli tiplnosti musime dokdzat, Ze riadenie
u;(f) je v pripade (3.11a) ohranidené aj zhora a v pripade (3.11b) aj zdola. Postupuj-
me nasledovne. Ak md byt £(t) = x,(0) rieSenim systému (1.2) musi pre kaZdé
(i =1,2,...,n) platit

dg 1)  dx,0)

3.12 S o [%4(0), s Xu(0)] + by 1(t) = 0.
(3.12) o P ?:x,(0) (0] 0]

Odtial plati
(3.13) by () = — o [x4(0), - x,0)] .
Z vety 4 vieme, Ze plati nerovnost

(3.14) Ibii{ = ](0:["1(0)’ cee x,,(O)]I B



alebo pre 55
(3.152) by > 0= b; 2 —¢][x,0),...,x,0)],

(3.15b) b <0= —b; = —¢[x,00),...,x,0]

(¢: < 0). Potom z nerovnosti (3.15a) a z vyrazu (3.13) plati

by > 0= by it) = —@[x,(0), ..., x,(0)] < by
alebo

(3.16a) by aft) < by,
aft) 1.
Z nerovnosti (3.15b) a z vyrazu (3.13) plati

b; < 0=>by f‘i(t) = “¢i[x1(0)7 s x,.(0>] < —b;
alebo

(3416b) by; ﬁi(t) £ —by,
)z —1.

Z druhej strany po dosadeni h(f) a uj(t) do systému (1.2) a z nerovnosti (3.1b)
a vyrazu (3.12) pre kaZdé (i = 1,2, ..., n) dostdvame

(B17) @ [h(), .y (D] + by ul(r) < @:[x1(0), ..., x, (O] + by ult).

PretoZe (3.1a) plati aj pre t = 0, potom vzhladom na vetu 1 upravme si nerovnost
(3.17) takto

(3.18) 0 < @ hy(E) .o, 1(t)] = PLx1(0)s s %0)] < by At) — by ul(t) .

Potom plati

(3-19) by uf(t) < by dfl).
Odtial pre

(3.20a) by > 0=u}(t) < aft),
(3.20b) by < 0= uf(t) > afr).

Ked bereme teraz do tivahy nerovnosti (3.16a) a (3.20a) dostdvame
(3.21a) by>0: ufty<a{) =1,

alebo nerovnosti (3.16b) a (3.20b)

(3:21b) by <0: ui(t)>a() =z —1.



Z nerovnosti (3.212) vidime, Ze u}(t) je aj zhora ohranifené pre b;; > 0. Podobne
z nerovnosti (2.21b) vyplyva, Z¢ u7(t) je ohranifené zdola pre b;; < 0. Tym sme
dokdzali, Zz uf(t), t; < t < 9; je z dovolencj oblasti riadenia L(u).

¢) Nech pre kaZdé ¢, t = 9, plati podmienka (3.1f). Potom ak v okamZiku t = 9,
nadobudol proces vyhovujici def. 3 v rovine (¢, x;) polohy xi(f) = h{t), mdze sa
dalej od tohoto okamZiku pohybovaf nanajvys podla vety o maximdlnom spdde
pretoZe pre ¢ > 9; krivka h(t) nevyhovuje diferencidlnemu systému (1.2) pre Ziadne
pripustné riadenie z dovolenej oblasti L(u). T.zn., Ze pre t = 9, plati x7(f) = x(f) =
= h(t), o vyhovuje podmicnka g,(t} = 0. Pre uf(t) platia vzfahy (2.17}, &iZe i pre
t = 9; je u} z dovolenej oblasti riadenia L{u).

Tym je veta dokdzand.

V nasledujiicej stati si popiSeme algoritmus vypodtu optimdlneho riadenia za pred-
pokladu, Ze uvaZujeme ohranifenie g,»(l) = 0 na optimdlny proces, prebichajici
v riadencj ststave. ’

4. ALGORITMUS VYPOCTU OPTIMALNEHO RIADENIA

Ako sme spomenuli v dvode, algoritmus vypodtu zloZiek optimdlneho riadenia
(1.11) sa nement ani pri ohranieni g,(f) = 0 na vystupné veliCiny riadenej sistavy.
Je nutné v8ak braf zretel na to, aby v kaZdom &asovom okamziku, napr. t = ¢,
¢t 2 0 platil vztah x7(r) = hf). V pripade, Ze by pre niektoré ¢ > f; malo dojst
k poruSeniu tejto podmienky, potom optimdliny proces x;(t) vzhfadom na kritérium
aptimélnosti (1.4) a podmienku g(t) = 0 musi vyhovovat rovnici (3.3) aZ po wrtité
t =9, T.zn., Ze bude platit x{(f) = h(r), ; £t < §,. Potom z rovnice (3.3) pri
zndmom h,({) je mozné vypodital optimélne riadenie u}(z) prislusné k procesu xj ()
na intervale ¢; < t < 8. PretoZe h(r) je hladkd krivka pre ktort plati podmienka
(3.1b) budi v okamZiku ¢ = 9, platif vztahy dx}(¢)[dt = hi(t), x}(t) = h({) ariadenie
u}(9,) je moiné tiez vypocitaf z rovnice (3.3). Dalej ak pre t < 9; optimdlny proces
x7(£), vyhovujici systému (1.2) (pri pogiato&nych podmienkdch z E(0)) a podmienkam
(1.4), (1.3}, md smernicu dotyénice vitsiu ako krivka hyf) v tom istom okamZiku,
pdjde x;(¢) po krivke maximdlncho spddu, t.j. x7(f) = x(1) a ui(t) = uft). Teraz
sa pokisime objasnit postupne vypodlet zloZiek optimdlneho riadenia a diskrétnych
zloZ'ek optimdlnej fizovej trajektérie riadenej sustavy (1.5) na islicovom potitagi,
za predpokladu, Ze neuvaZujeme aj ohraniCenia g,(f) = 0. Predovietkym nahradme
si krivku h(t) jej diskrétnym modelom h; y, t.zn., Ze nebudeme uvaZovat kazdy Sasovy
okamZik ¢ 2 0, ale len hodnoty ty = NA(N = 0, 1,2, ...). Upustime teraz od ozna-
govania procesu (x}, X, x7, £;), pretoZs vyposty nebudeme prevddzat analyticky.
Pri vypolte diskrétnych hodn6t zloZiek optimdinej fdzovej trajektorie riadenej
sistavy a k nim prisludnych zloZiek optimdlneho riadenia sustredme pozornost
na vyrazy dané rovnicami (1.5), (1.6), (1.11), na vyraz

(4.9) Xiwer Zhiner (=12, N=012.).



(Pre x;,0 plati podmienka (3.12), t.j. x,(0) = x; 0 > h;0), a na vyraz

(42) W X Xay) = —“T‘

(i=12..mN=012..).

Vyraz (4.2) sme dostali po dosadeni h; y+y za X; y+ do rovnice (1.5) (optimdlny
diskrétny proces bude sledovaf diskrétny model krivky ht)). Realizdciu vypodtu
hodndt X; 4, @ u;y previdzame nasledovne: Predpokladajme, Ze stav riadenej
sistavy (1.5) na N-tom kroku pozndme, tzn. Ze pozndme x;, pre kaZdé
(i=12 ..., n). Dalej predpokladajme, %e na predchddzajiicom kroku bola splnend
podmienka (4.1), to znamend, Ze platilo x; 5 2 h; y pre kazdé (i =1,2,...,n).
Potom z vyrazu (1.6) vypotitame hodnoty funkcie H; y v bodoch x; y. Za pomoci
funkcii H;y urlime zloZky vektora riadenia podla algoritmu (1.11). Ak pozndme
u;n (i = 1,2, ..., n) na N-tom stave riadenej ststavy, moZeme vypocital (N + 1)-vy
stav sustavy z vyrazu (1.5). Ak potom pre kazdé (i = 1,2, ..., n) plati podmienka
(4.1) vypoget na (N + 1)-vom stave a dalSich sa opakuje ako na N-tom stave.

Ak pre niektoré i = j podmienka (4.1) neplati, tak do buiiky pamite, v ktorej
bola uloZend hodnota u;, vypotitand za pomoci (1.11) dosadime hodnotu u;y
z vyrazu (4.2). Potom z vyrazu (1.5) je zrejmé, Ze pre hodnotu x; v+, bude platif
X;n+1 = hj e V podmienke (4.1) bude platif znamienko rovnosti, o nds oprav-
fiuje prejst na (N + 1)-vy stav riadenej siistavy na ktorom sa vypodet opakuje ako
na N-tom stave. Vypotet ukonéime, ak pre niektoré N a pre kazdé (i = 1,2,...,n)
plati podmienka (1.12).

V nasledujicej Sasti si algoritmus vypodtu overime na konkrétnom priklade.

5. REALIZACIA ALGORITMU VYPOCTU
Predpokladajme, % mdme neriadent siistavu, v ktorej prebichajice procesy majit

vlastnosti, o ktorych sme sa zmienili v Givodnej asti. Nech tdto neriadend stistava
je popisand napr. v nasledovnym diferencidlnym systémom

dy (1) = 0,5%,(t) — x5(t), x,(to) = x,(0),
(5.1) @
% = 3755,(1) = 3,50(1) , xa(ts) = x:(0) .

Dalej nech riadend ststava je popisand diferencidlnym systémom tvaru

5133@ = 050(0) = %a(0) + by (t) xi(tg) = x:(0),

E"‘;—tm = 375%,(8) = 35%(0) + bay wsld) x(to) = 1(0),

(52)
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kde by; = 1,4, by, = —2,5 a pre uy = u,(t), u, = u,(f) nech plati
(5.3) ut] €1 (tz20;i=1,2).

Vidime, Ze systém (5.1) dostaneme zo systému (5.2) ak poloZime by, ut), (t = 0;
i = 1, 2) identicky rovné nule. Funkcie @,[x;(t), x5(t,], (i = 1, 2) sz

(5.4a) @1[x4(), x2(5] = 0,5%,(1) — x,(t),
(5.4b) @2[x1(), x,(1)] = 3,75%,(t) — 3,5%,(t) .

Ndjdime si predovietkym oblast pogiatoénych podmienok E(0), ktorti dostdvame
riedenim systému (2.30). V pripade systémov (5.1) a (5.2) mdZeme oblast E(0) zakreslit
graficky v rovine (x4, x,). Z vyrazu (2.302) vyplyva:

(5.59) 0,5xi(1) ~x4(t)>0, =1,
(5.50) - 3,75x)(2) — 3.5x5(t) > 0, t=1¢,.

Dosadme do vyrazu (5.5a) a (5.5b) pravé strany systému (5.1) t.j. vyrazy xi(t) =
= dx(t)/dz. Po uprave dostdvame

(5.6a) x,(0) > 1,16x,(0),
(5.6b) %,(0) > 1,32x,(0) .

Vidime, Ze dvojice (x,(0), x,(0)), vyhovujice siitasne obom nerovnostiam (5.6) si
urdené nerovnostou (5.6b). Nerovnost (5.6b) je na obr. 1 zndzornend orientovanou
priamkou, oznagenou 1. Z vyrazu (2.30b) vyplyva:

(5.72) 0,5%,(0) — x,(0) + 1420,
(5.70) 3,75%,(0) — 3,5x,(0) + 2,52 0.
Po tiprave dostdvame

(5.8a) x,(0) £ 0,5x,(0) + 14,
(5-8b) x,(0) < 1,07x,(0) + 0,71 .

Nerovnost (5.8a) je na obr. 1 zndzornend orientovanou priamkou oznafenou 2
a nerovnost (5.8b) 3. Potom oblast E(0) je v rovine (x;(0), x,(0)) urdend nerovnostami
(5.6b), (5.8a), (5.8b) a priamkou x,(0) = 0. Nech napr. potiato&né podmienky
systémov (5.1) a (5.2) stz x,(0) = 1,2, x,(0) = 2. Z obr. 1 vidime, e bod (1,2; 2)
patri do oblasti E(0). Napiime si vyrazy (1.6) pre systém (5.2) za predpokladu, Ze
4 =0,1:

(5.93) Hy (%180 %2 n) = L,05X; v — 0,1x5 4,
(5.9b) Hy a(Xe0 Xa.n) = 0,375%,  — 0,65%, .



Predpokladajme dalej, Ze krivky h; = h(f) st dané nasledovnymi rovnicami
(5-10) ) =a; — (0, —1)*, (t20;i=12),

kde
a; =1, a,=215; o, =-044, o, = —0,87.

x2(0) 1/1/ ’/

2,0

Obr. 1. — Y x10)
¢ 1 12

N

Potom h; v+, bude

(5.11) hyer=a;— [0, —(N+1)4] (N=0,1,2,..5i= 1,2)

Systém rovnic (1.5) je

(5-123-) X1 N+1 = HI,N(XI,Na x2.N) + 0a14“1,N(x1,N, xz,zv) , X10=12

(5.12b) Xoner = Hy M(X,80 X2.0) — 0.25u p(x g X20)» X2,0 = 2,0

Na obr. 2 sl vynesené procesy x{(t) prebiehajiice v neriadenej sustave (5.1), funkcie
h(t) a procesy x{t) prebiehajiice v riadenej sustave (5.2). Zlozky optimélnej funkcie
riadenia u,(f) st vynesené na obr. 3. Podla vykladu tvoria krivky k() hranice oblasti
gi(f) = 0. Kvoli ndzornosti st oblasti v okoli svojich hranic zastrichované. Riadené

procesy konCia pri ¢ = 0,6 sec. Vzhladom na podmienku (1.12) je nutné previest
este jeden krok, t.j. vypodet je ukondeny v ¢t = 0,7 sec.
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6. ZAVER

V dynamickej optimalizdcii riadenych sistav pozndme rdzne metédy na vypodet
optimdlneho riadenia [2]. V podstate ide vZdy o varia®ny problém spo&ivajici
v ndjdeni extrému uréitého funkciondla, ktory reprezentuje kritérium optimdlnosti
riadenej ststavy, priCom sa predpokladd, Z: pripustné riadenie u(t) patri do nejakej
predom urcenej uzatvorencj oblasti. Prve td skutonost, Ze dovolend oblasf riadenia
je uzatvorenou oblasfou, si vynucuje pri vypoétoch pouZivanic roznych neklasickych
metdd variaéniho poétu. V praxi sa viak velmi &asto vyskytuji i také pripady, kedy
je nutné kldst ohranidujiice podmienky niclen na pripustné riadenie, ale aj na samotné
riadené veli¢iny. V takom pripade treba ndjst také optimdlne riadenie, ktoré ddva
extrém zvolenému funkciondlu, ktoré viak nedovoli, aby riadené veli€iny prekrodili
hranicu dovolenej oblasti vystupnych veli¢in riadenej sistavy. V predkladanej préci
sa autor zaoberd podobnou problematikou. Dokazuje, za akych podmienok mdzu
byf riadené veli¢iny vyvedené na hranicu dovolenej oblasti vystupnych veli¢in riade-
nej sustavy za predpokladu, Ze pripustné riadenie st z dovolenej oblasti riadenia.
Je uvedeny algoritmus vypodtu optimdlneho riadenia a spdsob vypod&tu optimdlnych
vystupnych veliéin riadenych sustav vyhovujucich uréitym podmienkdm. Teoreticky
vyklad bol overeny na konkrétnej riadenej sustave. Vysledky vypoctov sl na obr. 2
a 3. Ako sme spomenuli v zdvere prdce [ 1] mdZe byt optimdlne riadenie minimalizu-
jhce vyraz. (1.4) kvdzioptimalne aj vzhladom na vieobecnejiie funkciondly. Vyhoda
navrhovaného spdsobu vypodtu optimdlneho riadenia je predovietkym v jednodu-
chosti algoritmu, v podstatnom skrdteni dlZky doby realizdcie vypoctu optimalneho
riadenia na &islicovom po&:tadi (oproti principu maxima o 20 a oproti metdde dyna-
mického programovania aZ o 360krdt [17], [2]) a nakoniec, Ze mdZeme uvaZovat aj
o ohranideni na vystupné veli¢iny riadenej sustavy.

(Doslo diia 5. juna 1967.)
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SUMMARY

Dynamic Optimization of Controlled Multi-Parameter System with
Constraints Imposed on Both the Controlled and the Controlling
Quantities

JAN ULIENY

There are frequent cases in practice where it is necessary to impose constraints
not only on the controlling but also on controlled quantities. The problem of dynamic
optimization then consists in the task to find an optimal solution which allots the
extremum to the chosen optimaility criterion but hinders the controlied quantities
to exceed the boundaries of the permitted domain of the output quantities of the
controlled system. The author refers in the paper to the conditions to which the
controlled quantities are subject when carried to the boundaries of the permitted
domain of controlled system’s output quantities provided that the admitted controls
stem from the permitted domain of control.

Ing. Jan Uli¢ny, CSc., Ustav technickej kybernetiky SAV, Dubravskd cesta, Bratislava.



		webmaster@dml.cz
	2012-06-04T16:30:22+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




