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K Y B E R N E T I K A — TOME 15 (1979), NOMBRE 

Entropies, dimensions 
et représentation d'observations 

JEAN SALLANTIN, THIERRY VAN DER PYL 

Il existe en théorie de l'information différentes méthodes pour construire la représentation 
d'observations qu'il est possible de faire sur un ensemble d'objets. Si la construction de ces 
représentations nécessite différentes hypothèses, qui sont déterminées par la structure logique 
admise pour l'ensemble des observations [10], on peut cependant remarquer que toutes vérifient 
les conditions suivantes: 
— Il est possible de trouver un espace X dans lequel tous les objets sont décrits selon un même 
processus. 
— Il existe un ensemble d'objets appelé ensemble d'apprentissage sur lequel on sait comment 
chaque observation se vérifie, i.e. où l'on détermine pour chaque observation et pour chaque 
objet de l'ensemble un indice de vérification. Cette connaissance et les hypothèses de structure 
de la méthode utilisée permettent de généraliser la vérification de chaque observation à l'ensemble 
de tous les objets. 

Notre étude porte sur la façon d'évaluer l'indécision sur une représentation d'observations. 
Nous aurons à comparer soit diverses représentations de la même observation sur le même ou sur 
différents espaces de description des objets, soit à comparer les représentations de diverses obser­
vations sur un même espace de description des objets. 

Etant donné un ensemble Q d'objets, un espace X de description de ces objets, 

une observation "a" qu'il est possible de faire sur ces objets, une application fa 

de X dans [0, l ] , (/a(x) sera l'indice de vérification de l'observation a pour les objets 

de même description x dans X), nous cherchons à évaluer l'indécision sur l'observa­

tion a. 

Pour cela nous utiliserons une fonction g de [0,1] dans R + , nulle pour/a(x) = 0 

et pour/a(x) = 1, symétrique par rapport à 1/2, et maximale pour/a(x) = 1/2. 

Il existe une infinité de telles fonctions g. Aussi est-il intéressant de faire sur g 

les hypothèses qui servent à définir, en général, les mesures d'information (ou "entro­

pies", ou "informations") en théorie de l'information. 

Parmi les mesures d'information vérifiant les hypothèses minimales que nous nous 

sommes fixées, une classe d'information à deux paramètres a et p, notée J ^ , est 



300 particulièrement intéressante: ce sont les informations d'ordre a et de type p, [7], 
qui regroupent les diverses informations probabilistes connues: [12]. 

Soit F une distribution complète de n éléments positifs ou nuls: F = (/ , , . . . , /„) 

avecL _ 0 pour tout i = 1 . . . n et £ / . = l. 
;= i 

L'information d'ordre a et de type P sur la distribution F est définie par: 

(inf-^-^-i 
l*(F,a,p) = ~ — si a = 0 et a * 1 

?(/S-l) Ifrtogf, _ i 

P{Ftlfl-t 2;i», si a = l . 

Le logarithme utilisé est à la base 2, et nous avons fait ici la convention 0* = 0 

pour a _ 0. 

On vérifie que: 

- pour a = /? = 1, on a l'information de Shannon [ i l ] , 

- pour P = 1, on a l'information d'ordre a (ou de Rényi) [9], 

- pour a = P, on a l'information de degré a [5], 

- pour p = 2 - (l/a), on a l'information d'espèce y = 1/a [1]. 

Nous nous intéressons ici aux distributions Fa(x) à deux éléments: 

Fa(x) = (fa(x), l - fa(x)). 

Nous noterons Ga/fa(x)) = l*(Fa(x), oc, p). 

Définition 1. Soit une observation a, soit une description x e X, l'indécision 
de l'observation a au point x est définie par Gx Jja(x)). 

Remarques. 

- G8i/,(0) = G.,„(l) = 0, 

- G.,/1/2) = 1, 

- G0>/)(/a(x)) = 1 pour/a(x) e ]0, l[ et Goj0) = G0i/t(l) = 0. 

Si l'ensemble de description est fini, il est possible de mesurer l'indécision sur la 
vérification d'une observation en considérant par exemple la somme sur X des indéci­
sions. Il arrive cependant que l'espace de description X ne soit pas de cardinal fini. 
Par exemple, si les objets sont des courbes de R2 (c'est le cas si nous analysons des 
"contours") une description peut être constituée par les composantes d'une décom-



position sur une famille de n fonctions orthogonales; les descriptions des objets sont 301 
alors situées dans R" sans qu'il soit possible de supposer qu'elles forment une partie 
mesurable au sens de la métrique usuelle dans R". 

Nous pouvons donc nous trouver dans la situation suivante: 

X c R", f GaJfa(x)) dx = 0 

et 

Yfi*Afa(x)) n o n défini . 
x 

Nous allons alors rechercher pour chaque indécision Ga^, dépendant de la mesure 
d'information de la famille S?~Xifi, le "meilleur" type de sommation. Pour cela nous 
considérerons des sommations analogues à celles qui permettent de définir les mesures 
de Hausdorff [3], et la dimension de Hausdorff [3] d'un ensemble. 

Définition 2. [6] Soit R" muni de la métrique Q suivante: 

x = (xv x2, ...,x„) et y = (yv y2, •••, y„) 

deux éléments de R", 

Q(X, y) = max {|x, - yt\} . 
I S i S n 

Les fonctions positives croissantes h définies sur R+ et vérifiant h(t) = 0 si et 
seulement si t = 0, définissent une mesure extérieure fih: 

V i c X c / î " , nh(A) = lim inf (JJh(d(Si))) 
£-*0 <êc(A) i 

où e > 0, #E(A) est la classe de tous les recouvrements de A par un ensemble de 
boules S ; de diamètre d(Si) g £. 

Si h(t) = f, la mesure de A notée /J.%À), correspondante, est appelée mesure de 
Hausdorff de A, et l'on définit la dimension de Hausdorff de A, notée dim A. par: 

dim A = inf {a ^ 0 | / /(A) = 0} . 

Les remarques précédentes et cette dernière définition nous incitent à poser comme 
définition de l'indécision d'une observation " a " sur une description A c X c R", 
la quantité H'ajA): 

Hl
aM) - SUP B\*M) = l i m H*M) > 

HIM) - i n f E sup (GaAfa(x))) ď(Si)] . 
*«(4) i xeS( 



302 Lemme 1. A c X <= R" étant donné, a, /? étant fixés. Il existe une valeur unique 
dXifl(A) telle que: 

- si / > dI>/((A) alors H[/A) = 0, 

- si / < cl«,/)(A) alors Haf(À) est infini. 

D é m o n s t r a t i o n . Il suffit de remarquer que si H'af(À) est fini alors, pour tout 
n > 0, H[y(À) est nul, et que de plus Hâ,V(A) est nul. 

En effet: Vrç > 0, Ve > 0, 

0 ^ inf E sup (GM(/a(x))) d'+*(S.)] g 
«•«(/!) i xeSt 

<s".mî[ZSup(Ga,l)(fa(x)))d>(Si)] 
««(X) i xeS, 

d'où par passage à la limite, si Hl
aJ(A) est fini alors 0 < H1*? ^ 0, donc H^+/(A) = 0. 

H"ay(A) < H"ay(R") < n"+1(R") = 0 

car la mesure de Hausdorff d'ordre n + 1 de l'ensemble R" est nulle. 

Définition 3. a et fi étant fixés, nous appellerons dimension d'indécision de l'obser­
vation sur la partie A <=. X <= R", la valeur unique ^ ( A ) t e ' l e "I"61 

- si / > daiP(A) alors tf^O4) = 0, 

- si / < dajP(A) alors ifa>/,(A) est infini. 

Remarque. On ne peut rien dire de Ha*p"(A)(À). 

Lemme 2. [12] 

- V/a(x) e [0, 1], GM(/a(x)) ^ 1, 

- VpeR, V/a(x)e[0, 1], si a. ^ a2 alors GUlJfJa(x)) = Ga2/fa(x)), 

- si 7X = 1/a. et /?. = 2 - yu si y2 = l/a, et p2 = 2 - y2 et si y. ^ y2 > 0, 

alors: 
V/a(x)e [0, 1], G0M0) = Gaitfl(fa(x)) ^ G.2<fl(fa(x)). 

Dans ce dernier cas l'information d'ordre ax et de type /?j (resp. a2 et fJ2) corres­
pondante est l'information d'espèce yt (resp. y2) [1] (l'information d'espèce 0+ est 
l'information infimum). 

On en déduit immédiatement la proposition suivante: 

Proposition 1. Soit A <= X <= R", soit daf(A) la dimension d'indécision de A, les 
propriétés suivantes sont vraies: 

(i) La dimension de Hausdorff de A majore toute dimension d'indécision de A: 

Va = 0 , V.0 e # , da)/î(A) ^ dim A . 



(ii) La dimension de Hausdorff de l'ensemble des points de A où fa(x) = 1/2 303 
(ensemble d'indécision minimale de A) minore toute dimension d'indécision de A: 

B = ( x e A | j a ( x ) = 1/2}, 

Va ^ 0 , VJ? e R+ , dim B ^ d./A) . 

(iii) Si fi est quelconque, et si 0 ^ a, S a2 alors 

d^M) = d^if(A). 

(iv) Si Pi « 2 - 1/a,, si P2 = 2 - l/a2 et si 0 ^ aj ^ a2 alors dX2f2(A) ^ d„lifl(A). 

Remarque. Dans le cas général où fi est fonction de a on ne peut rien dire de 
da,p(x)(A): il n'y a pas, en général, de monotonie. 

On montre, par exemple, que G2 a(fa(x)) = G33(fa(x)) = 4ja(x)(l - ja(x)) 
d'où d22(A) = d3,3(A), mais pour les valeurs entre 2 et 3, on ne sait rien [8]. 

Proposition 2. 

(i) VA c X ce R", V5 c X c R" tels que A c B: daj/)(A) ^ 4,„( f î); 

(ii) V i c I c i î ' . V B c X c R". dx>f(A nB)S mt(dXif(A), dXif(B)); 

(iii) si A = \JAy, oùT est un ensemble d'indices, daf(A) ^ sup (daif(Ay)); 
r r 

(iv) si A = U^i , où / est dénombrable, dxf(À) = sup ( ^ ( A , ) ) . 

D é m o n s t r a t i o n (extension d'un résultat de [2]). (ii) et (iii) découle de (i) qui 
est évident. Pour démontrer (iv), nous montrerons: 

d,
Xif(A)èsup(dl

Xif(Ai)). 
i 

On a: 

V / ^ 0 , 0 ^ H[if(A) ^ £ H[if(A) ; 
iE/ 

dès que / ^ sup ( d ^ A ; ) ) , H^^A) = 0 pour tout i el et donc H^ ^(A) = 0 ce qui 
achève la démonstration. 

Remarque. Si A est un ensemble dénombrable de points da f(A) = 0 pour tout 

W). 
Considérons maintenant la famille d'entropies #"aip(a)(c: ^a>^) à un paramètre a 

telle que: 
VG„ „„ , e ^ . „«, , 



304 si 0 g a. g a2 alors: 

V/a(x) e [0, 1] , Gaum)(fa(x)) ^ GaitllÇai)(fa(x)). 

La famille ^aj(a) sera appelée famille d'entropies décroissantes. Elle est définie par 
la donnée de la fonction a -* p(a). 

Nous allons montrer que pour toute entropie de # I i W l ) , la fonction (A étant fixé): 

« - daMa)(A) 

est continue en a. Pour cela nous allons montrer deux lemmes. 

Lemme 2. S'il existe n 4 0 et a = 0 tels que pour Arç _ {x G A | 1 — rç = ja(x) = 

= rç} on ait daMa)(An) = rfa>(,(a)(A), alors 

Va' — a, on a d^^-f^A) = (/a/((a)(A) = dim An . 

D é m o n s t r a t i o n . On a toujours datKa)(Ân) = dim Arç pour tout a. En effet, 
pour tout recouvrement ^E(Ân), pour tout !, on a: 

< W i ) E 4S0 = lI«:««)(-4) = S 4s<) 
i i 

puisque Ga/?(a)(x) est décroissant en x. 

Si a' = a on a: 

d«.««)(4) _ tl«',««>)(^) (car Ga>/Î(a) e &aMa)). 

De plus An c A entraîne pour tout a': 

<_,««)(*4»/) = 4',««')(Aj7) _ d«',««')(^) 

d'où, si pour un a, da/,(a)(A) = dal>ia)(Âr\), on a: 

pour a' = a , ^ . ^ ^ ( A ) ^ rfa,««)(^) = ^«,««)(^t/) = <l«',««')U) • 

Donc, Va' ï: a, da.i(9(a')(A) = da>/î(a)(A) = dim An . 

Corollaire. Si fa est continue dans R", alors, pour toute partie ouverte A où il 
existe un point x0 tel que fa(x0) 4 0, 1, la dimension d'indécision daMa)(A), pour 
tout a, est constante et vaut n. 

D é m o n s t r a t i o n . A étant ouvert, il existe une boule de centre x0 notée B(x0), 
incluse dans A tel que: Vx e J3(x0), ja(x) est non nulle et bornée. 

Du Lemme 1 on a: dayP(a)(B(x0)) = dim B(x0) = n. 

Or B(x0) e A _ R" => n = da<m(B(x0)) = daMa)(A) <; dim R" = n d'où 

4,««>(4) - »• 



Lemme 3. Soit A^ = {x e A\Q < fa(x) < ^ ou 1 - ^ fa (x)< 1} et A^ = 305 
= { x e A | l — */ S: /a(x) ï; rç}. Si pour tout a, pour tout rç 4= 0, on a: 

*.M,iM) = à.,K.lM) 

alors la fonction a -» daiP(a)(A) est continue. 

D é m o n s t r a t i o n . Du (iv) de la Proposition 2, on sait que: 

Va , V>? * 0 , daMa)(A) = d.j<l(a)(A,) . 

Au voisinage de 0, on montre que Gafi(x) est équivalent à: 

si a <. 1 , kjX*, fe1 > 0 , 

si a 2: 1 , /c2x , k2 > 0 . 

A la suite de (iv) de la Proposition 2, sans perdre de généralité, nous considérons 
A borné. 

Soit (€1/p(A) un recouvrement de A par des boules S,-, i e l(p) (<= N), de diamètre 

1/p. 

« > ( ^ ) = ~ Z s u p [ G . , w ( / « ( * ) ) ] . 
p fe/(P) s,-

Ga,/î(«)(x) est une fonction décroissante en a pour x e [0, l ] . D'où, pour toute 
boule S,, il existe un point yt e [0, 1/2] indépendant de a tel que: 

Vx , sup [Gatllia)(fa(x))] = Gaip.(a)(yi). 
Si 

Quand p tend .vers l'infini l'expression Hl
a\l{a)(A) a un comportement équivalent 

à la somme (l/p1) Z 3'" si a < 1 et à la somme (l/p') Z >'< si a >: 1. 
iel(p) iel(p) 

Pour 1 >: a' >: a on a: 

-, Z fi = -, Z yf = - i Z ^K1 + (a' - a) lQg yd ; 
P fe/(p) p iel(p) p iel(p) 

— si / > dai»(a)(A), (l/p') Z y" e s t n u l ' de même 
isl(p) 

Z J'ïlog — 
ie/(p) V; 

P 
d'où (1/p1) Z >'f e s t nul; 

iel(p) 

— si / < rfa>p(a)(A), (l/p') Z f̂ e s t infini-
є/(p) 



306 Si nous considérons a' - a = 1/p, la quantité (l/j>l + 1) ]T y"t log y, est nulle si / 
iel(I) 

est supérieur à dXiP(a)(À) — 1, donc pour l e~\da0(x)(A) - 1, da>/r(a)(/4)[, (l/p!) X!.vT 
est infini. 

Les sommes Ha\l(x)(A) et H^f,. ,) sont donc de même nature pour a et a' assez 
proches (1 = a' = a) ce qui montre la continuité à droite au point a < 1 de la 
fonction a -* d3)/,(a)(A). On montrerait de même la continuité à gauche au point 
a < 1. 

Pour a = 1, //j '1/p(A), la convergence de H^J^A) est équivalente à celle de 
(l/p!) Y, y> (quelque soit a). 

iel(p) 

Ce qui montre la continuité en a < 1, et la continuité à gauche en a = 1. La conti­
nuité à droite en a = 1 a été vue précédemment. 

Proposition 3. Si Ga>m) est décroissante en a alors la fonction a -> dxMa)(A), 
A étant fixé, est continue. De plus si a = 1, da>p(a)(A) = d1H1)(A). 

D é m o n s t r a t i o n . On se trouve dans la situation du Lemme 2 ou du Lemme 3 
d'où le résultat. 

Proposition 4. Soit A a X c R". 

(i) Pour toute famille d'entropies décroissantes S? x$(x), il existe une valeur unique 
a0 = 0 telle que: 

- Va > a0 K>m(A) = 0; 

— Va < a0 Ha ,p(a)(A) est infini, et 

a0 = i n f ( a è O | H a V ) ( A ) = 0 ) . 

(ii) Pour toute famille d'entropies décroissantes ^x,p(a), il existe a unique tel que: 

d*M*iA) = «• 

D é m o n s t r a t i o n . Comme pour le Lemme 1, nous allons montrer que si H\tfs(a)(A) 
est fini alors pour tout r\ > 0, Hx+^P(x+n)(A) est nul. 

En effet: Vrç > 0, Ve > 0 

0 < inf £ sup (Gx+„Ma+^(fa(x))) d'+%S,)] <_ 
<ec(A) i xeSt 

< inf É sup (Gx,m(fa(x))) d"+"(S.)] < 
<€C(A) i xeSt 

< M l^sup(GxMx)(fa(x)))d%Si)-], 
<4C(A) i xeSt 



d'où par passage à la limite si Haif(a)(À) est fini on a: 

0 ti KXl^-lA) <. 0, i.e. HlXlK,+-lA) = 0 . 

D'où a0 <- inf (a _% 0 | HaMa)(À) = 0) vérifie (i). 
Montrons que a0 défini en (i) vérifie (ii): 

- Soit s > 0, soit aj = a0 + e, /St = j8(a0 + s), lt = daijfil(A): H'a\ji3i(A) est 
soit fini, soit infini donc: Haijfii(A) ^ Hl[jfi(A) = 0 (car a t > a0 et l'on a (i)) d'où 
a, ^ /. (par définition de lx) i.e. 

Vs > 0 a0 + s 1 dao+tMao+e)(A). 

- Soit e < 0, soit a2 = a0 - e, /?2 = /?(a0 - s) et l2 = da2jft2(A): Ha\fii(A) est 
infini (car a2 < a0 et on a (i)) d'où a2 _ l2 (par définition de l2) i.e. Ve > 0, a0 -
- £ = dao_eMao_e)(A). 

Or la fonction da,/j(<*)(A) est continue en a d'après la Proposition 3, ce qui montre 
que 

«o = daojHao)(A). 

Remarque. Pour toute famille d'entropies décroissantes ^aj^a), pour toute partie 
A <z\ X c Rn, nous avons spécifié un a (c'est le a0 précédent) tel que: dt ^(1)(A) g 
= daMa)(A) = a g dim A. 

Exemple. Considérons le "triadique" de Cantor: [4], on divise X = [0, 1] en trois 
segments [0, 1/3], [1/3, 2/3], [2/3, 1], et on supprime le segment médian [1/3, 2/3]. 
Sur les deux segments restants on répète l'opération, et ainsi de suite . . . On con­
struit ainsi plusieurs suites de segments emboîtés donc qui convergent: l'ensemble A 
de ces points limites est le "triadique" de Cantor. Sa dimension de Hausdorff est 
log 2/log 3. 

Considérons le recouvrement d'ordre n, i.e. celui issu de la construction à l'étape n. 
Chacun de ses 2" segments a un diamètre égal à 1/3". 

Nous supposerons que: 

— les points de X = [0, 1], n'apparaissant à aucune étape de la construction, 
comme extrémités d'un segment, ont un indice de vérification nul ou égal à 1, ainsi 
que les points 0 et 1. 

— Chacun des 2" points nouveaux apparaissant comme extrémité d'un des 2" 
segments du nlime recouvrement a un indice de vérification égal à 1/3A"(^ i) où X 
est une constante strictement positive. 

Considérons le recouvrement d'ordre n, par des segments Si (i =* 1, . . . , 2") de 
longeur 1/3": 

^:n^) = IsupGa,,(/a(x))i-
> = 1 xeSt 3 



308 Or sup GaJJa(x)) = Ga,Jyfa(x^f) où xt est l'extrémité "ancienne" de S„ i.e. celle 
xeSi 

qui n'est pas apparue à l'étape n. 

нü»W-±%o.,(±)r 
ler cas <x < 1: 

•>mr 
au voisinage de m infini, d'où 

p_y____ 
1 " _ 1 / 2 \ m \ 3 A ° t + i / 3*«+»i "ŁП4 ~?ç(ip)"- 4 - : 

donc da>p(A) = log 2/log 3 - hx si log 2/log 3 - l a ^ 0 et 4 , / A ) = 0 si 
log 2/log 3 - hx g 0 . 

2ème cas a > 1: 

-£-£ 
ďoù 

Résultat: 

, , v log 2 . log 2 

log 3 log 3 

d„,U) = 0 Si _ ^ - A < 0 . 
log 3 

da „(A) = _ _ ? - l a si a g i , 
log 3 

log 3 

sous réserve que ces quantités soient positives sinon daJ(A) = 0. 
Nous avons précisé le concept d'entropie et de dimension pour une observation; 

nous considérons maintenant la généralisation de ces notions à une famille d'observa­
tions [10]. 

Considérons une famille de p observations, nous désirons mesurer l'indécision 
sur le résultat, sachant qu'en utilisant l'opération de concaténation [10], nous 
pouvons construire les p" observations générées par n concaténations d'observations. 



Nous ne ferons pas d'hypothèses de structure sur la famille d'observations. Soit 309 
F = {/i> •••>/«} u n e distribution à n éléments/; ^ 0. Nous utiliserons pour mesurer 
l'indécision, les fonctions I*(F, a, fi), entropies d'ordre a et de type jS sur une distribu­
tion F: 

I*(F, a, ß) = - 1 
2 1 - " - 1 

et son cas limite quand a = 1. 

Soir a — {au ..., ap] une famille de p observations, soit n le nombre de concaté­
nations effectuées et ah i — 1, . . . , p" une des p" façons de concaténer n observa­
tions prises dans a, soitL.(x) l'indice vérification de l'observation a ; au point x. 

Définition 1. L'indécision au point x après n concaténations sera définie par: 

X,0 X(x) = I*(F, a, p) 

avec 

F = {fai(x), 1 - / , . (*) , . . .,fai(x), 1 - Ux), .. .,fapn(x), 1 - /„„(*)} 

K.ß Җx) = 

Yífl(x) + (l - fXi(x)f] 
> = i - 1 

2i-ß _ j_ 

et son cas limite quand a = 1. 

Remarques. Ces expressions vérifient les propriétés suivantes: 

— Si Vi = 1, . . . , p", fXt(x) = 0 ou 1 alors ^ j j 8 3?(x) = 0 (valeur minimale de l'in­
décision). 

— Si Vi = 1, . . . , p", fxi(x) = \ alors £¥"p ^(x) = 1 (valeur maximale de l'in­
décision). 

— Si aj = {a, ..., a] oua 2 = {a, a, ...,â},a3 = (â, . . . , â } , 5 désignant la pseudo­
négation de a (fa(x) = 1 - fa(x)): 

9\j> &t(x) = GJ(fa(x)) = G.JJâ{x)) , i = 1, 2, 3 . 

— Plus généralement, si Jz? = {au ..., a„] et .2" = {a1; . . . , a„} u {5 l f . . . , 5„} 

< „ J2?'(x) = < „ -Sf(x) . 

Pour une observation, pour une étape, nous retrouvons la situation de l'indécision 
d'une observation. 



Cette définition nous permet de généraliser au cas de n observations les résultats 
obtenus sur une observation. 

En reprenant les notations définies pour le cas d'une observation, nous obtenons: 

Définition 2. La dimension d'indécision sur un ensemble A, notée £?")(,(A), pour 
une famille d'observations a, à la n'eme étape est définie par: 

liminf £ sup(&lf&(x))-dl(St) 
E-+0 SiE<gc(A) xeSi 

est: — nulle si / > @âtp(A) , 

- infinie si / < ®",,,(A). 

Proposition 1. Si l'on considère une famille décroissante d'entropies !Fatf(a), alors 
la fonction a -* 2$ap-(a)(A) est décroissante en a, et de plus est constante pour a >. 1 
avec la relation: dim A ^ 3"tP(a)(A) ^ 2>\i9W(A). 

Proposition 2. 

(i) V i c I c i T . V f l c I c R", tels que A c B, ®Ze(A) = &Z.M v™ e N-

(ii) V 4 c X c f i " , V B c X c R", 

3>™tl>(A nB)< inf (^(Â) , @Zfi(B)) , VmeiV. 

(iii) si r est un ensemble d'indices quelconque: 

<?£„( U Ay) ^ sup @ZP(AT) > ^meN. 
yer r 

(iv) Si / est dénombrable: 

KA U A,) = sup ^ ( A , ) , Vme/V. 
ie/ / 

Les résultats sur une famille d'observations sont intéressants si l'on peut comparer 
l'indécision d'une famille à l'indécision d'une famille plus grande. Pour cela, nous 
supposerons vérifiée la propriété h'A de [10]: 

soit c la concaténation b suivi de a: c = a ° b, fc(x) g inf (fa(x),fb(x)), et nous 
supposerons donnée une loi H de concaténation (un semi-groupe) telle que: 

fc(x) = H(fa(x),fb(x)), V x e l . 

Nous allons montrer quelques résultats qui porteront soit sur une famille d'observa­
tions symétrisée du type: Sfp = {ax, ..., ap, âu ..., âp}, soit sur une famille non 
symétrisée ï£p = {au ..., ap}, et qui utiliseront comme loi de concaténation: soit 
la loi produit, soit la loi de type infimum. On considérera un point x fixé de l'espace 
de description X. 



Proposition 3. Soit S?p une famille d'observations symétrisée, soit la loi de type 311 
infimum comme loi de concaténation (i.e. fa ° b = inf (fa, fb)), alors <ê\f Sfp(x) = 

D é m o n s t r a t i o n . 

SCP = { a . , . ..,ap, âlt . . . , o p } . 

[ 1 N -i(/r-i)/(«-i) 

i i r a + (i-/.,wn -i 
= JLJ^L J 

*,fi P\ ) 2 1 "" - 1 

où <x( est une observation obtenue par concaténation de deux observations de SCp. 

N est le nombre d'observations obtenues après une concaténation de SCP i.e. le 
nombre d'éléments a; : N = (2p)2 = 4p2. 

Nous pouvons supposer que: 

/.,(*) = /«,(*) = = /.,(*) = i = / » » = • • = /i,W = /a,W • 
On vérifie alors que pour toutj, on a: 

2p — (j — 1) + 2p - j observations a, telles que Lf(x) = faj(x). 

En effet 2p — (j - 1) observations sont du type: 

aj o ak avec k = j , ..., p ou as ° âk avec k = \, ..., p; 

et (2p - j) observations sont du type ak°aJt k = j + 1, . . . , p ou âk ° a}, 
k = 1, ...,p. 

j + (j - 1) observations at telles que fXj(x) = faj(x) = 1 — faj(x). 

En effet j observations sont de type âj ° âk avec k = 1, . . . , j ; et (j — 1) observa­
tions sont de type ak ° âj avec k = 1, . . . , j — 1. 

Dans l'expression de <S\fi(x), on a donc 2p - (j — 1) + 2p — j + j + (j — 1) = 
= 4p termes /«(x) + (1 - ' L i * ) ) a qui valent L*/x) + (1 - faj(x))\ 

D'où: 

[ 1 P - ] ( / ! - l ) / ( « - l ) 

^ 2 I M / ; W + ( i - 4 W)1 - i 
, M * ^ = -*E-H ¥ T - l à . Kf s,fr). 

Remarque. Ce résultat ne se généralise pas : on n'a pas 

%jSep(x) = <$l^S£p(x). 

Nous allons considérer maintenant des familles d'observations non symétrisées. 



312 Proposition 4. Soit une famille d'observations non symétrisées ï£p, soit une loi 
de concaténation de type infimum, alors: 

lim ^ n
> / ,^ p (x) = G„,,(inf(L i(x))). 

n-> + oo i 

D é m o n s t r a t i o n . Nous supposerons, sans nuire à la généralité, que 

/ a i ( x ) _ £ L 2 ( x ) _ . . . _ /_ , (x) ' . 

T <?<X) = [[fc^1+--- + fc^f-1)/(-1) {\ _______ 
- * - ' * W LL k(n)+...+k(n) J ^ " ' - l 

avec A; = fl(x) + (1 - /q,(x))a et k ^ + . . . + kp
n) = pn. 

Nous allons montrer par récurrence sur n que fc^"1 _ fc(
2
n) __...__ fcp

n). Pour 
n = 1, fc*,1' = k_l) = . . . = fcp

1}. Supposons que k{a) _ _ . . . _ _ kp
n). 

On peut comme dans la démonstration de la Proposition 3 vérifier que: 

avecp n + 1A = (fc(n)p + kf + . . . + fc^A! + . . . + (fc(n)(p - i + 1) + ft#. + . . . 
. . . + f c ( n ) ) A i + . . . + fcp

n)Ap et k(n) = 1. 

D 'OÙ k (n+1) - fc(n
+

+1) = fc(n)(p - i + i) + fc»i(i - P + 0 = (P - 0 (fci"' -
— k . ï . ) + kin) + fc{"+>. _ 0 donc k(

1
n+1) _ _ . . . _ _ fcp

n+1). De plus 

fc(n+1) ^ fc<">p + fc(
2"> + ... + fc(,n)

 = fcf fc(
2

n) + ... +kp
n) k£> 

p+l p n + l pn +
 p n + l " > pn • 

Le poids de A_ dans A augmente avec n, or il est majoré par 1; il converge donc. 
Nous allons, en fait, montrer que ce poids tend vers 1. On peut, en effet, calculer 
explicitement fcin). 

Les observations ay contenant dans leur expression (Xj = ah ° ah ° . . . ° ajn 

l'observation at conduisent à des termes Al dans l'expression de ^n
p(x). On a: 

— p n _ 1 observations a_ ° ah ° . . . ° aJn; 

— (p — 1) . p " - 2 observations ay, ° a, ° . . . ° a7n avec a ;, = a2, . . . , ap; 

— (p - 1)' pn"~ i _1 observations ah ° . . . ° a;,., ° a. ° . . . ° ayn avec a ;,, . . . , aJ(_ t 

pris parmi les observations a2, ..., ap et a j l + i, . . . , ayn pris parmi les observa­
tions a_, ..., ap. 



D'où 

fc« = p"" 1 + (p - í)p"~2 + ... +(p- iy p-'-1 + ... +(p- l ) " - 2 p = 

- P І 1 - " °1'-(^Л 
^ = 1 _ (p - 1 Ч " ~ 
p" v P 

Donc lim fc^/p" = 1 , lim A = A! , lim Tx.p &(x) = G*M-XX))-

Remarque. L'ordre de Au ..., Ap n'est pas en général, celui de/ax(x), . . .,fap(x), 
car il dépend des positions de ces indices par rapport à 1/2. On ne peut donc pas, 
en général, déduire une monotonie sur ^"i/? JS?(x) quand n varie. 

Proposition 5. Soit une famille d'observations non symétrisée S£'p, soit une loi 
de concaténation de type produit, alors 

lim 9n
atf J?p(x) - 0 . 

n- + oo 

D é m o n s t r a t i o n . On peut supposer sans nuire à la généralité que: 

0 < fa,(x) _ fa2(x) _ . . . _fap(x)< 1 . 

1er cas a < 1: 

fah o fl|l.o , . . o a j x ) = fah(x) x fah(x) x ... x fain(x) < (fap(x))" . 

Pour n assez grand fa"p(x) _ \. 

/ j « \ ( / ) - l ) / ( « - l ) 

l n" ; - 1 / 7 t ( l - P ) l / ( l - « ) ] l o g [ ( l / p " ) E-40 i 

"•' v ' 21-" - 1 2 1 "" - 1 

avec A,- = f^ + (1 — / . , ) " où «, = ah ° ... ° ain. 

Pour n assez grand: 

Ai<fap\x) + (l-fa;(x)y 
et 

-^I^_/ar(x) + (l-/a^))« = B?). 



314 De plus la fonction g(x) = (2 ( 1 _ / , ) x - l ) / ( 2 1 - ' - 1) est croissante. 

^ log( l_uA_-J - logB<"> 
1 - a \ p " i j 1 - a 

d'où 
?[(1-/))/(!-a)]logBp(") _ , 

0<Ke &(x) < 

or lim B^> = 1 donc lim 9^ &(x) = 0 . 
n-> + oo n— + oo 

2e""' cas a _ 1: 

f"(x)<L,(x)</;(x). 

Pour n assez grand/a"(x) < L,(x) < ^ 

et 

\YJAi^fT1(x) + (l-fl(x)f = Br, 
P i 

2[(l-o)/(l-P)]!ogB,<»> _ 1 

o < ^ if(x) < ^rz\ • 
Or lim B[n) = 1 donc lim ^ JS?(X) = 0. 

Remarque. Dans les deux cas précédents (la loi de concaténation H étant de type 
infimum ou de type produit) /a i(x) où «j = ah ° ... ° a!n tend vers un idempotent 
de H quand n tend vers l'infini. Cette situation ne se généralise pas. 

En effet, soient a, b, c trois observations telles que: 

-fa(x)<fc(x)<ft(x)l 

-fc(x)-fCBC(x) = H(fc(x),fc(x)); 
— fc(x) est le seul idempotent de H entre/a(x) et/fc(x). 

Alors: 

Lo0o...ooW = H(fa(x),fbo...ob(x)) = inf (fa(x), fbo...ob(x)). 

Or fbo...ob(x) ^ L(x) ^ ftt(x), d'où faobo...ob(x) = fa(x), où fa(x) n'est pas nécessaire­
ment un idempotent de H. 

Traduit en terme de dimension la Proposition 3 devient 

Corollaire 3. Soit S£v une famille d'observations symétrisée, soit la loi de type 
infimum comme loi de concaténation; alors: 

a>lM) = ®\M)-



Les résultats précédents sont obtenus en faisant des hypothèses de structure sur 
la famille d'observations — famille symétrisée ou non, loi de concaténation de type 
produit ou infimum. Il semble qu'il soit difficile de se passer de telles hypothèses. 

(Reçu le 16 Octobre 1978.) 
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