Kybernetika

Jean Sallantin; Thierry Pyl

Entropies, dimensions et représentation d'observations

Kybernetika, Vol. 15 (1979), No. 4, (299)--315

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/125197

Terms of use:

© Institute of Information Theory and Automation AS CR, 1979

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to digitized
documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these
Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped with
O digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics Library
http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/125197
http://project.dml.cz

KYBERNETIKA — TOME 15 (1979), NOMBRE 4

Entropies, dimensions
et représentation d’observations

JEAN SALLANTIN, THIERRY VAN DER PYL

11 existe en théorie de Pinformation différentes méthodes pour construire Ja représentation
d’observations gu’il est possible de faire sur un ensemble d’objets. Si la construction de ces
représentations nécessite différentes hypothéses, qui sont déterminées par la structure logique
admise pour I'ensemble des observations [10], on peut cependant remarquer que toutes vérifient
les conditions suivantes:

— Il est possible de trouver un espace X dans lequel tous les objets sont décrits selon un méme
processus.

— 11 existe un ensemble d’objets appelé ensemble d’apprentissage sur lequel on sait comment
chaque observation se vérifie, i.e. ol I'on détermine pour chaque observation et pour chaque
objet de P'ensemble un indice de vérification. Cette connaissance et les hypothéses de structure
de la méthode utilisée permettent de généraliser la vérification de chaque observation & I’ensemble
de tous les objets.

Notre étude porte sur la fagon d’évaluer I'indécision sur une représentation d’observations.
Nous aurons a comparer soit diverses représentations de la méme observation sur le méme ou sur
différents espaces de description des objets, soit & comparer les représentations de diverses obser-
vations sur un méme espace de description des objets.

Etant donné un ensemble Q d’objets, un espace X de description de ces objets,
une observation “a” qu’il est possible de faire sur ces objets, une application fa
de X dans [0, 1], (fa(x) sera I’indice de vérification de I’observation a pour les objets
de méme description x dans X), nous cherchons & évaluer I'indécision sur I'observa-
tion a.

Pour cela nous utiliserons une fonction g de [0,1] dans R*, nulle pour fa(x) = 0
et pour fa(x) = 1, symétrique par rapport  1/2, et maximale pour fa(x) = 1/2.

1l existe une infinité de telles fonctions g. Aussi est-il intéressant de faire sur g
les hypothéses qui servent & définir, en général, les mesures d’information (ou *‘entro-
pies”, ou “informations") en théorie de 'information.

Parmi les mesures d’information vérifiant les hypothéses minimales que nous nous
sommes fixeés, une classe d’information a deux paramétres « et §, notée &, 5, est
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particuliérement intéressante: ce sont les informations d’ordre « et de type B, [7].
qui regroupent les diverses informations probabilistes connues: [12].
Soit F une distribution compléte de n éléments positifs ou nuls: F = (f, ..., f,)
n
avecfy = Opourtouti=1 ... net) f; = 1.
i=1

L’information d’ordre « et de type B sur la distribution F est définie par:

( le?)(ﬂ—l)/(a—i)_ 1

I*(Fa,p) = =L T S— sie =20 etol

M=

et
2(ﬂ‘1)i:2|filog/: —1

I*(F7 Iﬁ) = *W_ *i’*"* sioa=1.

Le logarithme utilisé est a la base 2, et nous avons fait ici la convention 0* = 0
pour o = 0.

On vérifie que:
— pour a = § = 1, on a Pinformation de Shannon [11],
— pour § = 1, on a information d’ordre x (ou de Rényi) [9],
— pour & = f, on a I'information de degré « [5],
~ pour § = 2 — (1/x), on a I'information d’espéce y = 1ja [1].

Nous nous intéressons ici aux distributions Fa(x) & deux éléments:

Fa(x) = (fa(x), 1 - fa(x)).

Nous noterons G, ,(fa(x)) = I*(Fa(x), a, B).

Définition 1. Soit une observation a, soit une description x € X, I'indécision
de I'observation a au point x est définie par G, ,(fa(x)).

Remarques.
- Ga.ﬂ(o) = Gz‘ﬁ(l) =0,
~ Goh12) = 1,

— Gy g(fa(x)) = 1 pour fa(x) e J0,1[ et Gy 4(0) = G, 4(1) = 0.

Si ’ensemble de description est fini, il est possible de mesurer 1'indécision sur la
vérification d’une observation en considérant par exemple la somme sur X des indéci-
sions. Il arrive cependant que I'espace de description X ne soit pas de cardinal fini.
Par exemple, si les objets sont des courbes de R? (c’est Ie cas si nous analysons des
“contours”) une description peut &tre constituée par les composantes d’une décom-



position sur une famille de n fonctions orthogonales; les descriptions des objets sont
alors situées dans R" sans qu’il soit possible de supposer qu’elles forment une partie
mesurable au sens de la métrique usuelle dans R".

Nous pouvons donc nous trouver dans la situation suivante:

X <R, J G, 4(fa(x))dx =0
x
et

2.G. s(fa(x)) non défini .

Nous allons alors rechercher pour chaque indécision G, g, dépendant de la mesure
d'information de la famille &, 4, le “meilleur® type de sommation. Pour cela nous
considérerons des sommations analogues a celles qui permettent de définir les mesures
de Hausdorff [3], et la dimension de Hausdorff [3] d’un ensemble.

Définition 2. [6] Soit R” muni de la métrique ¢ suivante:

x = (xla X2, "'1xn) et y= (,Vx, Vas ‘..,y,,)

deux éléments de R",

b

o(x, y) = max {xi — »:
sizn

Les fonctions positives croissantes k& définies sur R* et vérifiant h(t) = 0 si et
seulement si ¢t = 0, définissent une mesure extérieure p*:

VAcXcR, w(4)=lim inf (Th(d(S,)
=0 €o(4) 1

oueg> 0, %Q(A) est la classe de tous les recouvrements de A par un ensemble de
boules S; de diamétre d(S,) < e.

Si h(f) = 1%, la mesure de A notée p*(A), correspondante, est appelée mesure de
Hausdorfl de 4, et 'on définit la dimension de Hausdorff de 4, notée dim A4, par:

dimA:inf{a;O];ﬂ(A):O}_

Les remarques précédentes et cette derniére définition nous incitent & poser comme
définition de l'indécision d’une observation “a” sur une description 4 < X < R",
la quantité H, ,(A):

1 1, : 1,
HE'H(A) = sup Ha,cﬂ(A) = hn: Hz.;i(A) s
[ [ind
avec

Hi(4) =¢i‘r(lAf )[Eil sup (Geplfa(x)) 4'(S))] -
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Lemme 1. A € X < R" étant donné. o, f étant fixés. 1l existe une valeur unique
d, 4(A) telle que:
— si 1> d, ,(4)alors H, ,(4) = 0,
— sil < d,4(A)alors H, 4(A) est infini.

Démonstration. Il suffit de remarquer que si H. 4(A4) est fini alors, pour tout
n > 0, Hy%(A) est nul, et que de plus H"'(A4) est nul.

En effet: Vn > 0, Ve > 0,

0 5 inf [3. sup (G, f(/a(x)) d"*"(5,)] <

€e(Ad) i xeSi

< &1 inf [ up (G, {fa() d15))]

%o(A) i x
d’oll par passage 2 la limite, si H, 4(4) est finialors 0 £ H.%" < 0, donc H.;(4) = 0.
Hy'(4) < HB'(R) < ' (R) = 0
car la mesure de Hausdorff d’ordre n + 1 de I'ensemble R” est nulle.

Définition 3. o et 8 étant fixés, nous appellerons dimension d’indécision de I"obser-
vation sur la partie A = X < R", la valeur unique d, 4,(4) telle que:

— sil > d, 4(A4) alors H, 4,(4) = 0,
~ si I < d, 4(A) alors H, ,(A) est infini.

Remarque. On ne peut rien dire de Hi5*(A).

Lemme 2. [12]
— Vfa(x)e [0, 1], G, 4(fa(x)) £ 1,
— VBeR, Vfa(x)e [0, 1], si a; £ a; alors G, 4(fa(x)) 2 G,, 4(fa(x)),
— siy; = I/a‘et/ﬂ =2—y,siy = lo,“;f:tﬂz =2—-yetsiy; 2y, 20,
alors:
Vfa(x) € [0, 1], Gop0) Z CGayp.(fa(x)) Z Gaypilfalx)) -

Dans ce dernier cas I'information d’ordre «, et de type B, (resp. a, et f,) corres-
pondante est I'information d’espéce ¥, (resp. y,;) [1] (I'information d’espéce 0% est
Iinformation infimum).

On en déduit immédiatement la proposition suivante:

Proposition 1. Soit 4 = X < R, soit d, y(A4) la dimension d’indécision de A, les
propriétés suivantes sont vraies:
(i) La dimension de Hausdorff de 4 majore toute dimension d’indécision de A:

Yoz 0, VBeR, d,,(4)<dim4.



(ii) La dimension de Hausdorff de I'ensemble des points de A ol fa(x) = 1/2
(ensemble d’indécision minimale de 4) minore toute dimension d’indécision de A:

B={xed|fa(x) =1/2},
Va2 0, VpeR, dimB < d,,(4).

(1ii) Si B est quelconque, et si 0 < oy < @, alors

duz,B(A) = dm.ﬂ(A)'
(iv) Si By =2~ 1fay,siff; =2 — 1o, etsi0 < &) < o, alorsd,, ;,(A) £ d,, 4,(4).

Remarque. Dans le cas général ou f est fonction de o« on ne peut rien dire de
d,\,,(,)(A): il n’y a pas, en général, de monotonie.

On montre, par exemple, que G (fa(x)) = G; s(fa(x)) = 4fa(x)(1 — fa(x))
d’oli d, ,(4) = ds 5(A), mais pour les valeurs entre 2 et 3, on ne sait rien [8].
Proposition 2.
() VA= X <« R, VB < X = R'tels que A = B: d, ,(4) < d, 4(B);
(i) VA © X < R", VB < X < R" d, (A ~ B) < inf (d, ,(4), d, ,(B));
(iii) si A4 = \r_)Ay, ol I' est un ensemble d’indices, d, 4(4) = st;l_p (d.4(A,));

(iv)sid = \[_)A,-, oli I est dénombrable, d, ,(4) = sup (d, ,(4,)).

Démonstration (extension d’un résultat de [2]). (ii) et (iii) découle de (i) qui
est évident. Pour démontrer (iv), nous montrerons:
di o(4) < sup (d; 4(4,)) .
. I
On a:
VIZ0, 0S Hygl4) S Y Hyp(4));
lel

dés que | = sup (d, 4(4,)), He4(A4;) = 0 pour tout iel et donc H; 4(A4) = 0 ce qui
achéve la démonstration.

Remarque. Si A est un ensemble dénombrable de points d, 4,(4) = 0 pour tout
(2, B).

Considérons maintenant la famille d’entropies &, p,(< #,,) & un paramétre
telle que:

VG p0) € Fapiy »




si0 £ a; < oy alors:

Vfa(x)e [0, 1], G, pan(fa(x)) 2 Go, peun(fa(x)) -

La famille &, y,) sera appelée famille d’entropies décroissantes. Elle est définie par
1a donnée de la fonction o — f(«).

Nous allons montrer que pour toute entropie de &, ., la fonction (4 étant fixé):

o= d:./x(m)(A)
est continue en «. Pour cela nous allons montrer deux lemmes.
Lemme 2. S’i existe 7 + 0 et & = 0 tels que pour Ay = {x ¢ Al 1 -1 2 fa(x) 2
> n} on ait d, yo(An) = d, 5z(A), alors
Vo' Z @, ona dype(Ad) = d,pef4) = dim 4y .

Démonstration. On a toujours d, s,(An) = dim Ay pour tout a. En effet,
pour tout recouvrement %,(An), pour tout I, on a:

Gupfm) Y d(S) S Hiw(D) = X d(S)
s.»erg:mn) s.ve%’i(in)

puisque G, p.,(x) est décroissant en x.
Sia’ = aona:

e pA) Z dor piar(4) (car Grpio € F o pi) -

De plus An < A entraine pour tout o’:
e po(AN) = o pae(AN) £ dye yur(4)
d’o, si pour un &, d, s,(4) = d, 4(4n), on a:
poura 2 a, dppe(A4) Z dapef4) = dapAn) Z doe piar(A) -

Donc, Vo' 2 &, dyr gay(A) = dy gy(4) = dim Ay .

Corollaire. Si fa est continue dans R", alors, pour toute partie ouverte 4 ou il
existe un point x, tel que fa(x,) # 0,1, la dimension d’indécision d, g,,(4), pour
tout o, est constante et vaut n.

Démonstration. A étant ouvert, il existe une boule de centre x, notée B(x,),
incluse dans A tel que: Vx € B(x,), fa(x) est non nulle et bornée.

Du Lemme 1 on a: d, p(B(Xo)) = dim B(x,) = n.

Or B(xo) ©@ A © R"=>n = dy3,(B(xo)) £ dupf(4) £ dim R" = n dou
dupa(4) = n.



Lemme 3. Soit An={xeA|0<fa(x)<noul —n fa(x)<1} et Ay= 305
={xed|l ~n 2z fa(x) Z n}. Si pour tout a, pour tout 4 + 0, on a:

d«,ﬂm(A’l) = dl,ﬂ(a)(‘z”)
alors la fonction & — d, 4,)(4) est continue.
Démonstration. Du(iv) de la Proposition 2, on sait que:
Vo, ¥+ 0, disafd) = dipl4y) -
Au voisinage de 0, on montre que G, 4(x) est équivalent a:
sio a1, kx*, k; >0,

sioo

[\

1, kyx, ky>0.

A la suite de (iv) de la Proposition 2, sans perdre de généralité, nous considérons
A borné.

Soit %,,,{A) un recouvrement de A par des boules S,, i € I(p) (= N), de diamétre
l/p.

; 1
Hypih(4) = 3 > sup [G, go(fa(x))] -
piel(p) i

G, pe(X) est une fonction décroissante en o pour x € [0, 1]. D’ol, pour toute
boule S, il existe un point y; € [0, 1/2] indépendant de o tel que:

vx, SEP [Gupwlfa(x))] = Gy pelyd) -

Quand p tend .vers I'infini Pexpression HY}i%(4) a un comportement équivalent

alasomme (1/p') ¥ yisia < letalasomme (1/p)) Y y;sia = 1.
iel(p) iel(p)
Pour 1 =2 o' = o on a:

1 1 a1 a .
- Yz Yz YL+ (e —a)logy);
P el P iel(p) P iclip)

— sil > d, peoy(A), (1/p) 3 »7 est nul, de méme
i<l(n)

1

Y, Yilog—

iel(p) }j,
: ,

p
d’odr (1/p*) ¥ % est nul;
)

iel(p

— si I < d,pu(4), (1/p") ¥ yi est infini.
iel(p)



306 Si nous considérons «' — « = 1/p, la quantité (1/p '“) Z y log y; est nulle si I

est supérieur & d, po)(4) — 1, donc pour I€ [d, pa(4) — 1 d‘,_ﬁ(,)(A)[ AN
est infini.

Les sommes Hyj/5(4) et H.:'/?., sont donc de méme nature pour « et o assez
proches (1 = « Z ) ce qui montre la continuité & droite au point « < 1 de Ia
fonction o — d, p,)(4). On montrerait de méme la continuité & gauche au point
a <1

Pour « 2 1, H"'/?(4), 1a convergence de H.j7(A) est équivalente & celle de

1) Y w (quelque soit a).
ieI(p)

Ce qui montre la continuité en « < 1, et la continuité & gauche en « = 1. La conti-
nuité & droite en & = 1 a été vue précédemment.

Proposition 3. Si G, 4, est décroissante en « alors la fonction o — d, py(A4),
A étant fixé, est continue. De plus si & 2 1, d, g(A) = dy g1 (A).

Démonstration. On se trouve dans la situation du Lemme 2 ou du Lemme 3
d’ot le résultat.

Proposition 4. Soit 4 =« X < R".

(i) Pour toute famille d’entropies décroissantes &, 4, il existe une valeur unique
ay = 0 telle que:

— Ya >0y Hye(4) =0;

— Ya <oy H gefA) est infini, et
%y = inf (o 2 0| HZ yo(4) = 0).

(if) Pour toute famille d’entropies décroissantes &, 4, il existe o unique tel que:
Ao pia4) = o

Démonstration. Comme pour le Lemme 1, nous allons montrer que si Hj p.,)(4)
est fini alors pour tout # > 0, Hi {1 g, 1p(4) est nul.

En effet: Vnp > 0, Ve > 0

& Jof [3 sup (Gespiesnlfal2)) 47(S))] <

€)1

< inf [} 50p (Gupeoffa(x))) 4(S))] =

€(4) 1 xS

£ inf {3 sup (G, pffal(x)) d*(51)] ,

%(4) i xeS;



d’oti par passage & la limite si H} ;,(4) est fini on a:
0 S Hilparm(A) S0, ie Hill,uin(4)=0.

D’ott #y = inf (& = 0| H 5,(4) = 0) vérifie (i).

Montrons que a, défini en (i) vérifie (ii):

— Soit &> 0, soit a; = a + & By = flag + &), Iy = dy, p(A): H ,(4) est
soit fini, soit infini done: Hy! 5 (4) = HZ ;(4) = 0 (car o, > a, ct on a (i)) dou
a, 2 I, (par définition de 1) i.e.

Ve >0 oy + &2 dogie prag+ed) -

— Soit & <0, s0it &y = a5 — &, B = Plog — &) et I, = d,, 5,(A): HZ 5,(A) est
infini (car a; < ag et on a (i)) d’olt @, < I, (par définition de 1,) ie. Ve > 0, o —
= & = dugme,pie0- o A)-

Or la fonction d, s(4) est continue en « d’aprés la Proposition 3, ce qui montre
que

% = duy g A) -

Remargue. Pour toute famille d’entropies décroissantes &, 4, pour toute partie
A = X = R", nous avons spécifié un a (Cest le o, précédent) tel que: dy ;;y(4) <
S dyp(4) = o < dim A.

Exemple. Considérons le “triadique” de Cantor: [4], on divise X = [0, 1] en trois
segments [0, 1/3], [1/3,2/3], [2/3, 1], et on supprime le segment médian [1/3, 2/3].
Sur les deux segments restants on répéte I'opération, et ainsi de suite ... On con-
struit ainsi plusieurs suites de segments emboités donc qui convergent: 'ensemble A
de ces points limites est le “triadique’” de Cantor. Sa dimension de Hausdorff est
log 2/log 3. ’

Considérons le recouvrement d’ordre n, i.e. celui issu de la construction a I’étape n.
Chacun'de ses 2" segments a un diamétre égal a 1/3".

Nous supposerons que:

— les points de X = [0, 1], n’apparaissant & aucune étape de la construction,
comme extrémités d’un segment, ont un indice de vérification nul ou égal & 1, ainsi
que les points O et 1.

— Chacun des 2" points nouveaux apparaissant comme extrémité d’un des 2"
segments du n'*™ recouvrement a un indice de vérification égal & 1/3**(< 4) ol 4
est une constante strictement positive.

Considérons le recouvrement d’ordre n, par des segments S, (i = 1, ..., 2") de
longeur 1/3":

" z 1
Hey () = ¥ sup G, o(fa(x)) = -
i=1 xeS: 3
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Or sup G, 4(fa(x)) = G, g(fa(x;)) o x; est extrémité “ancienne” de S,, i.e. celle
xeSy

qui n’est pas apparue a I'étape n.

B = 55 6322
@B a8 3im :

lercasa < 1:

au voisinage de m infini, d’ot

3 T \3k

2\ 2
n-1 m ( ;.a+1> T Zdatnt
R I R

donc d,,(4) = log 2flog 3 — Aa si log 2flog 3 — dx = 0 et d, 4 (4) = 0 si
log 2flog3 — A2 £ 0.

2éme cas a = 1:

d’ou
2
dA) =082 G182 ;5
log3 lo,
et
d, 4(4) = 0 log2 _; o
log 3
Résultat:
d, 4(4) = 182 _ju i« £1,
log3
log 2

da,ﬁ(A) =1

Aosioaz1
log3

sous réserve que ces quantités soient positives sinon d, 4(4) = 0.

Nous avons précisé le concept d’entropie et de dimension pour une observation;
nous considérons maintenant la généralisation de ces notions a une famille d’observa-
tions [10].

Considérons une famille de p observations, nous désirons mesurer I'indécision
sur le résultat, sachant qu’en utilisant I'opération de concaténation [10], nous
pouvons construire les p” observations générées par n concaténations d’observations.



Nous ne ferons pas d’hypotheses de structure sur la famille d’observations. Soit
F ={f, ..., f.} unc distribution a n éléments f; = 0. Nous utiliserons pour mesurer
I'indécision, les fonctions I*(F, «, ), entropies d’ordre o et de type f sur une distribu-
tion F:

n N\ (F-1/@-1)
«
1 ‘ 1
* = — - —_

I(F o B) = ||~ o

2 -1
2T
T

et son cas limite quand o = 1.

Soir @ = {ay, ..., a,} une famille de p observations, soit n le nombre de concaté-
nations effectuées et a;, i = 1, ..., p" une des p" fagons de concaténer n observa-
tions prises dans @, soit f, (x) I'indice vérification de I'observation o; au point x.

Définition 1. L’indécision au point x aprés n concaténations sera définie par:

10 2() = I'(F, % f)

F={fi() 1 = fo,(5) - fulh 1 = ful3)s s fan(x)s 1 = fon(%)}
N C o (B-1)/(a=1)
YL+ (1= fu0)] L
Gy () = || = = o

et son cas limite quand o = 1.

Remarques. Cés expressions vérifient les propriétés suivantes:
— SiVi=1,...,p" f,(x) = 0outalors ¥, , £(x) = 0 (valeur minimale de I'in-
décision).
- SiVi=1,...,p" f(x) = $alors 4, , £(x) = 1 (valeur maximale de Pin-
décision).
— Sioy ={a,...,a}oua, = {a,a, ...,a},us = {@, ...,a}, a désignant la pseudo-
négation de a (fa(x) = 1 — fa(x)):

a5 Z1(x) = G, 4(fa(x)) = G, ,(fa(x)), i=1,2,3.

— Plus généralement, si £ = {a,, ..., a,} et &' = {a;, ..., a,} v {a,, ..., a,}

Gop £'(%) = G (%)

Pour une observation, pour une étape, nous retrouvons la situation de I'indécision
d’une observation.

309



310 Cette définition nous permet de généraliser au cas de n observations les résultats
obtenus sur une observation.
En reprenant les notations définies pour le cas d’une observation, nous obtenons:

Définition 2. La dimension d’indécision sur un ensemble A, notée 2 ,(4), pour
une famille d’observations a, & la n'*™° étape est définie par:

liminf Y sup (9, £(x)).d(S)

e+0  Sie¥(4) xeS

est: —nullesi 1> 27 ,(4),
— infinie si 1 < 97 4(A).

Proposition 1. Si 'on considére une famille décroissante d’entropies &, p,), alors
la fonction & — 9} 5,(4) est décroissante en «, et de plus est constante pour « = 1
avec la relation: dim A = D) y)(4) = D} p1)(A)-

Proposition 2.
() VAcX c R, VBc X c R, tels que A = B, 97 4(A) < D7 ,(B),Vme N.
(i) VAcX <R, VBc X = R",
274~ B) < inf (D74(4), DI(B), VmeN.
(iii) si I' est un ensemble d’indices quelconque:

D7(U A,) = sup Dy hA4,), YmeN.
yer r

(iv) SiI est dénombrable:

@:",,(H A4) = sup D7A4), VmeN.

Les résultats sur une famille d’observations sont intéressants si I’on peut comparer
I'indécision d’une famille a Uindécision d’une famille plus grande. Pour cela, nous
supposerons vérifiée la propriété L} de [10]:

soit ¢ la concaténation b suivi de a: ¢ = a ¢ b, f.(x) < inf (fa(x), fb(x)), et nous
supposerons donnée une loi H de concaténation (un semi-groupe) telle que:

%) = H(f{x), f(x)), ¥xeX.

Nous allons montrer quelques résultats qui porteront soit sur une famille d’observa-
tions symétrisée du type: £, = {a,, ..., 4, 81, .-, @,}, soit sur une famille non
symétrisée &, = {a,, ..., 6,}, et qui utiliseront comme loi de concaténation: soit
la loi produit, soit la loi de type infimum. On considérera un point x fixé de I'espace
de description X.



Proposition 3. Soit ¥, une famille d’observations symétrisée, soit la loi de type
infimum comme loi de concaténation (i.e. fa o b = inf (fa, fb)), alors 92, £ (x) =
Gy ).

Démonstration.
Z,={ay, ...,a,a,, ...,a,}.
1 X (B—-1)/(a—1)
Z [F e -ren] -
Gl L (x) = —— o

ol «; est une observation obtenue par concaténation de deux observations de %,
N est le nombre d’observations obtenues aprés une concaténation de %, i.e. le
nombre d’éléments o; : N = (2p)2 = 4p*.

Nous pouvons supposer que:

L Ef() 2SS M) S Sflx) Sf(0).
On vérifie alors que pour tout j, on a:
2p — (J — 1) + 2p — j observations «; telles que £, (x) = f,(x).
En effet 2p — (j — 1) observations sont du type:

ajea, avec k=j,...,p ou a;od, avec k=1,...,p;

et (2p — j) observations sont du type a,oa;, k= j+1,...,p ou & o a,
k=1,...,p.

Jj + (j — 1) observations a; telles que f, (x) = fz,(x) = 1 — f,(x).

En effet j observations sont de type a;o a,aveck = 1, ..., j; et (j — 1) observa-
tions sont de type d,od;aveck =1,...,j — 1.

Dans Iexpression de 97 ,(x),onadonc2p ~(j— ) +2p—j+j+(j—1) =
= 4p termes f7(x) + (1 — £, (x))* qui valent £ (x) + (1 — £, (x))"

D’ou:

1 2 . (B—1)/(a=1)
[ g sa-nen] T

E2) 'Tp(x) = -8 _ | = Yap 'S?p(x) .

Remarque. Ce résultat ne se généralise pas : on n’a pas
-1
s Zo(x) = Gap' Eylx).

Nous allons considérer maintenant des familles d’observations non symétrisées.
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312 Proposition 4. Soit une famille d’observations non symétrisées £, soit une loi
de concaténation de type infimum, alors:

lim &, “(Zp(x) = G“yﬂ(inf(fdi(x))) -
n—+w i
Démonstration. Nous supposerons, sans nuire a la généralité, que

L) sfalx) 2 .. 2,06

() . Jm (B—1)/(2—1)
s L(x) = [[If‘ At ot A"] - 1} !

P e

avec 4; = f5(x) + (1 — f(x) et k{” + ... + kP = p".

Nous allons montrer par récurrence sur n que k{" = k%" = ... = k{". Pour
n=1k" =K"= ... =k". Supposons que k{” z ... = k.

On peut comme dans la démonstration de la Proposition 3 vérifier que:

AG-DIE=D _
Goy' Lyfx) =" B e

avec pt 1A = (KPp + kP + .+ kDA + o+ (K — i+ D)+ A,
c YA+ KA, et K = 1
Dow k"D — KD = kP(p— i+ D)+ k(1 - p+i) = (p— i) (K" —

— kW) + K+ kR 2 0 done kYTV 2 L2 kUMD, De plus
LI ol S T o S GO S JRTTE A
pn+l pn+l i Pn+1 e )

Le poids de A, dans A augmente avec n, or il est majoré par 1; il converge donc.
Nous allons, en fait, montrer que ce poids tend vers 1. On peut, en effet, calculer
explicitement k(™.

Les observations o; contenant dans leur expression a; = a; cda;,0...0a

jn
I'observation a, conduisent 4 des termes A; dans I'expression de % 4(x). On a:

-1 .
— p""! observations a; o aj, 0 ... 0a

i
— (p—1).p""? observations a; 0@, ...°a; aveC a;, = ay, ..., ap;

— (p— 1) p""i"* observations a;, o ...va;,_ ody°...0a; avec 4;, ..., a;,_,

pris parmi les observations a,, ..., a, et a;,, ..., a; pris parmi les observa-
tions ay, ..., a,



Dot

KO=pt+ =)+ o+ - )P T (-1 p =
o\t
A7)
p
Ky (——p = 1>'HA
» P

Donc lim k{’[p" =1, lim 4 = 4,, lim &, L(x) = G, 4(fa, (%))

n-+ o n>+oo

€t

Remarque. L’ordre de 4, ..., 4, n'est pas en général, celui de fa(x), .. ., fa,(x),
car il dépend des positions de ces indices par rapport 4 1/2. On ne peut donc pas,
en général, déduire une monotonie sur %5 ; #(x) quand n varie.

Proposition 5. Soit une famille d’observations non symétrisée £ ,, soit une loi
de concaténation de type produit, alors

lim 4, % ,(x)=0.

n=+ o0

Démonstration. On peut supposer sans nuire  la généralité que:

0 < fa;(x) < fa)(x) £ ... S fa,(x) < 1.
I cas o < 1:

Ja o an e .oa(x) = fa(x) x fag(x) x ... x fa,(x) < (fa,(x))".

Pour n assez grand faj(x) < }.

1 n \E-DE-D
J— _— pt
] B (pn = ‘>  LU=pa a1 Tad_q
Gup L(x) = ey
: 208 q 2

avecd; = fi + (1 — f,fola; =a;°...0a

i
Pour n assez grand:

4; £ fa(x) + (1 ~ fa)(x)y
et

| —

S S fa3(x) + (U fala)) = B

el

oy
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De plus la fonction g(x) = (2" 7% — 1)/(2'# — 1) est croissante.

1 1 1 ,
log (7 ZA‘-> < -——log BY

l-a i 1—-«
d’ou
LA =B/(1=@)]logBp™ __

2178 — 1

029, 2(x) <

or lim BY” = 1 donc lim 4, , £(x) =0.
n—+ o n=+w
2mecas o = 1:
| S) S 1.5) £ 209
Pour n assez grand f,(x) < f,(x) £ 1
et
1 an 5 (AN n
o oA 2L + (1= S) = B,

2EE =0/ =PTogBi D _ 4
< @n < Z — =
09, 2(x) = ST

Or lim B{” = 1 donc lim ¥}, #(x) = 0.

n++aw n—+w

Remarque. Dans les deux cas précédents (la loi de concaténation H étant de type
infimum ou de type produit) f,(x) o0 a; = a; o ... o a,, tend vers un idempotent
de H quand n tend vers I'infini. Cette situation ne se généralise pas.

En effet, soient a, b, ¢ trois observations telles que:

= J{x) < flx) < folx);
- fc(x) = fcoc(x) = ’I(fc x),ft(x));
~ fo(x) est le seul idempotent de H entre f,(x) et fy(x).

Alors:

Jacto...ot(%) = H{FLx), foo..op(x)) = inf (£x), foo...ot(x)) -

OF fio.op(X) Z fo(X) 2 Su%)s QOU fropo._os(x) = fu(x), ol f,(x) n’est pas nécessaire-
ment un idempotent de H. .

Traduit en terme de dimension la Proposition 3 devient

Corollaire 3. Soit £, une famille d’observations symétrisée, soit la loi de type
infimum comme loi de concaténation; alors:

P24(4) = Zap(4) -



Les résultats précédents sont obtenus en faisant des hypothéses de structure sur
la famille d’observations — famille symétrisée ou non, loi de concaténation de type
produit ou infimum. Il semble qu’il soit difficile de se passer de telles hypotheses.

(Regu le 16 Octobre 1978.)
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