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LAGUERRESCHE DIFFERENTIALGEOMETRIE UND KINEMATIK

ZDENEK JANKOVSKY, Praha

(Eingegangen am 28. April 1993)

Summary. In this paper the plane Laguerre’s geometry in the augmented plane of dual
numbers is presented. Basic integral and differential invariants of L-curves in the plane
are deduced, i.e. the L-curve arc, L-curvature, £-minimal curves, L-circle. Furthermore the
contact of L-curves, L-osculating circle, L-evolute of a curve and some special L-motions
are studied from the point of view of L-Differential geometry.
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1. GRUNDBEGRIFFE
Es seien R der Korper der reellen Zahlen und A der Ring aller dualen Zahlen
a=a; +eay; €2=0;a5,a3€R
Der Ring A hat eigene Nullteiler. Die Menge aller Nullteiler ist
A= Re = {zc |z €R; 2 =0}
Wir erweitern den Ring A auf die erweiterte duale Ebene A:
A={z]z€AVz="1/0" =00 Vz=c“L" = aw;c€ R - {0};¢% =0} .

A ist ein Modell der Laguerreschen Ebene L (L-Ebene), s. [7]. Die fundamentale
Bewegungsgruppe, die auf diesem Modell der £-Ebene operiert, ist die Gruppe der
direkten linearen gebrochenen Transformationen im dualen Gebiet (£-Transforma-
tionen)

al+ 8,
YE+8’

I @ =x=

|
> §\=aé—ﬂ7 ¢,
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wo a, 3,7,8 € A; z,€ € A sind.

Die £-Gruppe (1) wird linear durch die spezielle lineare Gruppe SL(2,A)
reprisentiert.

Auf der L-Gruppe als einer Bewegungsgruppe kann man die Laguerresche
Geometrie und die £-Kinematik analogisch zur klassischen Gruppen aufbauen,
s. (1], [2], [5], [7), [8]. Der Grundbegriff der kinematischen Geometrie ist der Begriff
der Bewegung.

Definition 1. Eine £-Bewegung £(A/L) der £-Ebene A in der £-Ebene L ist
das 1-parametrige System der £-Transformationen

L oE+8().
YOE+8(0)”

auf Z, wo @, 8,v,6 € C™(I); C™(Z) ist der A-Modul aller n-mal stetig diiferenzier—
baren dualen Funktionen der reellen Verdnderlichen ¢ auf dem Intervall Z C R;
n € NU{0}; £,z € A; A, bzw. L nennen wir die Gangebene, bzw. die Rastebene.

alt)é(t) — Bt)v(t) €2

2. SCHWARZSCHE ABLEITUNG UND L-BOGEN
Sei
(2) C=z=12z(t); z€CT)

eine parametrische Darstellung der Kurve C in der £-Ebene L, d. h. z = z(t) ist eine
duale Funktion der reellen Verénderlichen ¢.

== (E) - L(E) 223 (%)
W=z T2\E) TE Tz
nennen wir die Schwarzsche Ableitung der dualen Funktion z € C3(Z). Es gilt:

Satz 1. Die Schwarzsche Ableitung ist eine L-Invariante, d.h. sie ist invariant
beziiglich der £-Gruppe (1).

Beweis. Transformieren wir die L-Ebene A durch die £-Transformation

N 1z +c2
z=—

i |Cl=cica —cacs € A; ¢ € A konst.,
€32+ C4

bekommen wir fiir die Ableitungen:

c___lci
(z) - (csz + ca)?

3

s 9p 32
()" = 2(c3z + ¢4) — 2c3 ic|

5
' (c3z + cq)®

30



und weiter

=252, - () -3 ()

_ (Z(C3z+64)—ZC3i2 1 ('Z‘(C3z+04)—2532‘2)2
- (caz +ca)# 2 (c3z + ¢4)2
£\ 1/3\?
= (;) -3 (;) = {z,t},
qed. ]

Bemerkung. Fir (c3z + c4) € A erweitern wir die Ableitung #hnlich wie fiir
,00“ in der Gaussschen Ebene.

Sei
3) 0:‘ToT:t=0(1),

wo © = © € CY(I) und 3—3 # 0 auf ‘Z, eine zulissige Transformation © des
Parameters t. Fiir diese ©-Transformation gilt die Cayleysche Formel:

(4) {z,t} = {2,0} - 6% + {0,1}.

In allgemeinen ist {©,¢} # 0 und ©2 # 1; daraus folgt:

Bemerkung 1. Die Schwarzsche Ableitung ist keine Invariante beziiglich der
Transformation ©.

Bemerkung 2. Die Schwarzsche Ableitung I(t) charakterisiert eine Klasse
der mit der £-Kurve (2) L-#quivalenten £-Kurven, denn (2) ist eine Losung der
Schwarzschen Differentialgleichung der 3. Ordnung

(5) {z,t} = I{t) = 0.

Die allgemeine Losung z(t) der Gleichung (5) kdnnen wir angesichts Satz 1 (S1)
durch eine beliebige partikulare Losung () in den Form

_ai(t)+ca, )
2(t) = i) 1 er |C| € 2, c; € A, konst.

darstellen.
Die Schwarzsche Ableitung ist eine duale Funktion

(6) I(t) = () + eha(t); 2 =0.
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Nach S1 ist I(t) L-invariant und aus (6) folgt, daB I (¢) und I(¢) auch L-invariant
sind. Transformieren wir den Parameter ¢t der £-Kurve (2) durch

w=w(t); w#0aufZ

Wir bekommen beziiglich (4)

@ {Il(t) =hLw) @ +{wt},

c W
L) = h(w) &

Aus der L-Invarianz I und aus (7;) folgt:
Bemerkung 3. sgn(l2(?)) ist L-invariant und w-invariant.

Definition 2. Die Invariante sgn(Z2(t)) nennen wir die £-Signatur der £-Kurve
C; wir bezeichnen sie ,sgnC*. Die Punkte der £-Kurve C, fiir welche I5(¢) = O ist,
nennen wir die minimalen Punkte. Wenn alle Punkte der £-Kurve die minimale
Punkte sind, nennen wir diese £-Kurve eine minimale £-Kurve.

Beispiel 1. Suchen wir die minimalen Punkte der £-Kurve

e—1

2
L 2o )
70 © =0teR

C=z=

Losung. Die Kurve C hat die Darstellung:

_ (e-t)1~et) _
EEUretyT—ct)
2(t) = Rz(t) + eD2(t) = z1(t) +e22(t),

(e—t)(1—et) = —t+e(l +1?)

wo z1(t) = —t; 22 = 1 + ¢%
z= -1+ 2te; 2 = 2¢; ‘%" = 0, die Schwarzsche Ableitung unserer Kurve C ist:

v 3/:\* 3 2\’
(zty=—-5(2) =—3(=—==) =
z 2\ 2 2 \ -1+ 2te

fiir alle ¢ € R. Daraus folgt: Alle Punkte der Kurve C sind minimale Punkte, d.h.
die Kurve C ist eine die minimale £-Kurve. Unsere Kurve C ist ein isotroper Kreis
(Parabel), d.h. C ist ein geometrisches Grundobjekt der L-Geometrie, s.z. B. [7],
S. 239, 244.

Untersuchen wir jetzt nur £-Kurven ohne minimale Punkte. Wihlen wir

Li(w) € C°(‘T), i=1,2
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fest, dann ist (7;), bzw. (72) eine Differentialgleichung fiir w(¢) der dritten, bzw.
ersten Ordnung. Wihlen wir speziell

(8) L(w) =sgnl(t) aufZ.

Aus (72) und (8) folgt
©) w(t) =+ / (sgn k() - LE)2dt; tel.

Satz 2. (9) ist eine integrale Invariante der L-Kurve (2).

Beweis. Die L-Invarianz von (9) folgt aus der L-Invarianz von Io; die ©-
Invarianz aus (3) und (73). m]

Definition 3. Die integrale Invariante w der £-Kurve (2) nennen wir der L-
natirliche Parameter oder der £-Bogen der L-Kurve.

Bemerkung 4. Durch die Wahl einer Integralkonstante in (9) wihlen wir der
Anfang der natiirlichen Parametrisation und durch die Auswahl des Vorzeichens wird
eine Orientation der £-Kurve angegeben.

3. L-KRUMMUNG

Parametrisieren wir die £-Kurve C durch den L-natiirlichen Parameter w:
(10) C=z2=z2w); we'l.
Fiir die Schwarzsche Ableitung der £-Kurve (10) beziiglich (8) gilt
(11) {z,w} = I(w) = I;(w) + esgnC.

Aus der Cayleyschen Formel und aus (11) und (9) folgt

L) +eh(t) = (h(w) +esgn lz(t) - sgn(l (1)) - L (2) + {w, t}

und daraus folgt weiter

— I (t) - {“‘“t}
) 1) = @) B
Aus (9) ergibt sich

L(w) - L(t)

@ =*(Lw) LEYY o= iW



und deswegen ist

2

_ L)\ 17 ht)\? _ 4L@) - T(t) - s(L(1)?
(13) {wt} = (2122@)) (212@)) T AGILA

Aus (12) und (13) folgt schlieBlich

_ _8L(1) - (L(1)? — 4Lt a(t) + 5(Fx(1)?
14 A=h) = 810 -sgn(2 (1)) :

Satz 3. Q ist eine Differentialinvariante des niedrigsten Ranges (der 5. Rang) der
L-Kurve C.

Beweis. Die £-Invarianz von (14) folgt aus der £-Invarianz von I, (t), I2(t); die
O-Invarianz folgt durch direkte Berechnung. Der niedrigste Rang Q (5. Rang) folgt
aus der Gruppentheorie der Differentialinvarianten fiir die 6-parametrige Gruppe (1),
aus (14) und aus der Schwarzschen Ableitung. (=]

Definition 4. Die Differentialinvariante Q nennen wir die £-Kriimmung der £-
Kurve C.

Bemerkung 3. Die Ableitung und die Form der fundamentalen Integral- und
Differentialinvariante sind dhnlich wie bei der Mobiusschen Geometrie, s. [10].

Beispiel 2. Suchen wir die £-Kriimmung der £-Kurve
C=z=1+exp((1+e)t)
Lésung. Wir stellen dar:
z2=1+¢e +ete' = 2y +e29,
Z = z,—2:t+1, d. h.2'=0 firt=-1;
21
fiir

t—+—00 istz—o1,
t— +oo ist z— oo.

S. Abb. 1.
Ferner ist

s=e(l+e(t+1), z=c'(l+e(t+2), '+ =e'(1+e(t+3)).
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Die Schwarzsche Ableitung ist der Form

Z 3 /5\" 14et+3) 3 [1+et+2)\’

?_§<) _1+s(t+1)_§(1+e(t+1)>
31+2(t+2)

T 214 2(t+1)

{a:t} = 3

=[1+e(t+3)]-1-e(t+1)
3 1

:1+2s—§(1+2£):k5_5:11 + el = konst.

Also ist I(t) = —1 und nach (9) ist w = t + ¢, ¢ € R, konst. Die £-Kriimmung
nach (14) ist @ = v% und unsere Kurve C ist der £-Kreis, vgl. den nichsten Absatz.

4. L-MINIMALE KURVEN, £-KREISE
Die minimalen £-Kurven (2) erfiillen die Schwarzsche Differentialgleichung
(15) {,t} - hi(t) =0.

Satz 4. Minimale £-Kurven sind Bégen der isotropen Kreise (der isotrope Kreis
vel. [7], [8]).

Beweis. 1. Wir beweisen den Satz zuerst fiir den speziellen Fall I;(t) = 0.
Integrieren wir (15) fiir I;(t) = 0 auf Z, bekommen wir

a+bt
c+dt’

(16) z(t) = abe,d€A; ad—-beg U

(16) ist die parametrische Darstellung eines Bogens des isotropen Kreises, s. [8].
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a+b0(t)

aan) #(t) = ¥ e

a,bye,d€ A; ad—bcg A
ist die parametrische Darstellung eines isotropen Kreises; aus (17) folgt
{z,0}=0
und beziiglich (4) gilt
{z,t} ={0,t} =I(t) =N(t), teI,

qed. o

Bemerkung 4. Dieisotropen Kreise sind die geometrischen Grundobjekte der
L-Geometrie.

Definition 5. Die £-Kurven (2) nennen wir die £-Kreise, wenn £ = Qg konstant
ist.

Suchen wir die L-Kreise. Die L-Kreise erfiillen die Schwarzsche Differential-
gleichung

(18) {z,w} - T =0,

wo Jo = Qp +esgnC, sgnC # 0 ist. Wir transformieren (18) durch

:'::;7; 3¢ auf Z,

in die lineare Differentialgleichung der 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
L1

(19) i+ 5103 =0

(19) ist ein spezieller Fall der linearen Differentialgleichung mit dualen Koeffizienten

(20) i-ai+as=0; (90,91) € 2.

(20) ist mit zwei linearen Differentialgleichungen im reellen Gebiet (3 = 31 + €32;

3 =31 +¢€jo; ...) dquivalent:

@1) {31 = (R@1)i1 + (Rgo)s1 =0

32 = (Ra1)iz + (Rao)z2 = (Pa )i — (Do)
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Fiir die Losung s. [8], S. 379-387.
Wir bekommen die Losung (18) fiir Qo < 0 in der Form
) L _ O exp((M1) + (:C - expl(Nat)
exp((Aht) + C exp((N)2t) ’
wo C € A, konst., (A); = (M)i +e(A2)i = 23/~ Feg vV—200; i = 1,2.
Analogisch fiir £ > 0.
(22) kénnen wir in der Form

_ a+ fexp(xw)

22/ =
@2) z ¥+ dexp(xw)’

ad ~ By ¢ 9,

schreiben, wo @, 8,7,68,x € A, Konst., |x| = 1; x # ¥ ist; der £-Kreis (22') hat zwei
asymptotische Punkte (%),(%), s. Abb. 2.

e

L

Abb. 2.

5. DIE BERUHRUNG DER £-KURVEN, £-SCHMIEGKREISE, £-EVOLUTE
Seien
(23) C=fi=fiw), fieC"@); i=1,2
zwei £-Kurven in der £-Ebene L:
L(C:) = hi = hy(w) = Lo f;(w)
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L(C;) sind L-iquivalente L£-Kurven zu den Kurven C;. Aus den dualen Beziehungen
(24) l(j)(wo)z .‘Ej)(wg); firweZ, j=0,1,...,n

folgt auch
B (wo) = B (wo);  fiirwo €T; j=0,1,...,n,

wo £ (wo) = $hi(wo); hP (wo) = Ehi(wo);i=1,2.

dw? dwi?
Definition 6. Zwei £-Kurven (23) haben im Punkt wy die Berithrung der
Ordnung n, wenn (24) gilt.

Bemerkung 7. Die Beriihrungen zweier £L-Kurven C; und zweier £-4dquivalen-
te L-Kurven £(C;) sind einander gleich. Die Berithrung ist beziiglich der £-Gruppe
(1) invariant und ist &hnlich wie in der euklidischen Geometrie definiert.

Suchen wir die £-Kreise ‘

_ a+Bexp(xw),

= - A,
7+ dexp(xw)’ w =g

(25) G2 = fo(w)
wo a,8,7,8,x € A, konst., |x] = 1, x # X ist, die die Beriihrung der hochsten
Ordnung mit den gegebenen L-Kurven

G =fi=filw)

im Punkt wp haben.

(25) stellt ein 7-parametriges (die Parameter: R(%),'D(%),..,,D(%),x) System
der £-Kurven mit der konstanten Kriimmung 2y < 0 und mit den asymptotischen
Punkten (£), (%) dar. Wir kénnen 6 Parameter aus den ersten drei Bedingungen (24)
bestimmen und wir bekommen ein 1-parametriges System (mit dem Parameter x)
von L-Kreisen mit,der analytischen Darstellung

2
_ xf1{wo) - fi(wo) By + (filwo) - f'(wo) — 2(f1) (wo)) Ez

X fi(wo)Ex + f"(wo)E2 ’
wo E; =1+ exp(x(w — wo)); E2 = 1 — exp(x(w — wp)) ist. Die L-Kurve (26) hat
mit der gegebenen £-Kurve C; in ihrem Punkt wo die Beriihrung mindestens zweiter
Ordnung. Die asymptotischen Punkte der £-Kreise (26) sind:

(26) Cz = fo(w)

B fl )2
A1(x) = fi(wo) _:Zf1 wo -l‘:)gcfl wo)

Az(x) = filwo) - 27{@%&@22;)

= xfilwo
Bemerkung 8. Die konstante £-Kriimmung Qo der £-Kreise (26) héingt von
x ab.

(27)
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Wiahlen wir x = xo so, daf die £L-Kriimmungen % < 0 der gegebenen £-Kurve C;
und des £-Kreises C; im Punkt wy gleich sind. Dann gilt:

Satz 5. Der L-Kreis (26) mit der Krimmung Qo und dessen asymptotische
Punkte (27) werden zur gegebenen L-Kurve C; mit der Kriimmung Qo im Punkt wo
eindeutig zugeordnet.

Definition 7. Den eindeutig zugeordneten £-Kreis (26), bzw. die asymptotischen
Punkte (27) zur gegebenen £-Kurve C; im Punkt wy nennen wir den £-Schmiegkreis,
bzw. die Mittelpunkte der L-Krimmung. Das 1-parametriges System (der Parameter
wp) der Mittelpunkte der £-Kriimmung der gegebenen £-Kurve C; nennen wir dessen
L-Evolute, vgl. [10].

Bemerkung 9. Die Einfiilhrung dieser Begriffe ist analogisch wie in anderen
natiirlichen Geometrien auf einer Gruppe, vgl. z.B. [10] fiir die Mbiussche Gruppe.

6. EINIGE SPEZIELLE £-BEWEGUNGEN

Die reelle Verdnderliche ¢, bzw. w, interpretieren wir als ein Zeitregime der £L-
Bewegung, s. Definition 1. Suchen wir jetzt die aus dem differentialgeometrischen
Standpunkt fundamentalen Klassen der £-Bewegungen.

a) L-Bewegungen mit der minimalen L£-Karte:

Definition 8. Wenn alle regulire Bahnkurven der £-Bewegung minimal sind,
nennen wir das System der Bahnkurven die minimale £-Karte der L-Bewegunyg.

Satz 6. Die L-Bewegungen mit der minimalen L-Karte sind durch

aO@) +c2
28 =——"——; cicg—Cac3 ¢,
(28) %0(8)C +ca 164 — C2C3 §
dargestellt.
Beweis folgt aus Definition 1, Definition 8, Satz 4, vgl. (17). ]

Bemerkung 10. Die £-Bewegungen (28) sind eben £-Bewegungen mit dem
(K1) A (K2) — Automorphismus der Klasse C3(I), vgl. [9].

b) L-Bewegungen mit der L-Karte mit gegebener L-Krimmung Qo auf T.

Fiir Qp < 0 bekommen wir die £-Bewegungen mit der analytischen Darstellung
(vel. (25)) .
Ci exp(xow)é +C2
Cyexp(xow)€ + Cy’

C1Cy — C2C3 ¢ 2.
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