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ТАУБЕРОВА ТЕОРЕМА АССОЦИРОВАННАЯ 
С ГИПОТЕЗОЙ ВЕЙЛЯ 

А. В. ВОЛОВОЙ, Москва 

(Поступило в редакцию 22. 3. 1989) 

Зиттагу. В этой статье мы изучаем остаток в двучленной асимптотике функции распре­
деления собственных значений для эллиптического оператора на компактном многообразии 
без края. Для этого мы показываем тауберову теорему. 

АМ8 СШтрсаИоп: 35125, 35Р20. 

Двучленная асимптотика функции распределения собственных значений 
рассматривалась, например, в [1 -5] (см. также библиографию в [4]). Впервые 
она была получена в [3] при некоторых условиях на меру множеств, связанных 
с замкнутыми бихарактеристиками. В работах [1], [5] получено улучшение 
оценки остатка в двучленной асимптотикена логарифмический член для случая 
оператора Лапласа при сильных дополнительных предпслсжениях гесметри-
ческого типа. В настоящей работе это улучшение получено для общих эллипти­
ческих операторов на замкнутом многообразии. При этом достаточным для 
справедливости улучшенной асимптотики является условие на меру множеств 
траекторий гамильтонова потока, близких к периодическим. Это условие 
вляется естественным усилением условий [3]. 

1. На замкнутом п-мерном многообразии X на 1/2-плотностях рассматри­
вается классический эллиптический самосопряженный псевдодифференциаль­
ный оператор (ПДО) А порядка т > 0 с главным символом ат(х, ^) ^ 0. 
Через Ф1 обозначим гамильтонов поток на Т*Х, ассоциированный с ат. Пусть 
^1 ^ -̂2 = ••• — собственные значения,оператора А, N(1) — обычная функция 
распределения этих собственных значений. Положим 5*Х = {(х, 0 | ат(х, 5) = 
== 1} и пусть ^-мера на 8*Х, индуцированная гладкой положительной плот­
ностью, д. - расстояние на 5*Х, индуцированное римановой метрикой на 5*Х. 

Зафиксируем на 5 * * атлас {И^»/Лз-1....^,где/у: Щ -> Й5} с Й^1 соответ­
ствующий набор координатных отображений 8*Х. Через [|«||у обозначим 
евклидову норму в Я$] \ ассоциированную с гладкими координатами (г;) = (г) 
определенными в окрестности замыкания И .̂ Введем для каждого X 6 Ш 
,,сквозное" отображение: 

•и = Л 9 *?о/р:/АФ-№ п ^уЬ Ъ • 

276 



Определение. Пусть {5М(0}А/^ ~~ н а ^°Р вещественных положительных 
функций на [0, + со). Будем говорить, что этот набор связан с потоком Ф\ 
если для каждого М е 141, для любого мультииндекса а, |а| ^ М, любого г е й 
и любых /,] е (1, ...,/) 

(1) | | ^ Ф ; , , . ( . ) | | ^ 5 ^ ( | Ф 

при ге/0'\Щ)пЩ. 
Часто мы будем, считая М достаточно большим, говорить что Ф% связан 

с функцией 5(0 = 5М(0-
Мы будем предполагать, что 5(0 удовлетворяет следующим требованиям: 

а) 5(г) положительная и неубывающая функция, 
б) 5(1) > 1, 
в) 5(0 е С1 и существуют к > О, О > 0, такие что |5'(0| й ^ 8(х)2~~" при 

1> 1, 

г) существует такая константа ^1 > О, что 5(0 _̂  ^\^ при X > 1, 
д) либо при любом у е (0, 1) существуют й1? й2, С19 С2 > О такие, что при 

каждом X > \\у 

(2) С 1 (г)5(0 ' , 1 ( у ) ^5 (у0^С 2 (у)5(0 М у ) , 

где к2(у) -> 0 при у -» 0, либо выполнена оценка 

(3) 5(0 й1С1 , * > 1 , 

где постоянные С, С! > 0 не зависят от X. 
Наложим следующее условие на поток Ф\ связанное с оценкой меры мно­

жества его траекторий, являющихся почти замкнутыми: для любого 5° > О 
существуют такие а, а15 /?ь /? > 0, что для любого Т > д° 

(4) /*{(*, {) е 5** | Э* е ( - Г, -5°) и (5°, Т): <*(Ф'(х, & (х, {)) < 

< а, 5(Г)-*} < рх 8(Т)-' . 

Теорема 1. а) Если 8(х) возрастает при X —> + со быстрее любой степени и 
выполнены условия (1), (2) и (4), то при Я —> + со 

(5) ОД = С0Х
п1т + С1А

("- , )/т + 0(Я (й~1)/т/5_1(Я1/т)), 

где 5_,(Я) — обратная функция к 5. 

б) Если 5(0 й С,ГС, С19С ^ О, то 

(в) вд = СоЯ"7* + с 1 я ( ( й " 1 ) / т + о ( я ( й - 1 ) / т - с ) , 

где 

в > 0 , С0 = (2я)-" Г 1 их дг , Сх = - ^ У Т зиЬ А . 
Л а т ( х , $ ) ^ 1 Ш •/$** 
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2. Переходя от оператора А к оператору (А + С) , / т , можно считать, что 
ж=- 1. 

При доказательстве теоремы 1 важную роль играет следующая тауберова 
теорема. 

Теорема 2. Пусть п = 2 , <5° = 0, р _ 1 и ЩХ) — неубывающая функция на Й9 

N(1) = О при Я ___ /, где / < 0. Далее, пусть ЩХ) = 0(Я") при Я -> + со. Пусть 
^(X)е 5(Я), #(Я) ^ОприХеИ^ четна и ё(0) = 1, ё е С?(Я). Яусть&(0 = й(&*) 
при <5 е(0, 1), а #(0 такая гладкая функция, что х(1) = 0 и/ш \г\ < у/2, х(0 = 1 
при \г\ > у. Пусть $&) = &(0х(0> Й(0 = йКООО" 1 ^,* = & - Й-
Пусть 8 положительная, строго возрастающая функция на [0, + со), удовлет­
воряющая условиям а) —д). Пусть, кроме того, 

(?) |Ы(А - А')сШ(А')] % С5(<5-1)-г А"""1 + С ^ " 1 ) ^ " " 2 , 

где А > 1 , <3 6 (0, 1/5°), к = 1,2. Здесь С, I,, г > 0 не зависят от д и А. Пусть 
при этом выполнено одно из следующих условий: 

а) 5(0 возрастает при X -> + со быстрее любой степени и выполнено (2), 
б) 5(0 вебет себя как степень при I -> +со . Пусть еще для любого 1еН 

и некоторых С, С, > 0 равномерно по 5 е (0, 1/(5°), А = 1 имеет место оценка 

(8) \1°оА*< - А')сШ(А') - ^А""1 - ^А"-2 | й С<5А""2 + СА""3 . 

Пусть при А > 1, 5Л _ 1/<5° выполняется неравенство 

(«') | { е 4 1 ( А - А ' ) а в д | _ ; с ^ А и - \ 

априХй 1,<* 6 (0, 1/<*°) 

| | е о >ДА-А')ёЛГ(А')|^С ((1 + |А|)-'. 

Тогда и/ш А -> + со в случае а) 

(9) ад = ^ А" + -А__ А""1 + о ( - ^ Л , 
4 ; " Ч ' п л - 1 \5-_(А)/ 

а в случае б) 

(10) Гу(Я) = ^ Я " + - ^ - Я " " 1 + 0(Я"-1"*), г > 0 . 
п п — 1 

Доказательство. Имеем для любого д > 0 

( и ) р_ж а* I е , ( $ - А')чш(А') = | я . > я + й сУУ(А') Г-ю еЛ- - * ) - » + 

+. Ь-г |_1^(Л')1 4 -.<?*(--л ') <!- + 

+ 5д'<„-, сЦУ(А') У! : е , ( 8 - А') Й5 - $_.<я_, йЩХ') | Г _,(* - А') _5 . 
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Заметим, что 3-й член в правой части есть #(А — <5), а левая часть с учетом 
(7) и (8) есть (й0\п) Хп + (й^(п — 1)) Хп~1 с,точностью до члена, который оцени­
вается через С5(д~1)~2 Хп~х + С8(6'1)-Хя~2. Действительно 

^„д5$дд(5-Х')йЩХ') = 

= Г-оо <Ь I СоЖ - А') <Ш(Л') + I I в с!5 | в К * - *') (Ш(Л') . 

Изменим порядок интегрирования во втором интеграле. Воспользововшись 
(7), мы получим оценку, аналогичную (7), для него. Теперь для того, чтобы 
получить нужную оценку левой части (11) осталось воспользоваться (8) и ра­
венством ёо,а = йб - 61-

Оценим 2-й член в правой части (11). В силу неотрицательности @: 

Ь-ДМ*. Й В Д {-» ^*(* - Л 05 ^ / ( л_ д-,^ аАГ(Л') Г ^ 0,(5) 05 «. 

= 1|я-л„ё^^(Я') < (*Хвм/Я - А')сШ(А'), 

где С и М не зависят от 5 и А. Теперь осталось воспользоваться (7), (8) и (2 — 3), 
чтобы оценить его как С5Хп~1 + С5(д~1)ь Хп~2. Оценим первый член в правой 
части (II). Имеем 

{ я ^ о М Л ' Н ^ ^ - Л ' ) ^ 
= и->х+> ЩХ) У-*Х'),в «К»') о5' <. В, { л , > д + , ((А' - Л)/5)-' сШ(А') , 

где / достаточно велико, Вх не зависит от Л и 5 (мы воспользовались быстрым 
убыванием функции | 1 д а @(5')с15' при 5 -> — оо). Последний интеграл можно 

+ 00 

оценить сверху через Вх ^ [1тй{к^к)!дйт^1 4ЩХ')] т~1. Но 
го=1 

|я. ё (д'-л)/Л ё т +1 а В Д <= Ь.-д, 5 4 1 а^(Л') ^ 

<; С/я<5 { ем,,(А - А') <Ш(А') < 

<, С ^ ^ 1 ^ " " 1 + 8(6-^ Л"" 2), 

где <5Х = 2/и5 и мы при <5Х < 1/М<5° воспользовались (7), (8) и свойством д) 
функции 5(1), а при <5. ^ 1/(Ш°) неравенством (8'). Значит при / ^ р + 3 
первый член в правой части (11) оценится через 

(СдХ'-1 + С8(»-1)ЬХЯ-2)'^ т р + 1 - ' <; 
т=1 

й СхйЛ"-1 + С15(5~1)1-Л"-2. 

Аналогично оценивается 4-й член в правой части (11). После замены Л на 
Л + 3 получим 

(12) ЛГ(А) = -^ Л" + - - - - Л"'х + г(,5, Л), 
л п — 1 
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где при д е (0,1/5°), А > 1 

|г(<5, А)| ^ С6Хя-г + С5(5"1)-г А""1 + С8(Ь~1)ъХп-2 . 

Пользуясь произволом в выборе <5, подставим в (12) <5-1 = /хЗ.^А) при 
А > тах {1, 5(<5°//х)} в случае а) и «Г1 = X11 при А > тах {1, (й0)1^} в случае б), 
где // > 0 достаточно малая постоянная, не зависящая от А, которую выберем 
позднее. Получим асимптотическую оценку в случае а) (для случая б) она 
получается аналогично). При д~* = ^5_ г(Х) остаток г(<5, А) оценится по модулю 
через В силу (2), мы сможем оценить 2-й член этого выражения через СХп ~1~Е\ 
ех > 0, а 3-й член через САВ~"2+Л2(М)-, где к2(ц) -> 0 при р -» 0. Выберем \х > 0 
таким малым, что к2(ц)Ь< 1. Заметим, что из условия возрастания функции 
5(0 при г -• + со быстрее любой степени следует, что для каждого г > 0 су­
ществует Сг > 0 такое, что 5_Х(А) ^ С^Х* при А > 5(1). • 
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Зоипгп 

Т А Ш Е Н ^ А VЁТА А8ОСIОVАNА 8 \VЕУ^ОVО^ НУРОТЁ2О^ 

А. V. УОЬОУО.? 

V б.апки е̂ згискп'ап гЬу(ек Vе аЧои51еппё азутрЮйсе аЧз1пЬибт Гипксе V1а8т̂ сп сЧзе! 
у рНраёё еНрискёпо орегаЮги па котрак1т Vа̂ е̂̂ ё Ьех кга е̂. 
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