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MATEMATICKO-FYZIKALNY ČASOPIS 
R O Č N Í K 12 1962 Č Í S L O 3 

О П Р Е О Б Р А З О В А Н И И ПРОСТЫХ 

ЛОМАНЫХ Л И Н И Й В ПЛОСКОСТИ 

ВАЦЛАВ П О Л А К , (УАСЕАУ РОЕАК) Брно 

§ 1. Введение 

Простая плоская ломаная линия Р = (X, А19 . .., Ап9 У) с собственными вер

шинами называется сечением односвязной области / и з ! в У, если X, У— две 

точки границы множества У и линия Р лежит полностью — за исключением 

двух своих концов — в множестве У. В работе доказывается, что всяких два 

изогональных сечения множества У из X в У могут быть переведены друг 

в друга конечным числом параллельных переносов сторон так, что при этих 

преобразованиях сохраняется свойство быть сечением и изогональность. 

§ 2. Определения и вспомогательные теоремы 

Пус. ь // — натуральное число и Р = (А0, Л,, ..., Ап9 Ап + 1) — простая //-лома
ная линия, имеюшая только собственные вершины. (Вершинами являются 
точки А,, А2, ..., Ап. Собственной вершиной называется вершина, две соседние 
сюроны ко юрой лежат на разных прямых. Простой линией называется линия, 
непересекающая сама себя.) В дальнейшем мы будем предполагать, что лома
ная линия имеет только собственные вершины. Для / = 1,2, ...,/? пусть а, 

угол между векторами А^А,-, А{АН.Х (в этом порядке, притом положительный 
смысл измерения углов мы берем против направления движения часовой 
сфелки, а из двух возможных углов между двумя векторами выбираем тот, 
коюрый меньше 180 ). Всегда имеет место 0 < |а- | < 180°. Для простого 
многоугольника тогда имеет место V а,г = ^-360% где знаки зависят от ею 

ориентировки. 

Определение 1. Будем говорить, что простая /7-ломаная линия является 

линией типа .Г2, если | У а1 \ < 180 . О простой ломаной линии будем говорить, 
/ = 1 

что она — типа Ох, если она — типа (2 и оба ее крайних отрезка можно без 
ограничения одновременно продолжать без того, чтобы нарушалась простота. 
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Определение 2. Две простые ломаные линии Р = (А0% Ах 4„, А,,.. ,) . 

Р = (_?0, Вх, . . . , I?,,, -в., + 1) назовем параллельными, если все векторы Л , А , М , 

В{В1+Х попарно параллельны и одинаково направлены (для всех а,-, />,- имеет 

место а г = /?,-). 

Пусть Р = (У4 0 , ^ 1 , • •-, Апц Ап + Х)— простая //-ломаная линия, АД 1 = I = п) -

произвольная ее вершина, и Я = ( Я 0 , Вх Вк. Вк+Х) такая линия типа О, , 

что векторы В0ВХ, ВкВк + х одинаково направлены и параллельны поочередно 
.^ —>-. 

векторам А1-ХА1, А-хА-1 + х. Очевидно, существуют точки В[. В? В'к такие. 

что линия (/*,-._!, I?,', . . ., В'к, А1 + х) параллельна Я, а лишня (} = (А{)щ Ах  

/!,._,. Вх\ . . . , В'к, А1 + 1, . . . . Ап, Ап + Х) — простая.) 

Определение 3. Если простая линия (? получается из Р описанным только 

ч ю способом, то будем говорить, что линия Я нами вложена в вершин) А, 

многоугольника Р. Это определение может быть распространено и на случай, 

когда А{ --• несобственная вершина, г. е. гочки А-._х. А[щ А , м лежа? па одной 

прямой. (Очевидно, существуют точки Вх\ В2\ ..., В'К. А • . . такие, ч ю А\.х 

лежит на полупрямой А-1 + 2А[+х, линия (/*,_,, В[ /?/, А'-1 + х) параллельна Я 

и линия М ( ) , Ах,...,/!,_!. Вх\ ..., /5/', А\+х, А1 + 2 4п. Ап,.,) -— просмая.) 

Лемма V Пусть Р — простая ломаная линия типа ^. Тогда существует 

простая ломаная линия Я типа ^x , параллельная Р. 

Д о к а з а т е л ь с т в о проделаем полной индукцией по числу вершин. Для 

одноломаных линий утверждение, очевидно, выполнено. Так как всякая 2-лома-

ная линия типа _2 является линией типа (.2, , то наша лемма справедлива и для 

п = 2. Пусть п ^ 3 — произвольное натуральное числе) и п\с !ь лемма 

справедлива для всех А% 1 ^ к < п. Пусть Р --- (А ( |, Ах 4п. Ап^х) проедая 

//-ломаная линия типа ^. Пусть ^Га,- = 0. Потом линия Р' = {АХ.А2  

Ап.. Ап + Х) типа ^. По индукционному предположению п о с ф о и м линию К' 

параллельную Р' и типа ^ г . Вложением линии Я' во вторую вершину линии 

{В()щ Вх„ В2. _?3), у которой век юры В0ВХ< ВХВ2. В2В?> одинаково направленные 

[I параллельные поочередно векторам А()АХ, АХА2, А2АЪ. построим некоторую 
п 

линию Я Если ]Га; Ф 0, то рассмотрим последовательность 0, „, . У.Х~У.2  

^х,-. Так. как разность двух соседних членов э ю й последовательности (равно 

как и разность первого и последнего члена) отлична от нуля и лежи I между 
;,) 

числами. (80 , Ч-1801 , то сущееI вует число /0, 1 г̂  /0 < п такое, что | ^ У ,-\ < 180 . 
I 1 

П ' ( II 

V -/. .— V -/. | = | У 7,- | < 180 и по крайней мере одно из л и х чисел о 1 лично 
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ог нуля. Но это означает, что линии Р, = (А0,Аг, А- , А{ +1), Р2 •-= (А-Ц)У 

.1, ( ) 1 ! Ап, Ап+{) — типа О. Согласно индукционному предположению можно 
к ним построить линии Я}, Я2 параллельные РХ,Р2, типа Оу . Эти линии вло
жим в обе вершины 2-ломаной линии Я 3 , три стороны которой одинаково 

направлены и параллельны поочередно векторам А0Аг, А1оА1о + 1, АпАп + 1 (по 
крайней мере одна из вершин линии Я3 — несобственная). Искомая линия Я 
нос'1 роена. 

. 1емма 2. Пусть Я — простой многоугольник, V — произвольная его вершина 

и пусть внутренний угол многоугольника Я при вершине V меньше 180 . 

Тогда произойдет по крайней мере один из следующих двух случаев: (\) суще

ствуют треугольник (А, В, С) и линии Я 1. Я2 типа О^ такие, что если их 

вложить в вершины В, С. то получится многоугольник 5. параллельный Я (при

том вершине V е Я соответствует А е 5). (и) Существует выпуклый четырех

угольник (А, В, С, О), внутренняя часть которого содержит внутреннюю часть 

параллелограмма, определенного отрезками А В, АО, и существуют линии Я-, 

Я 2, Я3 типа 0/ такие, что если их вложить в вершины В, С, I), то получится 

многоугольник 5, параллельный Я (притом вершине УеЯ соответствует 
А Е $). 

Д о к а з а 1 ельство легко производится с помощью последовательноеги 0. 
п 

а,, У.1 .у.2 У 1{ (разность двух ее следующих друг за другом членов лежит 

п 

между числами — 180 \ 180 и Уу{ = 360 ). 

Определение \. Пусть 3 — односвязная область в плоскости, X, У — две 
ючки ее границы и Р = (X, Аг, .... Ап, У) — простая л-ломаная линия такая, 
ч т она полностью — за исключением 
двух своих концов — лежит в У. Тогда ,с*\ 
\!ь: будем говорить, что Р образует се
чение области У из точки X в У. 

Pиc. 1. 

Определение Г>. Пусть Р = (X, Ах \/х •̂:.\ \\\,\'.', Ц 
Ап. У) сечение области У из X в У. 
Сечение Р разбивает У на две связные об
л а е т . Одну из них мы считаем положп-
1Сльной. вторую отрицательной. Выберем произвольную (отличную от нулевой 
и /?-1 ой) сгорону сечения Р (скажем, А,А/ + 1). Осуществим параллельный перенос 
прямой /;,- = А-{А1ЛХ в направлении, перпендикулярном ей, на расстояние с! > 0 
(см. рис. I). Исходное положение прямой обозначим через р(°\ конечное се 
положение через р\1'\ а всякому промежуточному положению прямой при 
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переносе поставим в соответствие число, представляющее величину переноса. 

Выберем этот перенос таким малым, чтобы для всякого / е [0, с!] было опреде

лено сечение (X, Ах, . .., А(_1, /?,-_, п р{-\ р{-] п /;. + 1 , А1 + 2, . . . . Л,,, - / ) . Резуль

т а т о м этого процесса является преобразование сечения Р, называемое 

элементарным преобразованием сечения Р или же элементарным переносом 

/-той стороны сечения Р и обозначаемое либо через х{1'(1\ если мы имеем л е ю 

с переносом в положительную часть области /, либо через т"' ~и\ если перенос 

происходит в отрицательную часть. Сечение Рх{кй] является окончательным 

сечением, полученным с помощью описанного выше процесса (оно соответ

ствует числу I — с!). Вершины сечения Рт ( ' , а ) обозначим через /1/т
<',(/\ Оче

видно, для / ф / ф / -Ь 1 имеем ^ / т
( ' , с / ) = Ау. Тождественное преобразование 

(оно не переносит никакой стороны) мы будем также считать элементарным 

преобразованием. 

О п р е д е л е н н е е . Пусть т(1,</) — произвольное элементарное преобразование 

сечения Р и пусть с! > 0. Тогда для всякого / е [0, с/] однозначно определено 

элементарное преобразование т ( г ° сечения Р. Для / = 0 получаем тождествен

ное преобразование, для I — с! — первоначальное преобразование т(,,(/>. Мно

жество этих преобразований, упорядоченное естественным образом (одно-

однозначным соответствием / <--* г ' 4 ") обозначим через /(т ( г , / т. ?)ю множество 

однозначно определено преобразованием г''"'1, и оно образуем непрерывны;! 

переход к этому преобразованию от тождественного преобразования. Вполне 

аналогичным способом дастся определение множества /(т ! ' " ! ) для (I < 0. 

Определение 7. Пусть А1А!Г] — произвольная с т р о п а сечения Р. \о\ ..а 

множество всех таких чисел / ^ 0, что существует элементарное преобразо

вание т ( ' , п сечения Р, заполняет интервал [0, Г | , нде Т > 0. Если Т конечное 

число, то преобразование сечения Р, которое получается параллельным пере

носом сто /-той стороны на расстояние Т в положительную чаедь обдаедп .Л 

называется предельным преобразованием сечения Р и обозначаемся через П". . 

Если для П +

} определить множество /(П\°) таким же образом , как это делалось 

выше, то это множество состой I за исключением преобразования П'." --- г : 

одних только элементарных преобразований. Преобразование П (! ' определено 

однозначно. Аналогично определяется преобразование П_° и множество /(Г!1 ). 

Пусть Т} = т ( , , г ) —- элементарное преобразование сечения Р. т2 -= т , ; '1 ' ' 

элементарное преобразование сечения Рт 1 . Тогда можно определить произве

дение т = т, . т2 этих преобразований. Множество /(т) получится, если мы за 

множеством преобразований /(т () поставим следующее множество, образуемое 

преобразованиями х{ . т ( / , г ), где т 0 , 0 е 1(т2) и эти преобразования упорядочены 

по параметру / (единственным общим элементом указанных множеств является 

т, = т х . т ( 7 , " ) ). В дальнейшем под преобразованием т сечения Р мы будем 

п о н и м а т ь (если это не сможет привести к недоразумению) произведение коиеч-
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н о ю числа элементарных преобразований. О сечениях Р и Р = Рт будем го

вори 1 ь, что их можно преобразовать друг в друга. Очевидно, оба сечения парал

лельны. Система преобразований /(т) образует непрерывный переход преобра

зовании сечения Р от тождественного преобразования к преобразованию т. 

В работе содержится доказательство следующего утверждения: 

Теорема. Каждые два параллельные сечения Р, Р из X в У односвязной области 

./ можно преобразовать друг в друга (т. е. существует такая конечная последо

вательность {Я(]-==1 сечений из X в У в области /, что Я, = Р, Як = ^ и Я( + 1 

получается из Я- элементарным переносом некоторой из его сторон). 

Для доказательства теоремы нам понадобится еще несколько рассуждений. 

Пусть (А 0 , Ах, ..., Ап9 Ап + ]) — простая ломаная линия типа О. г . Отрезки 

А()А, и АпАп + х заменим соответственно полупрямыми/; = АгА0 и ц — АпАп+1. 

Последовательность множеств/?, АгЛ2, ...,Ап-хАп, ^ представляет двухсто-

ронне бесконечную простую ломаную линию. Обозначим ее через Р. Линия Р 

имеет п собственных вершин. Аналогично, как и для сечений, для линии Р 

можно определить элементарный перенос некоторой се стороны; можно также 

д а ! ь определение преобразования линии Р как последовательности конечного 

числа таких переносов. 

.'1омма Я. Пусть Р = (/;, А1А2, ..., Ап_.]Ап, ^) — простая двухсторонне бес

конечная ломаная линия. Пусть прямые, на которых лежат полупрямые р, ^, 

пересекаются (точку их пересечения обозначим через X). Пусть в > О — такое 

число, что все собственные вершины ли

нии Р лежат внутри замкнутой круговой 

у.-окрестности К(Х, в) точки X. Пусть 

Р линия, получившаяся переносом ли- / 

пни Р в направлении, параллельном /?, па 

расстояние с! > 0. Тогда существует пре-

образование т линии Р такое, что (а) . 

Рт = Р , (б) к е /(т) --> все вершины Рк \ 

лежат внутри К(Хк. в). \ 

Д о к а з а т е л ь с т в о произведем непо- Рис. 2. 

средсч венным п о с ф о е н и е м преобразо

вания т. Сложением элементарных переносов сторон поочередно первой, в юрой 

и т. д. последней по направлениям, параллельным вектору переноса <:/, легко 

найдемся преобразование т, со свойством (б) такое, что Рхх получается из Р 
-> -> 

фансляцией на вектор г, который одинаково направлен и параллелен вектору с! 
-> - ^ 

и 0 < | /1 <; |</| и такое, что имеет место: я е / ( т х ) .=> Рк имеет вершины внутри 
К(Х, V,) (см. рис. 2). Сложением нескольких таких преобразований получим 
югда преобразование т. 
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Лемма 4. Пусть Р —- сечение области У, А — его вершина и т -преобразование 

сечения Р. Тогда существует Е > 0 такое, что Оля всех к е 1{х) замкнутая 

круговая г, — окрестность точки Ак лежит полностью в 3 и не содержит — за 

исключением участков внутренних частей соседних сторон никакой другой 

точки сечения Рк. 

Лемма 5. Пусть Р — сечение области /, А — его вершина и т —преобразование 

сечения Р. Пусть е — число из предыдущей леммы для вершины А и преобразова

ния т. Пусть Я — линия типа (_„ такая, что ее молено вложить в вершину А 

и что все ее вершины лежат внутри К(А, е). Построим из сечений Р. Рт два 

новые сечения (взаимно параллельные) ^ 1 , ^ 2 вложением линии Я в вершины А. 

Ах. Тогда сечения ^ 1 , ^ 2 молено также преобразовать друг в друга. 

Лемма является очевидным следствием двух предыдущих лемм. 

§ 3. Доказательство теоремы и еледетвне 

Для доказательства нашей теоремы нам нужно еще некоторым способом 

охарактеризовать пару сечений Р, ^ области / из X в У. Будем говорить, н ю 

сеченияР = (X = А 0 , Л 1 ч . . ., Аг, Аг + 1 = Уг), ^ = (X = Я ( ), Я,, ..., /5Ч, В^х = У) 

области У из X в У хорошо расположены, если точка В{ лежит между X. А] 

(значит, векторы ХА{, ХВХ одинаково направлены и параллельны), если либо 

точка _9Ч лежит между Аг, У либо Аг — между В,, У (значит, векторы АГУ. Ву У 

одинаково направлены и параллельны) и если множество Р г ^ кроме общих 

частей нулевых и последних сторон содержит только конечное число точек, 

из которых никакая не является вершиной. Каждая из этих точек 7 является, 

очевидно, точкой пересечения одной стороны из Р (скажем, /-той) и одной 

стороны из ^ (скажем, /-той) и, очевидно, 7 лежит внутри обоих отрезков 

А,А/ + 1 , В^В^ + ^. Точке 7 поставим в соответствие упорядоченную пару (/,/'). 

Множество таких пар обозначим через ЭД. Определим ЧЛ = [ ( / , / ) : ( / . / ) е Ш* 

/ = 0}, 6 = {(/,/) : (/,./*) еШ и либо / = /• либо / = я}. Из простоты линий Р, 

^ и их определения хорошего расположения сразу же вытекают следующие 

утверждения: Множества 91, <3 либо не пересекаются, либо имеют по большей 

мере общую пару (0, ^). Множество 6 либо пусто либо содержит только пары, 

для которых либо сплошь I = г либо сплошь / = ^ (причем эти две возможности 

исключают друг друга). Имеет место (/, 0) ф Ш. Если Р, ^ — параллельные 

сечения, го (/', /) ф Ш для каждого /. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы (см. р и с 3) проведем полной индукцией по 

числу вершин. Для п = 2 теорема, очевидно, справедлива. Пусть // > 2 — произ

вольное натуральное число и пусть теорема справедлива для всех />ломаных 

сечений, где 2 ^ р < п. Рассмотрим два параллельные //-ломаные сечения Р, 
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Р области 3 из точки X в У. Без ограничения общности можно предполагать, 
чю Р, Р хорошо расположены (этого можно добиться, преобразовав предвари-
.ельно некоторое из сечений). 

P. Q 

' 221; 
ĆZZZ 

m 4= o 

3?u® =t= t) 

(->) 

P'Q'...ÞQ...З}= © = Ø 

TTГГУ 

f222A ; 

P'Q'...PQ...3)l + \ 

5Ř = 8 = 0 

>rr 
222 B 

i>'ß.../>Є...ед = ø 

З^1) u ©^) =j= 0 

/>(!), Q(l)# p(П, Q(l) 

i ( Q 

p f O ß o щ ^ Ф ø 

P'Q' ~>T',Q' ->P (1>Q (1) 

ВД(1) 4= 0 

I 
*2 J 02 tf>) 

± 
P(1)', Q(1)',P(1), Q(1)...^(1) = S ( 1 ) = 0 

Риc. 3. 
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1. Пусть (0, п) е Ш. Точка Ап должна тогда, очевидно, лежать между точками 
/?п, У. Обозначим через 2 точку, соответствующую паре (0, /?). Будем различи1, ь 

случаи /]., \\2 в зависимости от того. 
лежал или нет Въ У в одной и той же 
полуплоскости, определенной прямой 
Х2 (поскольку 2 лежит между К, Вп. 
то точка У не лежит на этой прямой), 
Независимо от этого разделения различ-
чим случаи р1, р2 в зависимости о. 
того, лежат или нет Вп_х, X в одной 
и той же полуплоскости, определенной 
прямой У2 (поскольку точка 2 лежи I 
между X, Ах, то точка X не лежит на 
этой прямой). Если одновременно про
изойдет случай р. и (З1, обозначим это. 
случай через Р | . Аналогично могу! 
быть различены остальные 3 случая 
РЬ Р1, Р2 (см. рис. 4—7). Все эти че
тыре случая мы разрешим с помощью 
следующих двух утверждений, спра
ведливых при наших индукционных 
предположениях (доказательство этих 
утверждений проделаем позже): Pиc. 5. 

Pиc. 6. Pиc. 7. 

(А) Пусть (А', 2, У)—сечение области У из X в У, линия Р = (А, Ах А„, У) 
сечение области У из А в У такое, что Ах лежит между А, 2 и 2 между А„, 

У (см. рис. 8). Тогда для произвольного г, > 0 существует преобразование I 
сечения Р такое, что Рх имеет все вершины внутри круговой е-окрес1ности 
1 очки 2. 

(В) Пусть (X, 2, У) — сечение области У из X в У. Пусть сечение Р = (А, 
А , ..., Лп, У) области У из X в У — такое, что А1 лежит между А", 2, 2— между 
А„, К и либо (и) точки Ах, Лп_х лежат в разных полуплоскостях, определенных 
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прямой У 7. (рис. 9) либо (г/) точки А2, Лп лежат в разных полуплоскостях, 
определенных прямой XI (рис. 10). Тогда существует преобразование т сечения 

Р такое, что Лпт лежит между У, 7. 
Решим сначала случай (3}. Согласно (В) существует преобразование т, 

сечения ^ такое, что Впхх лежит между У,7. Согласно (А) существует пре
образование т2 сечения Р такое, что Впхх 

лежит между точками Лпх2, У. Значит, 
существует к е 1(т2) такое, что Апп = Впхх 

и по предположению сечения Рл, ^xx 

можно перевест идрут в друга. (Эти сече
ния имеют общую я-тую сторону. Сле-

Рис. 8. 

-'—т?Д 

-9Z 

Pиc. 9. 

^ Л - f 

A, y-

Pнc. 10. 

довательно, рассматриваем (л — 1) — ломаные сечения Р' = (X, А .тс, ..., А.^.я, 

А„л), ^ = (X, -^т,, ..., Вп_ххх, Лпк) односвязной области ^' = ^— У(Лпх).) 

Аналогично можно поступать и в случаях ,р\ (32. То же самое относится 

и к оставшемуся случаю р 2, только сечения Р, ^ поменяются ролями. 

(Для сечения Р используем утверждение (В), а для сечения ^ — утверждение 

(А). Найдем преобразования т,, т2 такие, что Аххх = Вхх2 и эти сечения тогда 

согласно предположению можно перевести друг в друга.) Тем самым случай 

1 разрешен. 

2. Пусть не произойдет случай V т. е. (0,п)фШ. 

21. Пусть 9Л = О. Тогда существуют преобразования т, у такие, что Р' = Рт, 
^ ' = ^{) хорошо расположены и такие, что их множество ЯЛ' — непустое. 
Дело в том, что при наших индукционных предположениях имеет место сле
дующее общее утверждение: 

(С) Пусть Р, ($ — два сечения (по большей мере я-ломанные, 3 ^ п) области 
У из X в У такие, что они хорошо расположены и их Ш = 0. Тогда существуют 
преобразования т, д такие, что сечения Р ( 1 ) = Рт, ^ ( 1 ) = ^о хорошо располо
жены и ЧДЛ(1) Ф О. (Преобразования т, р легко построить таким образом, что 
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соответствующие элементарные преооразования осуществляем в направлении 
внутрь многоугольника, образуемого сечениями Р, <5 — см. рис 11.) 

22. Пусть ЙН Ф (). 

221. Пусть ЧЛ = 5 = 0. Так как *Ш ф 0, то существуют числа /, / такие, 

что 1 ^ / < /7, 1 _• / < /7, Ц,1)еШ. Паре (/,/) соответствует некоторая точка 

2 — точка пересечения /-той и /-той стороны. Согласно предположению точка 2 

лежит внутри обеих. Без ограничения общности можно предполагать, ч т 

(/,/)—-та пара, которая имеет из всех 

пар множества ЭД минимальный вто

рой компонент и точка 2. — ближай

шая к точке В^ (из всех возможных 

точек пересечения отрезка В/-В3-+1 с се

чением Р). Очевидно, / ф /. Различим 

два случая а и р , для / > / и / < / соответ

ственно. 

221а. Пусть / > / (рис. 12). Докажем 
сначала, что линия (А ;, А- + 1, А,, 
А1 + 1) — типа <2\ Из свойств пары (/,/') 
следует, что линия (В{, В2, ..., /?., 2) 

не имеет с сечением Р, кроме точек Вх, 2 никакой другой общей точки. Отсюда 

следует, что отрезки В{В2, В2В3, ..., В}_ХВ^ В]2, 2А{, А1А1_1, ..., А2Аи АХВХ 

Pиc. 11. 

Pиc. 12. 

образуют простой многоугольник (обозначим его через Т). Очевидно, он 
полностью лежит и со своей внутренней части в множестве ^. Внутренний угол 
многоугольника Т при вершине 2 — меньше 180е. (Пусть этот угол больше 
180°. Тогда точки А1 + 1, А1 + 2, •.., Ап, У лежат внутри многоугольника Т. 
Отсюда У' е / — противоречие.) Для многоугольника Т имеет место : 360" = 
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= X а* + X *и + °> + X (~ Рл> + ( , 8 0 ° Т- РО, кде оэ, 0 < | со | < 180 
к - 1 А - ) + \ к = 2 

угол, указанный на рис. 12 (без ограничения общности можно предполагать, 

что 0 < о) < 180° и в равенстве имеет место верхний знак. Поскольку Р, ^ — се-

чем и я параллельные, то справедливо X а * = X Рь н после подстановки 
к - 1 к = 1 

I 

в верхнее уравнение получим У сск = 180° — о). Тем самым доказано, чю 
к = 1+ I 

линия (/1_у, /4/ + 1 , ..., А{, А1 + 1) — типа ^ (параллельную с ней линию типа ^/ 

обозначим через Я). 

Из свойств пары (/,/') вытекает, что линия (X, Вх, ..., В], 2,, А1 + 1, ...., Ап, У) 

является сечением области 3 из X в У. Это сечение обозначим через Р. По

ем роим из сечения Р сечение Р, вложением линии /I в вершину 2Г сечения Р. 

Сечения Р, Р1 параллельны и имеют общую я-тую сторону. Следовательно, 

согласно предположениям существует преобразование т{ такое, что Рх{ — Рх. 

Сечение Р{ параллельно ^ и имеет с ним общую нулевую сторону. Значит, 

существует преобразование т2 такое, что Р{т2 — ^. Положим т — т{х2, и мы 

готовы. 

221 р. Пусть / < /. Пусть (/',/) — та пара (рис. 13), которая имеет из всех 
пар множества Ц.Ш минимальный первый компонент и точка 2Г', соответствую
щая згой паре, является ближайшей к точке Аь (из всех возможных точек 

,-/'-

A, 

* ' , • , 

дn-< 

Pиc. 13. 

пересечения отрезка АгАг + 1 с сечением ^ ) . Очевидно, /' ^ /, / ^ /'. Аналогич

ным способом, как это делалось выше, докажем, что линия (Вг, Вг + Х, ..., 

/?7, В]+1) — типа ^ (параллельную с ней линию типа ^(X) обозначим через К). 

Из свойств пары (/',/") вытекает, что линия (X, Ах, ..., Аг, 7,', Ву + Х, ..., Вп, У) 

является сечением множества 3 из X в У (обозначим его через ^ ) . Построим 
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из сечения ^ сечение ^ 1 вложением линии Я' в вершину 7. сечения ^ . Сечения 
^ , ^ 1 параллельны и имеют общую п-\ую сторону. Согласно предположению 
существует преобразование т1 такое, что ^т 1 = ^ ^ . Сечения Р, ^ 1 параллельны 
и имеют общую нулевую сторону. Следовательно, существует преобразование 
т2 такое, что ^ 1 т2 = Р. Положим т = Т}Т2, и мы готовы. 

УI 
/ 'Í 

/ I 
'W 

B, и 

Pиc. 14. 

222. Пусть 1̂1 и 3 Ф О. При наших индукционных предположениях спра

ведливо следующее общее утверждение (доказательство приведем позже): 

(О) Пусть Р, ^ — два сечения (по большей мере //-ломаные) области 3 из 

X в У такие, чго они хорошо расположены и ЧЛ и 3 ф О. Тогда существуют 

сечения Р, ^ из X в К, линии Я1, Р 2 , 51ч 5 2 (не все 1-ломаные) типа ^, и пре

образования т, у такие, что Р, ^ хорошо расположены, 9Л _ 'Ш, 1Я = 3 = О 

(см. рис. 14, нумерацию сторон в Р, ^ оставим как в Р, ^ ) , вложением линий 

Я., Я2, 5«, 5 2 в первые и в последние вершины сечений Р, ^ получим сечения, 

Р\ ^\ параллельные Р и имеет место Рт = Р\ ^о = ^ ' . 

Хотя бы у одного из сечений Р, ^ число вершин по сравнению с сечениями 
Р^ уменьшилось. На основании леммы 5 достаточно теперь ограничился 

исследованием сечений Р = (X, А,, ..,, А,, с/2, У), ^ = (X, \\ , В} _, /? л, 
^ 2 , К) (рис. 14). 

222А. Пусть Ш̂ ф О. Тогда сущееI вуют числа /, /, 1 ^ / ^ /2, у\ ^ / ^ /\ 

такие, что (/,/') е Ш. Паре (/, у) соответствует некоторая точка /Г —- точка пере

сечения /-той стороны из Р и /-той стороны из ^ . Согласно предположению 

точка ._ лежит внутри обеих сторон. Без ограничения общности можно пред

полагать, что (/,/') — та пара, которая имеет из всех пар множества Ш̂ мини-
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мальный второй компонент и точка 21 — к точке В} (в случае / = ]х к точке Ух) 

ближайшая (из всех возможных точек пересечения /-той стороны с сечением Р). 

Вследствие параллельности сечений Р^ будет /фу". Различим два случая: 

/" > / или /' < /'. Вполне аналогично тому, как мы это делали в случаях 221 а, (3 

можно найти преобразование, переводящее Р' в ^ ' . 

222В. Пусть ЭД = 0. Согласно утверждению (С) можно преобразованиями 

перевести Р, ^ в Р ( П , ^ ( 1 ) , для которых Ч.Ш(,) Ф 0. (С помощью леммы 5 пе

реведем Р\ ^' преобразованиями т', д' в Р ( 1 ) , ^ ( 1 ) , которые получатся из Р ( , ) , 

^ ( 1 ) вложением линий Я 1 , К 2 , 5 1 , 5 2 в соответствующие вершины.) Если 
ЧЛ(1' п 3 ( 1 ) ф О, то (О, п)еШ(1) и для пары сечений Р ( 1 ) , ^ ( 1 ) происходит случай 1, 

который нами уже полностью разрешен. Пусть ЧЛ(1) п 6 ( 1 ) = 0. Если ЧЛ(П = 

= 3 ( 1 ) = (), го сечения Р ( 1 ) ^ ( 1 ) и соответствующие им сечения Р ( 1 \ р < п 

имеют ге же свойства, что и сечения Р, ^ , Р', ^ ' в случае 222А, Этот случай 

уже полностью разрешен. Пусть ЧЛ(1) и 3 ( 1 ) Ф 0. Тогда согласно (О) можно 

п о с ф о т ь сечения Р ( 1 ) , ^ ( 1 ) , для которых ЧЛ(1) = 3 ( 1 ) = О, вложением пе-

коюрых линий в соответствующие вершины построить сечения Р ( 1 ) ' , ф ( , , \ 

параллельные Р и некоторыми преобразованиями т 2, о2 перевести р(^^П) 

в Р ( ! , \ ^ ( 1 ) ' . Притом хотя бы у одного из сечений Р ( , ) , ^ ( 1 ) число сторон по 

сравнению с сечениями Р ( 1 \ ^ ( 1 ) уменьшилось. Рассуждения 222А, В, проведен

ные нами для сечений Р^, Р\ ^ ' , повторим теперь для сечений Р ( 1 ) , ^ < ' \ 

р< 1 >' ^ ( ' м Так как мы имеем дело с конечным числом сторон, а операцией (/)) 

число с т р о и уменьшается, то после не-

сколькократного повторения этих операции , / г 

мы достигнем цели. х /А' 
Для юго, чтобы закончить показатель- \ / 

счво, нам остается еще доказать справедли- ^ V --• ,с 

воегь утверждений (А). (В) и (/)). х \ ' 

Д о к а з а т е л ь с т в о утверждения (А): '*' ^ 

\. Пусть внутри отрезка Лх2 существует 1К х 

\о!я бы одна точка сечения Р (рис. 15). 

Пусчь (/ - т а из этих точек, коюрая находится ближе веет к точке Лх. 

Ье* ограничения общности можно предполагать, что ^ лежит внутри некоторой 

стропы (скажем, /-той). Легко докажстся, что линии (X, Лх, ..., А,-, Л1-м ), 

Р, = (.V, с/, Л1+х, ..., А,,, У) — типа ^ (параллельные им достаточно малые 

линии типа ^, обозначим через Я<, Я2). Линию Я2 вложим в вершину 2 се

чения (X, 21, У). Таким образом, мы получим сечение параллельное Рх и по

скольку число его вершин — меньше л, его можно образовать из Рх преобразо-
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ванием (обозначим его через т 2 ). Образуем из сечений Р. . Р, т2 сечения Р 1 . Р 2 . 

параллельные Р так, что вложим в вершины с/. (Ут2 линию Р 1 . Согласно 

лемме 5 существует т 2 такое, что Р{т2 —- Р 2 По предположениям существует 

Т1 такое, что Рт. = Р , . Преобразование тх т2 решает наш случай. 

2. Пусть внутри отрезка Ах7. не лежит никакая ючка сечения Р. 

21. Пусть точки Ап..{,Х лежат в разных полуплоскостях, определенных 

прямой АпУ (рис. 9). Тогда на полупрямой УАп существуют кроме отрезка АпУ 

еще другие точки сечения Р (холя бы одна). В случае необходимое! и можно 

заранее проведенным достаточно малым элементарным преобразованием 

добиться того, чтобы никакая из этих точек не была вершиной. Ближайшую 

к точке Ап из этих точек обозначим через с/. Существуе1 число /'. 1 ^ / < // 1 

1акое, что {] лежит внутри стороны А-[А-1^Х. Легко докажс1ея. ч ю линия (А,-, 

А,^, , ..., А„, У)—- шпа ^ (параллельную ей достаточно малую линию типа _2Х, 

обозначим через Р). Так как линия Рх = (X. А{ А,, (7, У) типа ^. ю мы 

поступаем так же, как в 1: Линию Рх ,,стянем" в окрестность точки 7 (пре

образованием т 2 ) . в вершины с/, 6Ч 2 линий Рх, Р{т2 вложим Р (сечения Р{. Р 2 ) . 

согласно лемме 5 существует т 2 такое, что Р 2 = Р, т2 и согласно индукционным 

предположениям существует Т! такое, что Рт! = Р, . 

22. Мы используем подобные приемы и в том случае, когда ючкп Ап_{. X 

лежат в одной и той же полуплоскости, определенной прямой АпУ. по точки 

An-> 

\ / 
\ / 

-Ąz 

Pиc. 16. P:ie 

4 „ _ 2 . )' ложа 1 в разных полуплоскостях, определенных прямой Ап..1Ап (рис. 16. 

17). 

23. Пусть внутренние углы простого многоугольника ( А , . А 2 ^.^7) 

при вершинах А,. 7. А,?, Ап..{ меньше 180 .Осуществим предельное преобразо

вание П (" ! > в направлении вектора АпУ. Если А„Пи,~ ! ) лежи] на отрезке Ап7. 

.58 



ю произойдет один из случаев, изображенных на рис. 18. 19, 20, 21, 22, которые 

лс1 ко решаются. Если же АпП
{п~1) не лежит на отрезке Ап2., то существует 

т е У(П("~ ' *) такое, что А„т лежит между К, 2Г и прямая ХАХ пересечет внутрен

нюю час!ь стороны (Ап^1Ап)т, что опять таки можно легко решить, так как 

(X, Ах, ..., А„) — типа ^. Доказательс I во 
Ч :~У утверждения (А) закончено. 
\ 

Pиc. 18. 

PÜC. 19. 

Д о к а з а т е л ь с т в о утверждения (В). 

Решим сначала случай (и). На полу

прямой УАП лежит кроме отрезка АПУ 

Pиc. 20. 

Pиc. 21. Pиc. 22. 

еще \о1я бы одна другая точка сечения Р. Без ограничения общности можно 
предполагать, что таких точек только конечное число и никакая из них не 
является вершиной. Пусть с/ — та из них, которая является ближайшей к Ап. 
Сущеет вуст /, 1 :< / < п — 2 такое, чю С лежит между А,-, А М ! . Очевидно, 

((,А„,А / 1_ 1 АН1) — простой многоугольник, внутренний угол которого 
при вершине И меньше 180 . Согласно лемме 2 могут произойти два случая. 
Либо существует число /", / < /" < п и феугольник (с/, В, С) такие, ч го В е 

е ( А / м . С е с/А.,, ВС — одинаково направлен и параллелен вектору А,.А г + 1 

( р и с 23) и линии ( А , - , А / + 1 4г,Аг + ) ) , ( А / , , А / . + 1 /*„, Y) типа ^, 

либо сущеегвуе) выпуклый четырехугольник (С, В, С, ̂ ) и числа /',/, 

/ < /" < / ' < п такие, чю Ве с/А / м, ^ е IIАп, ВС и С^ одинаково направлены 
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и параллельны АгА1+1, АуАу + х, четырехугольник (С, В, С, О) содержит 

внутреннюю часть параллелограмма, определенного отрезками 1[В, 1/0 
(рис. 24) и линии (Аь А[ + 1, ..., Аг, АГ + 1),(А(., Аг + 1, 
Лу- + 1, ...,Ап, У) — типа ^. Очевидно, точки соответственно /5, С и /5, С, /) 

Aj.щ A y + 1 ) , (Aj.щ 

Pиc. 23. Pиc. 24. 

можно выбирать гак, чтобы линия соответственно Рх = (X, Ах А,-, В. С У) 

и (X, Ах, ..., А{щ 1?, С, /), У) была сечением. Обозначим через /*! , Я2 (Я, , Я : . 
Я3) линии типа Ог.щ параллельные указанным линиям. Легко докажется, чю 
линия (А', Ах А,, А-, ,) — типа ^ (параллельную ей линию типа ^/ обо
значим через Я). 

Будем строить сначала преобразование т для случая А{А[ + Х ХАХ. Очевидно, 
существует 3-ломаное (4-ломапое) сечение <? = (X, V. В', С\ П ( Р =-" (А', V . 

В\ С\ 0\ У)) такое., чю вскюры XV', VВ\ В'С\ СУ (XI \ \ 'В\ В'С\ СО 

Pиc. 25. Pиc. 26. 

О' У) одинаково направлены и параллельны векторам XА1, СВ, ВС СУ (ХАХ. 
—>- —>- —>- —>-
С В, ВСЩ СО, ОУ), точка С'(й') лежит внутри отрезка 2,У, прямая К2Г пересече I 

в обоих случаях отрезок VВ' в внутренней точке (обозначим его через С) 
(рис. 25, 26, 27, 28). 
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Вложим теперь линию Р (достаточно малую) в вершину V' сечений ^ 

и (X, V', ^\ У). Новые сечения обозначим через Р3, Р2. Обозначим дальше 

через Рх сечение (X, А±, ..., А1^, У) (рис. 29). Так как Р19Р2 параллельны 

и число их сторон меньше п, то согласно предположениям существует пре-

V z 

U' к 

P и c 28. 

образование т2 сечения Рх такое, что Р1т2 = Р 2 . Дальше, очевидно, что ^x2 = 

= И'. Вершины /5, С (Я, С, О) сечения Р1 можно выбрать так, чтобы они на

ходились внутри К([/. в), где г — число, соответствующее по лемме 4 вершине ^ 

и преобразованию т 2 . Построим сечение Р 2 (рис. 30), параллельное Р1 так, что 

в вершину ^' сечения Р 2 вложим линию, параллельную (А19 В, С, У) ((А19В, С, 

/Л У)) и такую, что нововложенные вершины лежат внутри К(у\ г). Из леммы 5 

вьм екает существование преобразования 

т2 1акого, что Р. т2 = Р 2 . Далее вид

но, что существует преобразование т3 ( 
;.1Л •--

чакое, что Р 2 т 3 = Р 3 (рис. 30). По-
счроим теперь из сечений Р,, Р 3 новые 

сечения Рг, Р 3 так, что в соответствую-

Pиc. 29. 

U 

Y P f 

Pиc. 30. 
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щие вершины сечений Р{,Р3 вложим линии 1^, Р 2 (Р . , Р 2 , Р3) (Ри с- 31). 
Очевидно, Рх, Р 3 параллельны Р и согласно лемме 5 существует преобразо
вание т 2т 3 такое, что Р1Т2т3 = Р 3 . Так как сечения Р, Р, имеют общую нулевую 
сторону, то по предположениям существует преобразование т, такое, что 

Р т , = Р , . П О Л О Ж И М Т = Т , Т 2 Т 3 , II МЫ 

Pиc. 31. 

готовы. Аналогично поступаем в случае 

АЛ- + , \ \ Х А г . 

Решим теперь случай (г). На полу

прямой Х7 лежит кроме стороны ХАХ 

и точки 7 еще другие точки сечения Р. 

Элементарным преобразованием можно 
ДОбиГЬСЯ ТОГО, ЧТО 'ЭТИХ 10ЧСК б\ДСТ 

только конечное число и никакая из них 

4 

Pиc. 32 

-?z 

-OZ 

Pиc. 33. 

\y 

Puč. 34. 

не будет вершиной. Пусть V— ближайшая из этих точек к точке А, . Очевидно, 

V лежит между А{, 7 и существует число /, ! < / < п такое, что V лежит внутри 

А\Ах+ , . 
Простой многоугольник (V. А,|, ..., А{) имеет угол при вершине Г меныпе 

180е. Согласно лемме 2 существует число /", 1 ^ /" < / (числа /", /", 1 ^ /" < /" < /*) 
и треугольник (А* В, V) (выпуклый четырехугольник (А, /?, С, V)) со свойствами. 

указанными в лемме 2 (рис. 32, 33). Построим сечение Р, = (А', V, А/ + 1 А,,. 

К). Это сечение мы ,,стянем" в достаточно малую окрестность точки 7 (пре

образованием т2). В соответствующие вершины сечений Р{,Р2 = Р, т : вложим 

треугольник (четырехугольник). Новые сечения обозначим через Р^Р*,. Со-

[ласно лемме 5 существует преобразование т2 такое, что Р2 = Р,т,. Рас-
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суждениями, аналогичными рассуждениям в случае (г/), построим преобразо
вание т (см. рис. 34—37). Утверждение (В) доказано. 

Д о к а з а т е л ь с т в о утверждения (О): Пусть, 91 ф 0. Это означает, что 

внутри отрезка ЛХВХ существует непустое множество точек, принадлежащих 

сечению ^ . Пусть 7, — та из этих точек, 
которая находится ближе всего к точке 
Вх. Очевидно, существует число 1, 1 < /, 
такое, что 7. лежит внутри 1-той сто
роны сечения ^ . Очевидно, точки Вх, 
В2, .... В{, 7 образуют простой много
угольник (обозначим его Т), который 
полностью лежит в /(рис. 38). Внутрен
ние углы многоугольника Т при вер
шинах Вх, 7, очевидно — меньше 180°. 
Дальше, ле!Ко видеть, что линия (X, В{, 

- o 

IV 

Г' 

«,. в, типа ^ (параллельную 
ей линию типа ^^^ обозначим Я). Если 
вложить линию Я в вершину 7 сечения 

Pиc. 35. 

\ -A 
\ 

\ 

z 

- < í ; 
~> ï 

Rиc. 36. 

< Ý 
1 

j 
í „ 

| 

^ 

PllC 37 

1, 

^ ( 1 | = (Л. X, В[4 . . В1 + 2 П, т о получим сечение (обозначим его ^ 1 ) , па

раллельное ^ , которое имеет с ^ общую последнюю сторону — значит, их 

можно преобразованием перевести друг в друга. Пара Р, ^ ( I ) хорошо рас

положена, Ч.Ш(1) с Ч.Ш, но (0, 1) ф У1(и. Так продолжаем до тех пор, пока из 
Ч.Н м 3 не будут удалены все элеменш. Тем самым мы построим сечения Р. ^ . 
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Доказательство утверждения (О) закончено, и тем самым и доказательство 

нашей теоремы. 

Следствие. Пусть Я, Я' — два параллельных простых плоских многоуголь

ника. Тогда существует конечная последовательность [Р^к

{ простых 

многоугольников такая, что Я. = Я. Як = Я 

и Я/ + 1 получается из Я,- элементарным пе

реносом некоторой его стороны (т. е. Я, Я' 

можно преобразовать друг в друга).* 

B; / 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть соответствую

щие друг другу стороны простых много-

Рис. 38 угольников Я = (А19 А2, . . ., Ап)ч Я' = ( V . 

А'29 ..., А'п) параллельны и одинаково на

правлены, внутренний угол при вершине А{ — меньше 180 : и А\ = . ! , . 

К многоугольнику Я для вершины А{ построим по лемме 2 параллель

ный ему многоугольник 5 со свойствами, указанными в лемме. Пред

положим, что Я, 5 расположены гак, что выполняется А{ = А, где Ае5 

вершина, соответствующая вершине Ах е Я. Пусть К{ — окружность, которая 

в своей внутренней части содержит все три многоугольника Я, 5, Я'. Пусдь 

К{ (Я°, 5°, Я'°) означает внутреннюю часть окружности К{ (многоугольников 

Я, 5, Я') и пусть Я°, 5°, Я' — замыкания этих внутренних частей. 

Рассмотрим пару многоугольников Я, 5. Множество К{ — (Я и 5") открыто 

и оно состоит ИЗ конечного числа связных компонентов. Обозначим через > , 

тот из этих компонентов, для которого окружность К« является частью его 

границы. Очевидно, г / , — вдвойне связная область. Из свойства многоуголь

ника 5 следует, что точка А{ лежит на его границе. Очевидно, существ}с 1 

простая ломаная линия Р, соединяющая точку А{ с произвольной напере 1 

выбранной точкой окружности К. и такая, что за исключением этих концов 

лежит полностью внутри </1. Дальше, очевидно, существует окружность К-

с центром Ах такая, что полностью лежит внутри К. и множество К 2 не со

держит кроме участков внутренних частей обеих соседних сторон много

угольников Я, 5 и участка внутренней части стороны линии Р, никаких друч и\ 

точек линий Я, 5, Р (точки пересечения окружности К 2 со сторонами /V V-

АгАп обозначим через Х\ У). Обозначим # = К{ — ( К 2 и Р). Очевидно, 7 

односвязная область, X, У — две различные точки се границы и Я. = (Л. 

А 2 , . . ., А,,, У), 5{ = (X, В2, . .., Бп, У) — два параллельных сечения множества 

# из X в У. Согласно нашей теореме, Ях можно преобразовать в 5< . Указанное 

* CM. V. Polák: O jisté transformaci jednoduchých rovinných mnohoúhelníku. Matcmaticko-
fyzikálny časopis SAV X, 2, 1960, 8i -98. 
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преобразование является также преобразованием х{ многоугольника Я и имеет 
месю 5 = Ят!. Вполне аналогичным способом построим преобразование 
т2 1акое, что Я' =- 5т 2 . Положим т = тгт2, и мы готовы. Утверждение до
казано. 

Поступило 11. 1. 1960 г. Ка1ес1га та!етаИку 
Рп'гос/о усс/еске /а к и!ту 

\1ачагукоуу ип'мегхМу 

V В Г ПС 

ON A C E R T A I N T R A N S F O R M A T I O N O F S I M P L E P O L Y G O N A L 

L I N E X IN T H E P L A N E 

Vaclav Polak 

S a m m a r y 

In the (Euclidean) plane let J be a simple connected region and let X Y be two points on its 

boundary, further P, Q two parallel cuts of the region J going from X to Y (that means P and Q 

are two simple polygonal lines joining the points X and Y entirely lying in J except their two ends 

.V, >' and P, Q have the same number of venices and corresponding oriented sides are concured 

parallel). 

I et us make a parallel transformation of an arbitrary side of the cut L In J from X to Y so, 

that all polygonal lines formed during this transformation are parallel simple and all arc cuts of J 

from V to Y. The resulting cut wc denote LT, the respective transformation r is said to be elementary 

transformation of L. 

it is proved that it is olways possible to transform P into Q by means of a finite number of 

element a ry transformations. 
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