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POLOGRUPY, V KTORÝCH KAZDY EAVÝ 
VLASTNÝ IDEÁL J E G R U P O U 

RENÁTA HRMOVÁ, Bratislava 

Nech S je pologrupa. Eavým ideálom pologrupy S nazýváme neprázdnu pod
množinu L <zz S, pre ktorú platí SL <zz L; pravý ideál pologrupy S je neprázdná 
podmnožina R c: S, pre ktorú platí RS cz R. Množina N cz S, ktorá je súčasnc 
lavým i pravým ideálom, nazývá sa obojstranný ideál. 

Lavý ideál L nazývá sa minimálnym lavým ideálom pologrupy S, ak neexistuje 
íavý ideál L' ^ L, pre kíorý platí L' cz L. Analogicky definujeme pojem minimálncho 
pravého a obojstranného ideálu. 

Favý ideál L pologrupy S nazývá sa jej maximálnym íavým ideálom, ak ne
existuje favý ideál L -# S, pre ktorý platí L X L. Analogicky definujeme maximálny 
pravý a obojstranný ideál. 

Pologrupa P nazývá sa zíava jednoduchá, ak pre každé a e P platí Pa = P. 
Takáto pologrupa neobsahuje lavý ideál L 4= P. Pologrupa P je teda zíava jednoduchá 
právě vtedy, keď ku každej dvojici O, b e P existuje také x e P, že xa = b. 

Š. S c h w a r z v práci [1] našiel konštrukciu všetkých pologrúp, ktoré nic sú 
grupami a v ktorých každý vlastný íavý i pravý ideál je grupa. Takéto pologrupy 
nazval F-pologrupami. 

V tejto práci sa budeme zaoberať pologrupami, v ktorých každý íavý vlastný 
ideál je grupou. Pretože zíava jednoduchá pologrupa neobsahuje íavý ideál #= P, 
je účelné zaviesť tuto deriníciu: 

Definícia 1. Pologrupa S nazývá sa Frpologrupou, ak nie je zíava jednoduchá 
a každý jej vlastný favý ideál je grupou. 

V tejto práci najdeme konštrukciu všetkých Frpologrúp. 
Na začiatku uvedieme niekoíko pomocných viet, ktoré sú váčšinou známe. 

Lemma 1. Nech L je favý ideál pologrupy S a P zíava jednoduchá pologrupa, pre 
ktorú platí P cz S. Ak L n P #= í), potom P <zz L. 

D o kaz. Nech a e L n P. Potom P = Pa cz PL cz L, č. b. t. d. 

Lemma 2. Nech L je minimálny íavý ideál pologrupy S. Nech a e S. Potom aj La 
je minimálny íavý ideál pologrupy S. 

D ó k a z . Pozři [1], Lemma 3. 
Priamym dósledkom lemmy 2 je 
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Lemma 3. Ak pologrupa S obsahuje právě jeden minimúlny íavý ideál L, potom 
pre každý prvok a e S platí La = L a L je aj minimálny obojst ranný ideál pologrupy S. 

Lemma 4. Nech N je maximálny obojst ranný ideál, ktorý nie je obsazený v ziadnom 
íavom ideál i + S. Označme T = S — N. 

a) Ak T obsahuje viac elementov než jeden, alebo ak T obsahuje právě jeden idem-
potentný element, potom T je zlava jednoduchá pologrupa. 

b) Ak T obsahuje právě jeden element u, ktorý nie je idempotent, je u2 e N. 

D o kaz . Je obsiahnutý v dóka2:e lem my 4 práce [1]. 

Lemma 5. Nech P je zlava jednoduchá pologrupa a G je grupa. Nech (p je homo-
morfné zobrazenie P do G. Potom cp(P) je grupa. 

D o kaz . Množina cp(P) nevyhnutné obsahuje jednotku e grupy G. Pre každé 
a e P platí totiž Pa = P, takže ku každému prvku a e P existuje prvok ea e P taký, 
že eca = a. Označme cp(ea) = x, cp(a) = y. Potom (p(eaa) = cp(ea) (p(a) = xy. Pretože 
však cp(eaa) = cp(a) = y, platí y = xy. Keďže .v, y e (7, je x = e. Třeba ešte ukázať, 
že ku každému prvku cp(a) e cp(P) existuje 1'avý inverzný element. PodFa predošlého 
existuje ku každému prvku c e P také ec e P, že ecc = c a cp(ec) = e. Pretože P je 
zlava jednoduchá pologrupa, existuje ku každej dvojici prvkov a,eceP prvok 
beP taký, že ba = ec. Teda cp(ba) = (p(b) (p(a) = e, t. j . ku každému prvku 
(p(a) e (p(P) existuje íavý inverzný element [cp(a)]~l = (p(b). 

Teraz si všimneme niektoré vlastnosti Frpologrúp. 

Lemma 6. V Trpologrupe je každý jej vlastný íavý ideál súcasne jej maximálnym 
i minimálny m favým idea lom. 

D ó k a z . Nech S je Frpologrupa a nech L je jej vlastný íavý ideál. Nech L' = S 
je Íavý vlastný ideál pologrupy S. pre ktorý platí L c: L'. Pretože L' je grupa, je 
nevyhnutné L = L\ a teda L je maximálnym ideálom pologrupy S. Podobné ukážeme, 
že L je minimálny íavý ideál. 

Na príkladoch možno ukázať, že existujú Frpologrupy, ktoré obsahujú dva 
íavé vlastné ideály, i Frpologrupy iba s jedným vlastným íavým ideálom. 

Lemma 7. Keď S je Trpo/ogrupa, potom nastane právě jeden z týchto dvoch pří
padoví 

A. S má právě dva vlastné íavé ideály L,, L2 a platí S = Lx u L2, L{ n L2 = 0. 
B. S má právě jeden lavý vlastný ideál. 

D ó k a z je obsiahnutý v dókaze lemmy 2 práce [1]. 
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Lemma 8. Nech S je Frpologrupa, ktorá obsahuje právě jeden minimálny 1'avý 
ideál L 4= S. Potom L je súčasne jediným maximálnym favým i jediným maximálnym 
obojstranným vlastným ideálom pologrupy S. 

D o kaz. Z lemrny 3 vyplývá, že L je vlastným obojstranným ideálom pologrupy S. 
Z lemmy 6 vyplývá, že Z. je maximálnym Favým i maximálnym obojstranným vlastným 
ideálom pologrupy S. 

V ďalsom sa budeme osobitne zaoberať prípadmi A a B z lemmy 7. 

Případ A 

Podobné ako v práci [1] možno dokázať ivrdenia: 
Nech S je F-pologrupa, ktorá obsahuje právě dva Favč vlastně ideály L,, L2. 

Nech ex , e2 sú jednotkové elementy grup L,, L2. Potom L, & L2, platí e{ek = ek 

(/', k = 1,2) a S je správa jednoduchá pologrupa, izomorfná s direktným súčinom 
G x \ex, ť 2 ) , kde G je grupa, izomorfná s grupami L,, L2. 

Naopak, keď G je FubovoFná grupa a množina {ex,e2} je pologrupa, v ktorej 
je detinoxané násobenia vzťahom elek = ek (i, k = 1,2), potom direktivy súčin 
S = G x {í ' i ,e 2] je Frpologrupa. Pologrupa S obsahuje právě dva vlastně Favé 
ideály G x ex, G x e2, ktoré sú zrejme grupami. 

Případ B 

Nech S je Frpologrupa, ktorá má právě jeden 1'avý vlastný ideál L. V dósledku 
lemmy 8 je L maximálnym obojstranným i maximálnym Favým ideálom polo
grupy S, a teda podlá lemmy 4 třeba rozoznávať dva případy: 

a) S — L = [u], kde // nie je idempotent, teda u2 e L. Nech e je jednotka grupy L. 
Označme b = eu. Potom b e L a zrejme u2 = b2. Ďalcj pre každé .v e L platí 
b.v = //.v a xu = xb. 

Nech teraz naopak G je grupa a nech u je FubovoFný element, pre ktorý platí 
// non G G. ZvoFme FubovoFný prvok b e G, utvořme množinu S = G u {u} a defi
nujme \ nej násobenie takto: 

a) v c-< y = x\\ keď N, y e G, 
b) u ^ u = b2. 
c) u o .v = b.v, .v 0 u = xb pre každé x e G. 

Lahko možno dokázať, že S je pologrupa. Budeme ju označovat" znakom 
S[G, //, b]. 

Rovnako je zřejmé, že S je Frpologrupa, ktorá obsahuje jediný vlastný 1'avý 
ideál G. 
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[)) Nech S je Frpologrupa, ktorá má právě jeden Íavý ideál L a nech množina 
S — L = P pozostáva alebo z jedného idempotentného elementu, alebo nech po-
zostáva z viac prvkov než jedného. Pódia lemmy 8 a podlá lemmy 4 platí S = L J P. 
L n P = 0, kde L je grupa a P zfava jednoduchá pologrupa. 

Nech c() je jednotkový element grupy L. Pre každý prvok a e P platí Oť0 G OL c= L. 
že zobrazenic a -> OO0 je homomorfné zobrazenie pologrupy P úo grupy L. 
rt G P, beP a O -> O;j(1, b -> bť0, platí (Ob) c{) = O(bO0) = O[ť()(bť0)] = 

= (OO0) (bc0)- Pod fa lemmy 5 je teda zobrazenie (p(a) = Oc0 zobrazením zlu\a 
jednoduchej pologrupy P na istú podgrupu grupy L. 

Nech naopak P je íubovoíná zíava jednoduchá pologrupa a G íubovoíná grupa. 
pre ktorú platí G n P = 0. Nech a> je homomorfné zobrazenie pologrúp} P do 
grupy Gn) Označme násobenie v pologrupe P znakem (. .), násobenie v grupě (/ 

ii (.). Zostrojme množinu S = [ P u G] s násobením •, definovaným takto: 

Ukážeme, že ; 
Ak totiž a e P, beP a O 

znakor 

w .y, keď .w r є P , 

.v . i', keď x, v є G, 

(/)(.v) . p, keď .v є P, y є G 

,v . Ф( г), keď x є G, v є P 

iílahko dokážeme, že násobenie co je asociativně a že množin.i S je teda polo
grupa. Budeme ju označovat' znakom S[P, G, </?]. 

Nech teraz Í ; ,
0 je jednotkový prvok grupy G. Potom pre každý prvok a e P platí 

(p(a) = (p(a) . cy) = í / 0 c o . Zobrazenie (p pologrupy P do grupy G je teda cha
rakterizované vzťahom cp(a) = a •-:> e0. 

Nakoniec ukážeme, že pologrupa S = S[P, G, cp] je Frpologrupa, ktorá obsahuje 
právě jeden íavý vlastný ideál. Grupa G je zrejine vlastný Tavý a dokonca obojstranný 
ideál pologrupy S[P, G, 75]. Nech L #= G je íavý ideál pologrupy S[P. G, (p]. Potom 
L n P 4= 0 a z lemmy 1 vyplývá P <= Z.. Ďalej platí S -> L a L. Keďže pre každý 
c e L vyplývá e0 o a = e0 . (p(a) e G, G n Z. =j= 0. Preto je podía ícmmy i G c L. 
Úhrnom S = P u G cz L, t. j . S = L č. b. t. d. 

Z úvah v odsekoeh A a B vyplývá priamo tento konečný výsledok: 
Veta. Pologrupa S je Frpologrupou vtedy a len vtedy, ked je izomorjná s nolo-

grupou, ktorá patří do niektorej z týchto tried pologrúp: 
a) trieda pologrúp typu G x H, kde G je grupa a H je pologrupa pozostávajúca 

z dvoch idempotentov, medzi ktorými je definované násobenie vzťahom e(c/v = c:,. 
(/, k = 1,2) 

b) trieda pologrúp typu S[G, u, b], 

c) trieda pologrúp typu S[P, G, </>]. 

* Konštrukcia všetkých homomorfných zobrazení zťava jednoduchých pologrúp do grup> je 
opísaná v práci [3l. O homomorfizmoch speciálnějších pologrúp hovoří práca [4l. 
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П О Л У Г Р У П П Ы , В К О Т О Р У Х В С Я К И Й Л Е В Ы Й И Д Е А Л 

Я В Л Я Г Т с Я Г Р У П П О й 

Р е т п а Гр мо ва 

Р е з ю м е 

В насюящей слайде обобщакэтся результаты статьи П]. 
Полутруппа Л" называется простой слева, если она не содержит отличных от 5 левых 

идеалов. 

Полугруппа Л называется //-полугруппой, если она не язляетея простой слева и всякий 
ее левый идеал, отличный от 5, является группой. 

В с1атье доказываются эти результаты: 
В //-полугруппе все отличные от 5 левые идеалы являются одновременно максимальными 

и минимальными идеалами этой полугруппы. 

Если Л" является / /-полугруппой, то имеет место один и только один из следующих случаев: 

А. В Л" существует два различных левых идеала I, с

( 5, 1^.г *у 5 и имеет место 5' = I. и /->* 
/-, ^^ /2 = (). 

Б. В Л" существует только один левый идеал 1^ сг 5. 

Будем т в о р и т ь , что полугруппа 5 является полугруппой чипа Л(С,/',/>) если Л' — О и {и\, 

где С — группа, и - элемент ф С и мултипликация © в Л определена следующим образом: 
.г 0 у = ху для х, у е С'\ и 0 // = Ь2 для некоторого Ь е С; и 0 х = />л\ .V © и = хЬ для любого 
ХЕ (', где хЬ, Ьх являются произведениями элементов в группе С. 

Пусть <р гомоморфизм простой слева полугруппы Р в группу С Говорим, что полу
группа Л" является полугруппой типа 5(Р, С,./), если 5 = С и Р, С п Р = () и мултипликация 
О в .V определена при помощи мултипликации (..) в полугруппе/' имултипликации (.) в груп
пе С следующим образом: х 0 у = х . . у для л\ у е Р\ х 0 у = л . у для л\ у е С; л 0 у = 

-= (/(л-) . у для л Е Р, у 6 С; х © у = х . ц(у) для х е С, у <= Р. 
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В статье доказана теорема: 

Полугруппа 5 является //-полугруппой тогда и только тогда если она изоморфна полу

группе, принадлежащей одному из следующих классов полугрупп: 

а) Клас: полугрупп типа С Н, где С группа и Н = [е},е0\ - - полугруппа, в которой 

е^к = ек (/', к = 1, 2), 
б) Класс полугрупп тина 8(С,и,Ь), 

в) Класс полугрупп типа 5(Р,С,</). 

S E M I G R O U P S I N W H I C H E V E R Y P R O P E R L E F T I D E A L IS A G R O U P 

Renata H r m o v a 

S u m m a r y 

The purpose of this paper is a generalization of results of the paper [1]. 

A semigroup S is called to be left simple if it does not contain a proper left ideal. 

A semigroup S is called to be an //-semigroup if it is not a left simple semigroup, but every left 

proper ideal of S is a group. 

In this paper following results are proved: 

If S is an /^-semigroup, then every left proper ideal of S is a maximal and also a minimal proper 

ideal of S. 

If S is an //-semigroup, then one and only one of the following cases holds: 

A. S contains precisely two different proper left ideals L. ^ S, L.> ^ S and S L^j/..,, 

L, n L2 0 holds. 

B. S contains a unique left proper ideal. 

By semigroup of the type S(G, //, h) we mean a semigroup S [ G u u ] , where G is a group, 

u is an element non e G with the multiplication 0 defined as follows: .v 0 \ vv for .v, v e G, 

// © // h2 for some b e G, u 0 x b.v, x 0 // .vb, for every .v e G; .vr, b.v, vb are the products 

of the elements in the group G. 

Let (f is a homomorphic mapping of a left simple semigroup P into the group G. By the semi

group of the type S(P, G, </;) we mean a semigroup S JG U P J , GnP 0, with the multipli

cation 0 defined by the multiplication (.) in the group G and by the multiplication (..) in the 

semigroup P, as follows: .v 0 y x . . y, for .v, y e P, .v 0 y .v . y- for .v, y 6 G, v 0 y </(x) y 

for x e P. y e G, x 0 y x . <p(y), for x e G, y e P. 

In this paper following theorem is proved: 

A semigroup S is an /-/-semigroup if and only if it is isomorphic wiih a semigroup bellonging 

to one of the following classes of semigroups: 

a) The class of semigroups of the type G /7, where G is a group and H ]e,, e.,| is a semigroup 

in which e-tek ck (i, A 1,2). 
b) The class of semigroups of the type S(G, //, h). 

c) The class of semigroups of the type S(P, G, 7). 
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