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MATEMATICKO-FYZIKALNY ČASOPIS SAV. 11. 1. 1961 

B-POLOGRUPY 

J U R A J B O S Á K , Bratislava 

V práci sa študujú také pologrupy, v ktorých zjednotením lubovolných dvoch 
čiastočných pologrúp je opáť pologrupa. Zvlášť sa vyšetrujú niektoré speciálně 
případy: případ cyklickej pologrupy a případ grupy. 

1. Úvod* 

Pod pologrupou rozumieme množinu (prázdnu alebo neprázdnu), na ktorej je 
definovaná binárna asociatívna operácia. Pre zjednodušenie označovania nebudeme 
rozlisovat' medzi touto množinou a příslušnou pologrupou. Pod čiastočnou polo
grupou pologrupy S rozumieme takú podmnožinu množiny S, ktorá vzhfadom na 
operáciu v S tvoří tiež pologrupu. Pologrupa sa nazývá komutatívna, ak. příslušná 
operácia je komutatívna, v opačnom případe sa nazývá nekomutatívna. V lubovoínej 
pologrupe S zavádzame obvyklým spósobom prirodzenú mocninu an prvku a e S, 

• ^ i , • - jw m n m + n , ni^n mn i , .<• • , 

pricom platia pravidla a . a = a , (a ) = a , a v komutativnej pologrupe 
(ab)n = anbn (a e S, b e S, m, n sú prirodzené čísla). Prvok x e S, pre ktorý x~ = x, 
nazýváme idempotentom. Množinu tých prvkov x e S, ktoré sa v postupnosti 
{an}n = x(aeS) vyskytujú právě raz, nazýváme predperiódou prvku a. Kardinálně 
číslo predperiódy nazýváme dížkou predperiódy a označujeme q(a). Množinu tých 
prvkov x e S, ktoré sa v postupnosti {an}„*L , (a e S) vyskytujú aspoň dva rázy (a teda 
nekonečné mnohokrát), nazýváme periodou prvku a. Kardinálně číslo periody na
zýváme dížkou periody a označujeme r(O); ak je rózna od nuly, nazýváme ho rádom 
prvku a a hovoříme, že prvok a má konečný rád; v opačnom případe hovoříme, 
že prvok a má nekonečný rád. 

Nech a e S, m -# n. Potom am = a" platí právě vtedy, keď platí súčasne: m > q(a), 
n > q(a), m EE n (mod r(a)). Ak r(a) + 0, v postupnosti [ď)n=\ existuje právě jeden 
idempotent. Vtedy hovoříme, že prvok a patří k tomuto idempotentu. Množinu 
všetkých prvkov pologrupy S, ktoré patria k idempotentu c e S, označujeme Kr 

a nazýváme K-triedou, příslušnou k idempotentu e. Vlastnosti K-tried sa skú-
* Okrem niektorých názvov, ktoré sú tu použité po prvý raz. (pozři definiciu 1 až 4). používám 

mnohé termíny, bežne sa vyskytujúce v literatuře (porovnaj napr. [1], [3l); vzhťadom na isié menšie 
významové rozdiely a v zaujme prehfadnosti práce uvádzam stručné aj definície niektorých známých 
pojmov. 
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maii napr. v prácach [3, 5, 6]. Periodickou poíogrupou nazýváme takú pologrupu, 
v ktorcj každý prvok má konečný rád. V lornto případe je pologrupa zjednotením 
nav/ájom disjunktných K-tried. 

Je zřejmé, že prienikom fubovofného systému čiastočných poiogrúp danej polo-
grupy je opat" pologrupa. Prirodzene, analogické tvrdenie pre zjednotenie poiogrúp 
neplatí všeobecné, ale len v niektorých špeciálnych prípadoeh, ktorými sa budeme 
v dalšom zaoberať. 

Vyjdime od íubovoínej pologrupy S a od jej podmnožiny M (t. j . M u S). 
Označme M prienik všetkých poiogrúp T takých, že M ^ T u S. Zrejme M je — 
v isiom /.mysle — najmenšou poíogrupou, obsahujúcou množinu M. Takýmto spó-
sobom ka/.dej podmnožině M množiny S je priradená má podmnožina M mno
žiny S. ktorá ni i uvedenej operácii tvoří pologrupu.* Přitom zrejme pre íubovoíné 
A c: s, B c: s platí: 

(D A c A, 

(2) A c= B > A c= il 

(3) 0 = 0, 

(4) S = S. 

(5) A = A, 

(6) A c B > A c B. 

(7) A7TB c A n B, 

(8) A u B =2 A u B. 

Zrejme podmienka, že A je eiastoenou poíogrupou pologrupy S, móže sa pri 
našom označení vyjadriť takto: A = A(A cz S). Ďalej pre lubovofnč a e S je [Oj 
zliodné s mno/inou všetkých členov postupnosti [ a" j „'= i; tuto množinu budeme 
o/načo\ať (O" | n ^ ÍJ. Pologrupu, ktorú možno písať v takomto tvare (ako moc
niny istého jej prvku), nazveme cyklickou. 

My sa budeme zaoberať otázkou, kedy uvedená unárna operácia (t. j . priradenie 
M > M) je dis;ribuíívna, takže tvoří operáciu uzávěru, í. j . kedy platí 

(9) ,4 u B A u B. 

V tomto případe, ako je známe, táto operácia v S definuje topológiu. Lahko do
kážeme, že podmienka (9) je ekvivalentná podmienkc 

(10) .1 A, в B A u B = A u B, 

t. j . požiiulavke. aby zjednotenie fubovolhých dvoch čiastočných poiogrúp polo
grupy S holá pologrupa, a teda čiastočná pologrupa pologrupy S. Tieto úvahy nás 
\ctiú k tejlo deíinícii: 

:i Pnrod/ene. priradenie M - M možno zaviesť pre íubo\oíné grupoidy; pre naše účely ho však 
budeme \\ii/Uať ien \ asociatívnych grupoideer t. j. pologrupách. 

• k o - ť y / i k a l n y č a s . X I . 1 



Definícia 1. B-pologrupou budeme nazývat' takú pologrupu, v ktorej zjednoienie 
1'ubovol'nych čiastočných pologrúp je pologrupa. 

P ř í k l a d 1. Jednoduchým príkladom B-pologrupy je množina čísel [ — 1,0, lj 
s operáciou násobenia. Ďalšie příklady uvedieme neskór. 

2. Vlastnosti B-pologrúp 

Priamo z definície 1 vyplývajú tieto dósledky: 

Dósledok 1. Každá čiastocná pologrupa B-pologrupy je B-pologrupa. 

Dósiedok 2. Pologrupa S je B-pologrupou právě vtedy, keď zjednotením 1'ubovol'ného 
(konečného alebo nekonečného) počtu čiastočných pologrúp pologrúpy S je opat 
čiastocná pologrupa pologrupy S. 

Veta 1. Nevyhnutná a postačujúca podmienka na to, aby pologrupa S bola B-polo
grupou, je, aby pre lubovofné dva prvky .v, y pologrupy S platila podmienka 

(A) existuje prirodzené číslo n tak, ze buď xy = x\ alebo xy = r . 

D ó k a z . 1. Postačujúca podmienka: Nech Á = A = S, B = B = S, xe A u B. 
y e A u B. Nech n je prirodzené číslo. Ak x e A, aj x" e A, ak x e Z?, aj x" e B; teda 
v každom případe x" e A u B. Podobné y" e A u B. Z podmienky (A) vyplývá, že 
xy e A u B, čo bolo třeba dokázať. 

2. Nevyhnutná podmienka: Nech S je B-pologrupa, nech x e 5, y e S. Keďže x 
aj y patria do pologrupy [x, y], aj xye{x,y} = {x} u {v] == | x " \n = 1] u 
u fy" \ n = 1], z čoho vyplývá (A). 

Dósledok 3. Množina idempotentov lubovoínej B-pologrupy tvoří opáť B-pologrupu, 

Dósledok 4. Pologrupa S, ktorej každý prvok je idempotent, je B-pologrupou právě 
vtedy, keď pre íubovobré x e S\ y e S platí buď xy = x, alebo xy = y. 

P o z n á m k a 1. Speciálně dósledok 4 platí pre polozvázy, t. j . komutativně polo
grupy, ktorých každý prvok je idempotent. Ak tu zavedieme obvyklým spósobom 
čiastočné usporiadanie (a = b <=> ab = a), platí: polozváz je B-pologrupou právě 
vtedy, keď je reťazcom (úplné usporiadanou množinou) . 

P ř í k l a d 2. Eubovoíná množina s operáciou x©y = x tvoří B-poíogrupu (ně
kom utatívnu, ak má aspoň dva rózne prvky). Tento příklad ukazuje, že existujú 
nekomutativně B-pologrupy lubovoínej mohutnosti, váčšej ako 1. 

P ř í k l a d 3. Eubovoíná usporiadaná množina s operáciou xoy = Max [x, y) 
tvoří komutatívnu B-pologrupu. Keďže existujú usporiadané množiny lubovoínej 
mohutnosti (dokonca s najmenším prvkom), existujú komutativně B-pologrupy 
lubovoínej mohutnosti (dokonca s jednotkovým prvkom). 
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P o z n á m k a 2. Veta 1 často umožňuje rozhodnut" o tom, či je daná pólo grupa 
B-pologrupou. V niektorých prípadoch je však ťažšie použitelná; poměrné ťažko sa 
pomocou nej rieši napr. úloha nájsť všetky maximálně B-pologrupy, obsiahnuté 
v danej pologrupe S (ktorá sama nie je B-pologrupou), t. j . také čiastočné B-polo
grupy pologrupy S, ktoré nie sú okrem seba samých obsiahnuté už v žiadnej inej 
B-pologrupe. Pri riešení podobných otázok možu byť užitočné tieto vety: 

Veta 2. Nech pologrupa S je B-pologrupou. Potom S je periodickou pologrupou 
a pre každý prvok a e S platí: 

(B) q(a) < 5, 
( O r(a) je celá nezáporná mocnina prvočísla. 

D ó k a z . Nech S je B-pologrupa, a e S. Prvok a5 = a2ai podía vety 1 sa musí 
rovnať niektorému z čísel a " alebo a " (kde n je vhodné zvolené prirodzené číslo) 
takže patří do periody prvku a. Preto S je periodickou pologrupou a platí q(a) <5 
takže platí (B). Nech prvok beS nesplňuje podmienku (C). Kedze — podía prvej 
časti dókazu — q(b) < 5, je r(b) 4= 0, takže r(b) možno písať v tvare st, kde s, t sú 
nesúdelitďné prirodzené čísla, vačšie ako 1. Prvok bs + t = bstí sa dá podía vety ! 
písať v tvare bsv alebo tí'\ takže aspoň jedna z kongruencií 

sn = s + t (mod st), 

tn = s + t (mod st) 

má za riešenie nějaké prirodzené číslo n. To je však nemožné, lebo s, t sú nesú-
deliteíné prirodzené čísla, vačšie ako 1. 

P o z n á m k a 3. Vzniká otázka, či rád íubovoíného prvku danej B-pologrupy muhí 
byť mocninou toho istého prvočísla. Toto tvrdenie všeobecné neplatí, ako ukazuje 
příklad B-pologrupy, danej multiplikatívnou tabu lkou 

a b c d e 

a b a a a a 

b a b b b b 

c a b d e c 

d a b e c d 

e a b c d e 

ktorá má prvok a rádu 2 a prvok c rádu 3. V 4. odseku zostrojíme dokonca příklad 
B-pologrupy, ktorá má prvky íubovoíného rádu, přípustného podía podmienky (C). 
Platí však naslcdujúca veta. 

Veta 3. Všetky prvky B-pologrupy, patriace k tomu istému idempotentu, majú rády 
rovné celej nezápornej mocnině toho istého prvočísla. 

K dókazu použijeme dve známe lemmy: 



Lemma 1. Periodická pologrupa je grupou vtedy a len v!cely, kecí má jediný idem-
patent a ked každý jej prvok má prázdnu periodu. 

D o k a/. Pozři [1], str. 15. 

Lemma 2. Žiacina grupa nic je zjednotenim svojich dvoch vlastných podgrúp. 
D o k a ž . Pozři [7], str. 492. 

D o k a z vety 3. Ak všetky prvky B-pologrupy S, patriace k idempoieniu c c-S, 
majú rád 1, veta zrejme platí. Preto prcdpokladaime, že prvok a e S, patriaci k idem-
potentu c, má rád > I. Nech b je íuhovoíný prvok pologrupy S. patriaci tuž 
k idempotenlu e. Nech A je perioda prvku O, 8 perioda prvku b. A. B sú cyklické 
grupy, ktorých rád ( = počet prvkov) je rovný rádom (-— dížkam periody) zodpo\e-
dajúcich prvkov a Ji. Ked ze S je B-pologrupa, A u B = A u B. Pologrupa A ^ B 
je periodická, má jediný idempotent e: každý prvok pologrupy A u B má prá/dnu 
periodu. Preto podía lemmy l tvoři A u /i grupu. Z lem my 2 vyplývá, že A. B ne-
možu byť súčasne vlastnými podgrupami grupy A u B. Preto btiď A c; B. alebo 
B ^ A. Podía vety 2 rády prvkov O. b, a teda aj rády grup A, B sú mocninami 
istých prvočísel. Ked ze však, ako je známe, prc konečné grupy rád podgrupy je 
dělitelem rádu grupy, musí existovat' prvočíslo /; tak, ze rády ohidvoch pr\ko\ 
<L h sú mocninami prvočísla /?. VzhTadom na to, že r(a) > 1, je toto pr\ očíslo jedno
značné určené (nezávisí od voíby prvku b). Teda všetky prvky pologrupy S, patriace 
k idempotenlu c\ majú rád rovný mocnině toho istého prvočísla />, čo dokazuje veta. 

Veta 4. Nevyhnutnou podmienkon na to, ahy pologrupa S holá B-pologrupou, je, 

ahy všetky jej K-triedy holi B-pologrupy. 

D o k a ž . Vzhladom na dósledok 1 stačí dokázat., že Fubovoíná K-íri:da K(, B-polo
grupy S je pologrupa. Nech NE K(,„ r e Kr. Potom zrejme prc lubo volné prirodzene 
číslo n je N" G Kc, y" e Kt>, takže pedía vety 1 aj xy e Kt,, čo sme mali doká/ať. 

P o z n á m k a 4. Podmienka uvedená vo vetc 4 nestačí na to, aby S bola B-polo-
grupou, a to ani vtedy, kcď jej idempotenty splňujú podmienky z dósledkov 3.4 
(buď .vv = N, alebo xy = y). Příklad: Pologrupa ďdtrk tabulkou 

a h c d e 

a h /} d c e 

h h h c e e 

c d c e e e 

d e c e e e 

c c c c e e 

nie je B-pologrupou, hoci obidve jej K-triedy K-, = [a, bj, Kc = \c\ d, c\ sú B-polo
grupy. 
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3. Niektoré speciálně případy 

V tomto odseku najdeme — odhliadnúc od izomorfizmu — všetky B-p.iIogrupy vo 
dvoch Špeciálnych prípadoch: ak daná pologrupa je cyklická (veta 5) a ak daná polo-
grupa je grupou (veta 6). Najprv však dokážeme tuto lemmu: 

Lemma 3. Ncch všetky prvky pologrupy S splňujú podmienky (B), (C) z vety 2. 
rodniienkou posíačujúcou na to, aby pre prvky x e S, y£S platila podmicnka (A) 
z vety I, je, aby pre tieto prvky platilo: 

(D) existuje prvok ae S a prirodzené čísla m, n tak, ze a'" = .v, a" = y. 

D o kaz. Ncch pre prvky x, y e S je splněná podmienka (D). Označme* a
dl'"'n) = /^ 

/ i r» Í i '"' / »' AÍ ' '\ i i m'+ n' 

--v- = /// , -77 v- = n . Potom h = x, b = v, d(/// , n ) = 1, xr = b 
( / ( / / ? , / / ) - / ( / / ? , //) 

Ak ///', rcsp. //' je rovné 1, je b rovné x alebo y, takže podmienka (A) je splněná. 
Ak ///' = //', (A) opáť platí. Preto sa stačí zaoberať prípadom m' = 2* n' — 2, 
///' --\= //'. Vtcdy bude m + n' = 5 > í/(b), takže vzhíadom na podmienku (B) prvok 
xy = b'" {" patří do periody prvku b. Ďalej podía (C) existuje prvočíslo /; a celé 
nezáporné číslo c tak, že r(b) = //. Vzhíadom na to, že d(m\ n') = 1. aspoň jedno 
/ čísel d(/(b), m'\ c/(r(b), n) sa rovná 1. Preto aspoň jedna z kongruencií 

ni'z _ n (iriod /'(b)), 

n z _ ///' (mod r(b)) 

má riešenie r (dokonca nekonečné mnoho). Nech je to napr. prvá z nich. Zvolme 

riešenie z tak, aby z > — 1 (zrejmeje to možné voliť). Potom bude m'(z + 1) > 

m 
> q(h). Z prvej kongruencie vyplývá aj m' + n = m'(z + 1) (mod r(b))- Vzhíadom 
na uvedené vztahy je xy = bm + " = bm(zH n = x2+1, čo sme mali dokázať. Ak je 
riešitelná len druhá z uvedených kongruencií, podobné vyjde xy = yz+1. Tým je 
lemma 3 dokázaná. 

P o z n á m k a 5. Z podmienky (D) vyplývá, že prvky a, x, y patria k tomu istému 
idempotentu (do tej istej K-triedy). Podmienka (D) však nie je nevyhnutná na to, 
aby platilo (A), ani vtedy, keď pre všetky prvky platí (B), (C) a keď prvky x, y patria 
k tomu istému idempotentu, ako ukazuje příklad B-pologrupy, danej tabufkou 

a h c 

a a b a 

b b a b 
c ! a b a 

bc = b1, ale neexistuje prvok pologrupy, ktorého mocninou by bolo b aj c. 

* Znak d(u, v) značí najváčšieho spoločného delitela čísel u, v. 
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Veta 5. Cyklická pologrupa, vytvořená mocninami a. cC\ a\ ... svojho prvku a je 
B-pologrupou právě vtedy, keď prvok a splňuje podmienky (B), (C) z vety 2, t. /'. kcď 
q(a) < 5, r(a) = //, kde p je prvočíslo, c cele nezáporné číslo. 

D o k a z . Ak cyklická pologrupa je B-pologrupou, podía vety 2 uvedené pod
mienky sú splněné. Obrátene, ak tieto podmienky platia, je pre každé prirodzené n 
q(an) ^ q(a) < 5, r(ď) \ r(a) = //, takže pre všetky prvky pologrupy platí (B), (C). 
Keďže pre íubovoíné dva prvky platí zrejme aj (D), podía lem my 3 platí (A), takže 
podía vety 1 je daná pologrupa B-pologrupou. 

P o z n á m k a 6. Připomeňme, že pre íubovoíné celé čísla Q = 0, R = 1 existuje 
(odhliadnúc od izomorfizmu) právě jedna cyklická pologrupa [ď >? _: 1 J taká. že 
q(a) = Q, r(a) = R. Preto veta 5 dává všetky ncizomorfné cyklické B-pologrupy. 

Definícia 2. B-pologrupu, ktorá je súčasne grupou, budeme nazývat' B-grupa. 

P o z n á m k a 7. Z dósledku 1, z vety 2 a lemmy 1 vyplývá, že každá čiastočná 
pologrupa B-grupy je grupa. Preto mózeme B-grupu definovat' aj ako takú grupu, 
v ktorej zjednotenie /'libovolných dvoch (resp. íubovoíného počtu) podgrúp je grupa. 
Vidieť, že podmienka (A) r případe grup sa móže nahradit podmienkou 

(A') existuje prirodzené číslo m tak, že buď 

y = x"\ alcbo x = y". 

Z toho íahko odvodíme, že každá B-grupa je komutatívna. Z lemmy 2 vyplývá, že 
grupa je B-grupou právě vtedy, kcď jej podgrupy tvoria reťazec v zmys/e množinové/ 
ink/úzic. Z vety 3 vyplývá, že každá B-grupa je primárnou grupou (t. j . všetky jej prvky 
majú rád rovný mocnině toho istého prvočísla). Keďže existujú nekomutativně 
primárné grupy (napr. 8prvková grupa kvaterniónov ± 1 , + i , + / , ±k). obrátene 
tvrdenie neplatí. 

P o z n á m k a 8. H. Prlifer zaviedol r. 1921 tzv. grupy typu p' (p je pevné prvo
číslo), ktoré majú súhrnný názov quasicyklické grupy. Ako dokázal L. Rédei (porov. 
[4], str. 24), grupu typu // možno charakterizovat" vlastnosťou, že obsahuje ako 
podgrupy cyklické grupy rádu p" pre íubovoíné prirodzené číslo n, pričom žiadna 
jej vlastná podgrupa už nemá tuto vlastnost'. Tuto charakterizáciu je pre naše účely 
výhodné upraviť takto: grupa G je grupou typu pr vtedy a len vtedy, keď sa dá 
písať v tvare zjednotenia 

G = u G r , (*) 
r 0 

kde Gc sú cyklické grupy rádu pc. 

Veta 6. Konečná grupa je B-grupou vtedy a len vtedy, keď je cyklickou grupou, 
ktorej rád je celou nezápornou mocninou prvočísla. Nekonečná grupa je B-grupou 
vtedy a len vtedy, keď je quasicyklickou grupou. 



D o kaz. Ako je známe (pozři napr. [4], str. 24), podgrupy íubovoínej cyklickej 
grupy, ktorej rád je mocninou prvočísla, ataktiež podgrupy íubovoFnej quasicyklickej 
grupy, tvoria reťazec v zmysle množinovej inklúzie, takže podlá poznámky 7 sú 
tieto grupy B-grupami. Obrátene, nech je daná B-grupa G. Ak je G konečná, z pod-
mienky (A') z poznámky 7 možno indukciou íahko dokázať cxistenciu prvku Í/G G 
tak, že G = [a \n— \). Je teda G cyklickou grupou a súčasne cyklickou polo-
grupou. Podlá vety 5 rád prvku O, a teda aj rád grupy G je mocninou prvočísla, čo 
sme mali dokázuť. 

Predpokladajme teraz, že G je nekonečná grupa. Podlá poznámky 8 stačí dokázať, 
že sa dá písať v tvare (*). Podlá vety 3 existuje prvočíslo p také, že rády všetkých 
prvkov grupy G sú mocninami p. Označme Gc množinu všetkých prvkov z G, ktorýeh 
rád je menší alebo rovný //. Zrejme platí rovnica (*). Indukciou vzhladom na c 
dokážeme, že G. je cyklickou grupou rádu //. Pre c = 0 toto tvrdenie zrejme platí. 
Nech platí pře c = k. Keďže G\ má len konečný počet prvkov, je G - Gk =|- 0. 
Nech a E G — G\: potom platí r(a) = p"\ kde m > A; položme h = ap''' v , potom 
bude r(h) = // f ' . Dokážeme, že G A + , = [b\. Zrejme \b\ _ G*+ , . Aby sme dokázali 

opačnú inkíúz/L, zvolme deG\^í. Keď/e podgrupy grupy G podlá poznámky 7 
tvoria reťazec, Gk _ \b\. Preto ak r(d) _ /A je cleGk, a teda cle (b). Ak r(d) = 
= /A '. [í/j je, podobné ako [7>], cyklickou grupou rádu /; . Keďže obidve tieto 
grupy majú rovnaký počet prvkov, z podmienky (A') z poznániky 7 vyplývá 
[b\ = [í/j. Preto de [OJ, a teda Gfc+1 _ {/>]. Preio platí Gk+X = {/V]. G f c + 1 je teda 
cyklická grupa rádu pk^ \ čím je druhý krok. indukcie a súčasne celý dokaž ukončený. 

P o z n á m k a 9. Z vety 6 móžeme odvodiť niektoré zaujímavé dósledky. Ako je 
známe ([4], str. 23 a 24), všetky cyklické grupy rovnakého rádu sú navzájom izo
morfně; aj všetky grupy typu pr pri tom istom p sú navzájom izomorfně. ALo 
příklad grupy typu p* móže slúžiť multiplikatívna grupa Cp všetkých komplexných 
koreňov z jednotky stupňa //', kde // prebieha množinou všetkých prirodzených 
čísel. Všetkými vlastnými podgrupami grupy Cp sú cyklické podgrupy rádu /-•', 
pričom každému celému nezápornému c odpovedá právě jedna podgrupa grupy í'p 

rádu //. Z toho vyplývá, že grupa je B-grupou právě vtedy, keďje izomorfná s nie-
ktorou podgrupou nicktorej z grup Cp. Každá B-grupu móžeme teda „izomorfně 
reprezentovat'" •: multiplikativně} pologrupe komplexných čísel. 

Keďže každá quasieyklická grupa má vždy spočetný počet prvkov, vzhladom na 
vetu 6 B-grupa má buď konečný počet prvkov (rovný mocnině prvočísla), alebo spo
četný počet prvkov. Teda tým, že sme na B-pologrupu, ktorá mohla mať (ako vidno 
z príkladov 2, 3) íubovoíný konečný, spočetný, alebo nespočetný počet prvkov, 
kladli ďalšie požiadavky algebraického rázu (platnost" všetkých axiómov grupy), 
podstatné sme obmedzili tuto lubovofnosť. 

:-íø 



4. Význačné příklady B-pologrúp 

V tomto odseku zostrojíme pologrupu, o ktorej sa hovořilo v poznámke 3 (veta 7), 
ďalej najdeme všetky maximálně multiplikativně B-pologrupy komplexných čísel 
(veta 8) a vyšetříme, pri akom module multiplikatívna pologrupa úplného systému 
zvyškových tried tvoří B-pologrupu. Z nových pojmov zavedieme usporiadaný súčet 
pologrúp (definícia 3) a maximální. B-pologrupu (definícia 4). 

Deíinícia 3. Nech sú dané poiogrupy Svv, kde w prehieha istú množinu indexov ]\'. 
Usporiadajme množinu W íuhovolným, ale určitým spósohom (znak uspořiadania: < ,. 
Utvořme množinu S vsetkých dvojic tvaru (\\\ N), kde w e W. xeSw. Zaveďme na 
množině S hinárnu operáciu takto: Ak w < \v\ (\\\ x) 0 ( u \ x') = (w\ x') $ {\\\ x) = 
= (\\\ x); ak w = \v\ (n\ x) - (\v\ x') = (\\\ xx'). Potom množina S v touto operáciou 
tvoří pologrupu, ktorú nazýváme usporiadaným súčtom pologrúp Su,, příslušným k uspo-

(< > 
riadaniu < , a ktorú označujeme ]T Svv. 

\v( \V 

P o z n á m k a 10. Eahko sa dokáže: pri pevnom w e W množina vsetkých d\ojíc 
tvaru (iť, N), x e Sw tvoří pologrupu, izomorfnú pologrupe Sw. Z toho vyplývá, že 
usporiadaný súčet pologrúp Sw sa dá písať v tvare zjednotenia disjunktných pologrúp 
(tzv. zložiek súčtu), izomorfných jednotlivým pologrupám Sw. Preto sa rovnajú 
napr. aj dlžky predperiódy a periody odpovedajúcich si prvkov. 

Usporiadaný súčet pologrúp možno s výhodou použiť na vytváranie nových 
pologrúp. Týmto spósobom možeme zostrojiť aj příklad z poznámky 3, v ktorom 
pologrupa [O, b, c\ d, e) je usporiadaným súčtom grup {O, b}, {c\ d, e\. 

Lemma 4. Usporiadaný súčet pologrúp Sw je B-pologrupou v tedy a len v tedy, keď 
všetky Sw sú B-pologrupy. 

(<) 
D o kaz . Ak S = X $w je B-pologrupa, potom všetky jej zložky Rvv, a teda aj 

W € W 

k nim izomorfně poiogrupy Sw sú B-pologrupy. Obrátene, nech všetky Sw, a teda 
aj odpovedajúce zložky Rw sú B-pologrupy. Potom z vety 1 bezprostředné vyplývá, 
že aj S je B-pologrupou. 

Veta 7. Existuje B-pologrupa S tejto vlastnosti: k fubovolným celým nezáporným 
čís lam p, r, Q takým, že p je prvočíslo, Q < 5, existuje prvok a e S taký, že q(a) = Q, 
r(a) = pc. 

D ó k a z . Usporiadaný súčet vsetkých neizomorfných cyklických B-pologrúp 
(pozři vetu 5 a poznámku 6) pri fubovoinom usporiadaní má podlá lemmy 4 a po
známky 10 požadovánu vlastnost'. 

Deíinícia 4. POd maximálnou B-pologrupou danej poiogrupy S rozumieme taká 
čiastočnú B-pologrupu poiogrupy S, ktorá nie je obsiahnutá v žiadnej inej čiastočnej 
B-poIogrupe poiogrupy S. 
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Lemma 5. Kazda čiastočná B-poIogrupa pologrupy S je ohsiahnutá v niektorej 

maximálně] B-pologrupe pologrupy S. 

D o kaz. Nech S' je čiastočná B-pologrupa pologrupy S. Systém všctkých čias-
točných B-pologrúp pologrupy S, obsahujúcich S', tvoří (vzhíadom na množinová 
inklúziu) čiastočne usporiadanú množinu, v ktorej každý reťazec má horné ohrani-
čenie (a to zjednotenie všctkých pologrúp tohto reťazca; toto zjcdnotenie je polo-
grupou; je dokonca B-pologrupou, ako vyplývá z vety 1). Preto podlá známej 
Zornovej lemmy o čiastočne usporiadaných množinách (pozři napr. [4], str. 31) 
existuje maximálny prvok čiastočne usporiadanej množiny, ktorým je v našom 
případe maximálna B-pologrupa, obsahujúca S'. 

Veta 8. Kazda maximálna B-pologrupa multiplikativně] pologrupy komplexnýeh 
2TX! ( 

čísel má tvar Sr = (OJ u Cp, kde Cp je množina všctkých čísel tvaru e l;ř/, kdep je 
pevné prvočíslo, r, d prehiehajú množinou vsetkýeh celých nezáporných čísel. 

D o k a ž . Označme jednu z týchto maximálnych B-pologrúp znakom S. Z vety 2 
vyplývá, že prc každé a e S je buď a = 0, alebo \ a\ = 1, pričom v druhom případe 
a je riešením nejakej binomickej rovnice x" = 1, kde n je mocninou prvočísla. 
Z vety 3 vyplývá, že toto prvočíslo musí byť spoločné pre všetky prvky S, rózne 
oó nuly. Označme toto prvočíslo /;. Potom S c: {0} u Cp, kde Cp má ten istý význam 
ako v znění vety 8 alebo v poznámke 9. Eahko sa přesvědčíme, že už Sp = (0} u Cp 

je maximálnou B-pologrupou. Nech x, y e Sp. Ak .vy = 0, podmienka (A) z vety 1 
zrejme platí. Ak xy #= 0, potom | x | = | y \ = 1 a existujú celé nezáporné čísla 
r, c\ d, ď tak, že 

.v = exp j 2ni ( ), y = exp( lni 

Označme 
pir ' \ ř 

a = exp 
2яi 
d + ď 

Zrejme a e Sp, ďp< = x, ď'p' = y, takže platí podmienka (D) a podlá lemmy 3 
aj podmienka (A), takže podía vety 1 Sp je B-pologrupa, a teda maximálna B-polo
grupa. 

P o z n á m k a 11. Keďže Sp sú maximálně B-pologrupy, každá B-pologrupa, ktorá 
je čiastočnou pologrupou multiplikatívnej pologrupy komplexnýeh čísel, je podía 
lemmy 5 a vety 8 čiastočnou pologrupou niektorej z pologrúp S2, S3, S5, S7, 
Sx i , ..., Sp, ... a opačné, všetky takéto pologrupy sú podlá důsledku 1 B-pologrupami. 
Čiastočne pologrupy pologrúp Sp možno určiť už bez ťažkostí. 

Veta 9. Muítiplikatívna pologrupa Zn úplného systému zvyškových tried 0, 1, 2, ..., 
n — 1 modulo n je B-pologrupou vtedy a len vtedy, keď n ^ 4 alebo keď n je prvočíslo 
tvaru 21* -f V kde s je prirodzené číslo. 
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D o kaz. Keďže případy n = 4 móžeme bezprostředné preveriť, predpokladajme, 
že n > 4. Nech Zn je B-pologrupou. Nech n = PVP22 ••• Pí' J e kanonický rozklad 
čísla n. Keby bolo t > 1, pre triedy u, v, reprezentované číslami u -= p\\ 
v = PiP1^ •••Plr by platilo wv = 0. Zrejme však pre žiadne prirodzené k neplatí 
uk = 0 ani vk = 0, čo je spor, lebo nie je splněná podmienka (A) z vety 1. Preto 
t = 1. Keby bolo c{ > 1, p{ = 2, triedy 2,3 by nesplňovali (A). Keby cx > 1, 
O! > 2, triedy 2, /?, by nesplňovali (A). Preto c{ = 1, takže n je prvočíslo. Vtedy 
však triedy í 2, . . .„/?— 1 tvoria grupu a keďže Zn je B-pologrupa, B-grupu. Podfa 
vety 6 musí byť rád tejto grupy (t. j . číslo n — l) rovný mocnině nějakého prvočísla, 
ktoré označme //. Keďže n je prvočíslo, váčšie ako 4, musí byť n nepárne. Preto // 
musí byť párne prvočíslo, 1. j . /;' = 2. Teda n je tvaru 2'" -h 1, kde m je celé číslo 
(vačsie ako 1, keďže n > 4). Ako je známe (pozři [2], sir. 144), číslo uvedeného 
tvaru móže byť prvočíslem len vtedy, ak m == 2\ kde s je vhodné zvolené prirodzené 
číslo. Tým je prvá časť vety dokázaná . 

Obrátene, nech n je prvočíslo tvaru 2 2 + 1. Triedy 1, 2, ..., // — 1 tvoria grupu. 
Ako je známe (pozři napr. [2J, str. 90), prvky tejto grupy možno vytvořit" pomocou 
istého jej prvku (tzv. primitivného kořena). Je to teda cyklická grupa a keďže jej 
rád je mocninou dvojky, je to (podlá vety 6) B-grupa. Keďže pre xy = 0 je pod
mienka (A) vždy splněná (n je prvočíslo!), z předešlého vyplývá, že pre lubovoíné 
xeZ„, y e Zn platí (A), takže podfa vety I je Z„ B-pologrupa. 

P o z n á m k a 12. Prvočísla tvaru 22"s + I sa nazývajú Fcrmatove prvočísla. Uve
dený výraz, ako je známe (napr. [2], str. 144), dává prvočísla pre s = 1,2,3,4. 
Ci existujú iné prvočísla uvedeného tvaru, nie je známe; je však dokázané, že pre 
niektoré s (napr. s — 5) je 22" f 1 zložené číslo. Podfa toho pologrupy Z„ sú B-polo-
grupami pre n= 1 ,2 ,3 .4 .5 , 17,257 a 65 537. Otázka existencie B-pologrúp Z,, 
při iných moduloch je teda ekvivalentná otázke existencie dalších Fermatových 
prvočísel (pre s > 4). 
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По$1о 19. 4. 1960. КаЫпе! пш1епш(1ку 

51оуепхке] акайёпйе \ч'ес/ 

V ВгаПх1а\е 

В - П О Л У Г Р У П П Ы 

Юрай Б о с а к 

Р е з кз м е 

В-полугруппой называется такая полугруппа, в которой теоретико-множественное объеди

нение произвольных двух ее частичных полугрупп является полугруппой. В-группой назы

ваемся I руппа, которая одновременно является В-полугруппой. Под длиной предпериода 

(соогв. длиной периода) элемента .V данной полугруппы мы понимаем мощность множества 

всех таких различных элементов последовательности [А'7}/' ,, которые в этой последователь

ности содержатся точно один раз (соотв. более чем один раз). Под К-классом периодической 

полутруппы Л (принадлежищим к идемпотенту е Е $) понимается множество всех элементов 

л* 6 Л", некоторой слепенью которых является е. Работа состоит из четырех разделов. 

В первом разделе вводится соответствие М —> /V/, при котором каждому подмножеству М 

полугруппы 5* сопоставляется пересечение Мвсех полугрупп, которые содержат множество М 

в качестве подмножества. При этом выполняются правила (1)—(8). В работе рассматри

ваются полугруппы, для которых выполнено также, правило (9) и поэтому данная операция 

является операцией замыкания. Именно такие полугруппы и являются В-полугруппами. 

Во втором разделе доказаны теоремы: 

Необходимым и достаточным условием для того, чтобы полугруппа являлась В-полугруп

пой, является выполнение для произвольных л, г условия (А): лт является либо степенью л 

шбо степенью у (теорема 1). 

Необходимые условия для того, чтобы полугруппа Л" была В-полугруппой, таковы: 

1. .V является периодической полугруппой; 

2. для произвольного х Е 5 имеет место (В): длина предпериода элемента А меньше чем 5; 

3. для произвольного элемента А" е :з выполнено (С): длина периода ( = порядок) элемента 

V является (целог* неотрицательной) степенью простого числа (теорема 2); 

4. это простое число одинаково для всех элементов из одного и того же К-класса (тео

рема 3); 

5. все К-классы являются полугруппами (теорема 4). 

В третьем разделе найдены все циклические В-полугруппы: это такие циклические полу-

I руппы, образующий элемент которых удовлетворяет условиям (В), (С) (теорема 5). Здесь 

найдены и все В-группы: это циклические группы, порядок которых является целой неотри

цательной степенью простого числа, и все квазициклические группы (теорема 6). 

В четвертом разделе построена В-полугруппа, которая содержит элементы с произвольной 

длиной предпериода и периода, ограниченные условиями (В), (С) (теорема 7). Далее найдены 

все максимальные мултипликативные В-полугруппы комплексных чисел: они состоят из 

нуля и всех комплексных корней из единицы степени р", где р -— фиксированное простое 

число; // пробегает множество всех натуральных чисел (теорема 8). 

Далее исследуется, для каких натуральных чисел // мултипликативная полугруппа классов 

вычетов по модулю // образует В-полугруппу: это всякое / ! ^ 4 и всякое п равное простому 

числу Ферма (теорема 9). 



B - S E M I G R O U PS 

Juraj Bosak 

S u m m a r y 

A semigroup, in which set-theoretical union of any two subsemigroups is semigroup, is called 
B-semigroup. A group, which is also B-semigroup, is called B-group. By the length of preperiod 
(respectively by length of period) of element .v of given semigroup we mean the cardinal number 
of the set of all such (different) elements of the sequence (v" | J ., which occur in this sequence 
just one time (respectively more than one time). By K-class of torsion semigroup S (belonging to 
idempotent e e S) we mean a set of all elements .v e S, some power of which is equal e. This paper 
is divided into four parts. 

In the first part there is defined correspondence M - M, in which to any subset M of semigroup S 
correspond the set-theoretical intersection M of all semigroups which contains the set M as a subset. 
Moreover the rules (1)—(8) hold. In this paper we are occupied with semigroups for which also the 
rule (9) holds so that the mentioned operation is the operation of closure. Such a semigroups 
are just B-semigroups. 

In the second part there are proved theorems: Necessary and sufficient for a semigroup S to be 
B-semigroup is that for any .v G S, y E S holds the condition (A): .vy is either power of x or power 
of y (theorem 1). Necessary conditions for a semigroup S to be B-semigroup are: 1. S is torsion 
semigroup; 2. for any element .v e S holds (B): the length of preperiod of element A is smaller than 5; 
3. for any element x e S holds (C): the length of period ( order) of element .v is a prime power 
(by non-negative integer) (theorem 2); 4. this prime is common for all elements of the same K-class 
(theorem 3); 5. all K-classes are semigroups (theorem 4). 

In the third part there are found all cyclic B-semigroups: these are such cyclic semigroups, a gene
rator of which satisfies conditions (B), (C) (theorem 5). There are found also all B-groups: these 
are cyclic groups, order of which is prime power (by non-negative integer) and all quasicyclic groups 
(theorem 6). 

In the fourth part there is constructed B-semigroup, which has elements with any length of preperiod 
and period, determinate by (B), (C) (theorem 7). Further there are found all maximal multiplicative 
B-semigroups of complex numbers: they consist of a zero and of all IAth complex roots of unity, 
where p is fixed prime, // is running over the set of all natural integers (theorem 8). Further it is 
researched, for which natural numbers//the multiplicative semigroup of complet system of residue 
classes modulo // is B-semigroup: it is each « s 4 and each // which is Fermat prime (theorem 9). 
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