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.ÍArEMATICKO-KYZIKÁLNY ČASOPIS í>AV, 11. 4, 1964 

ЗАМЕТКА О РАДИКАЛАХ 
В ФАКТОР] ЮЛУ ГРУ ПII АХ 

Р О Б Е Р Т Ш У . Л К А . Братислава 

Настоящая скпья является продолжением исследования работы [2], где 

введены понятия множества нильпотентных элементов относительно идеала 

полугруппы 5 и радикалов Клиффорда и Шварца относительно идеала полу

группы 5\ Обозначим множество нильшлентных элементов полугруппы 5 

относшелыю идеала У полугруппы 5 через N (5\ У), радикал Клиффорда 

полугруппы 5 относительно идеала У полугруппы 5 через К* (8, У) и радикал 

Шварца полугруппы 5Г относительно идеала У полугруппы .? через Я (5, У). 

Пуст ь 5* — полугруппа, а У — идеал в 5*. Обозначим через 5факторполугруппу 

на полугруппе 5, а через 7 факторполугруппу на полугруппе У, причем будем 

предполагать, что 7 ^ 5 . Пусть ср — натуральный гомоморфизм полугруппы 5 

па факторполугруппу 5, N($,1) — множество нильпотентных элементов 

факториолугруппы § относительно ее идеала 7, ./?*(/$, 7) — радикал Клиффорда 

факюрполугруппы 5 относительно ее идеала. .1, а #($,7) — радикал Шварца 

факюрполугруппы 5 относительно ее идеала У. 

,Ь-мма 1. [) х = N(5, У). 
л е \ ( 1 ; . . / ) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если .ТЕ ^ л, тогда существует такой класс л, 
леЛ!(5,Л 

что л е л и л* нильпотснтный класс относительно 7 ((х)п е 7). Но тогда (хп е У) х 
нилыютетпный элемент относительно У и х е А7(5, У). 

Если \ Е N(5, У) (хп Е У), то класс х, который содержит х9 является нильпо-
тентным элементом относительно У ((.\)"е7) и .\"б.х _=; и х. 

Для радикалов Клиффорда и Шварца получаем леммы 2 и 3. 

Лемма 2. и .х = #*№ У). 
ле К*(5.'7) 

Дока за тел ьство. Если л: Е Л*(5, У), т о л* лежит в каком-нибудь нильидеале / 
полугруппы /5 относительно У. Тогда <р(1) является нильидеалом в 5 относи
тельно У и класс .у = ср(х) принадлежит к ср(1). Поэтому .V е.\-с ^ х. 

7еК*Г5,7/) 
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Если .т е ^ л', то существует такой класс .х, что Л'бхих является ЭЛеМеН-

том нильидеала I в 5 относительно .1. Но тогда ср~ 1(1) = Iявляется нильидеалом 

в 5 относительно У и .т е I, поэтому .т е Л * ^ , У). 

Лемма 3. и х = Я(59 У). 
хеК(8^) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если х е К(89 У), то существует в Атакой нильпотентный 
идеал I относительно У, что .V е /. Тогда ср(1) = I есть нильпотентным идеалом 
в 5 относительно У, а поскольку ср(х) = х е 1, то .V е х _= и л. 

л е / _ ( Х . ./) 

ЕСЛИ .V е ^ .\, то существует такой класс .у, что л* е л" и N является элемен-
.7еЯ($,Л 

том нильпотентного идеала / в 5 относительно I. Но тогда ср"\1) = I является 

нильпотентным идеалом в $ относительно У и х е I, поэтому г е /?(5, У). 

Пусть 5 — полугруппа, У, (/ = 1, 2) — идеал полугруппы 5 и ^ •1 (1 = 1.2) — 

факторполугруппа на ^• (/ = V 2). Пугль 5,- (/ = 1,2) — факторгюлугруппа на 5. 

которая содержит факторполугруппу 7,- (/* = 1,2). Тогда существует фактор-

полугруппа на ^^ п ^2< классы которой являются непустыми пересечениями 

всегда одного класса из 3^ и одного класса из 7 2 (смотри [1]). Эту факторполу

группу на ^^ п У2 обозначаем через 7{ п 7 2 и называем (согласно [1]) перере ч>м 

(чешек, ргйзек, нем. ОигсЬс1гт§ип§) факторполугрупп ^\ и 7 2 . Точно так же 

существует факторполугруппа на 5, которая является перерезом факторполу

групп _5Х и § 2 . Мы будем обозначать ее &\ п 5 2 . 

Тогда из выше доказанных лемм 1, 2, 3 и из лемм К 4, 5 из работы [2]. выте

кают следующие теоремы: 

Теорема I. N(5,, 1,) п Щ52/]?) = N(5, п 5 2 , 7Х п 12). 

Теорема 2. /**($!, Ух) п Д*(5 2 , 72) = 7?*(51 п 82/.1х п 7 2 ) . 

Теорема 3. Я(8{, 7,) п К(52, 72) = Д(5, п 5 2 , 11 п 72). 

Доказательства всех трех теорем одинаковы. Приведем доказательс.во 
теоремы 3. 

Д о к а з а т е л ь с т в о (теоремы 3). Согласно леммы 3 {] х= 8(5^^, 
хеК(Х]^1) 

и г = ^ ( ^ , ^2) и и и = Я(8, ^^ п У2). Но с другой стороны, 
у\ И(Х?. ./_) йе К(5, П 52, ^1 п7_) 

и г = #(5, ^^) п Я(8, У2) = Я(#, ^x п ^2) согласно леммы 5 из 
Г в К ( 5 1 , У 1 ) П Я ( 5 2 , ^ 2 ) _ _ _ _ _ _ _ 

работы [2]. Следовательно, /?($! п 5 2 , У1 п 7 2 ) и /?(5,, У,) п Я(82^2) явля
ются факторполугруппами на одном и том же множестве 1?(^, У, п ^2) и имеют 
одни и те же классы, то есть /?(&! п 5 2 , 7 г п 72) = /?(51,71) п # ( 5 2 , 72), 
что и нужно было доказать. 
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Примечание. Теоремы 1, 2 и 3 нельзя распространить на бесконечное число 
идеалов, о чем свидетельствует следующий пример. 

П р и м е р . Замкнутый интервал 5' = <0, |> с обыкновенным умножением 
как операцией является полугруппой. Замкнутые интервалы ^п = <0, 1/л>, 
п = 2, 3, ... являются идеалами в ^. 

Пусть § — та факторполугруппа на полугруппе ^, классами которой являются 
все одноэлементные множества (л), где х е *$. Положим _»„ = .$ для п = 2, 3, ... 
Дальше пусть для п = 2, 3, ... 7/? есть та факторполугруппа на полугруппе ^п, 
классами которой являются все одноэлементные множества {л}, где х е ^п. 

Тогда N(5,,, 7„) = 5и = 5 для п = 2, 3, ... и перерезом ( ]) всех факторполу-

групп N(5,,, ./„) есть также 5. Если обозначим через \\ 5п перерез всех фактор
ов • _ л = 2 _ 

полугрупп 5И (// = 2,3,...) и через ^]^п перерез всех факторполугрупп ^п 
п = 2 

(и = 2, 3. . . . ) , т получим П 5„ = 5 и П 'I, = ({0}]. Но тогда ^ ( П 5„, П Л ) = 
п=2 __П = 2 / 7 = 2 / 7 = 2 

= |{0}}, а это отлично от 5' = /У(5,,, ^п). Значит, теорема 1 не имеет места для 
бесконечного числа идеалов. 

Поскольку ^ является коммутативной полугруппой, вследствие чего комму-
тат ивны и все ее факторполугрушты, и поскольку в коммутативной полугруппе 5* 
справедливо N(5, 7) = Я*(5, 7) = 7?(5, 7) (смотри [2], теорему 7), то выше
приведенный пример показывает, что ни теорему 2, ни теорему 3 не можно 
распространить на бесконечное число идеалов. 
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(') Пол перерезом П 5 И факторполугрупп 5„ на (или в) полугруппе :з нужно понимать 
п=2 ' _ _ _ _ 

фактс)рполугруппу, классами которой есть все непустые пересечения классов .\'„е5„, взятых 

по одному из каждой факторполугруппы 5п. 
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A N O T E ON R A D I C A L S IN F A C T O R S E M I G R O U P S 

Robert Sulk a 

S u m m a r y 

Let S be a semigroup and J a two-sided ideal in S. Let S be a factor semigroup on S. J a factor 

semigroup on J and J cz S. The set of all nilpotcnt elements of the factor semigroup S with respect 

to the ideal J will be denoted by ,<V(S, J); the Clifford radical of the factor semigroup S with respect 

to the ideal J will be denoted by R*(S, J); the Schwarz radical of the factor semigroup S with respect 

to the ideal J will be denoted by R(S, J) (see [2]). 

If S! and S2 are two factor semigroups on (ov in) S, we can form a new factor semigroup S. n S , 

on (or in) S, every class of which is a non-empty intersection of a class of S. and a class of S: 

(see [1]). 

Let Sj and S2 be factor semigroups on S. J, be an ideal in S] and J2 an ideal in S2. Then we have 

1) N(S,, Ji) n N(S2, J2) N(St n S2, J, n J2); 

2) R*(S,, ~j\) n R*(S2, J2) R*(S] n S2. Ji n J2); 

3) R(Sl, J,)n R(S2, J2) R(S] n S2. J, n J2). 

300 


		webmaster@dml.cz
	2012-07-31T14:58:45+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




