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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS Sav, 1, 4 1964

ZUR DARSTELLUNG DES GRAVITATIONSFELDES
ZWEIDIMENSIONALER HOMOGENER KORPER
DURCH KURVENINTEGRALE

TIBOR KOLBENHEYER, Kosice

Dic Berechnung des Gravitationsfeldes zweidimensionaler homogener Korper
beruht meistens entweder auf einer exakten, oder einer angenidherten numeri schen
eventuell auch graphischen Auswertung des Ausdrucks

F:Z;«IJ‘R:’/, (1)
R~

s
wo Fden Vektor der Feldstirke in einem beliecbigen Punkt P(z, v) der zur Streichrich-
tung des Korpers senkrechten Ebene (z. x). » die Gravitationskonstante, ¢ die Dichte
des Korpers und fseinen in der Ebenc (2. .x) licgenden Querschnitt bedeutet (Abb. 1).
>

R ist der Radiusvektor des Punktes Q((, &) des Integrationsgebicts in Bezug auf P
und R der gegenseitige Abstand dicser Punkte.

Hubbert [I] hat eine Methode angegeben, die zu ciner Darstellung von £ in der
Gestalt cines Kurvenintegrals tiber die Berandung des Gebiets f fihrt. Zu sciner
Formel, dic von Talwani und seinen Mitarbeitern [2] fiir uncndliche homogene
Prismen erfolgreich weiterentwickelt wurde, werden wir weiter unten zuriickkchren.
Der aul’ diesem Weg abgeleitete, den Anforderungen der praktischen Rechnungen gut
angepalite Formelapparat wurde besonders bei der Interpretation der in der Mcen-
docino-Zone durchgefithrten Schweremessungen mit Erfolg benutzt. Andere Formeln,
dic schon frither bekannt waren und die am einfachsten ebenfalls durch Verwandlung
des Flichenintegrals in (1) in Kurvenintegrale abgeleitet werden kénnen, bildeten
dic Grundlagen der Konstruktion von mechanischen Integratoren zur Bestimmung
von anomalen Schwerefeldern. Der Gedanke, die Schwerewirkungen zweidimensio-
naler homogerer Korper durch Kurvenintegrale darzustellen, ist also nicht neu.
Es fehlt jedoch eine einheitliche und strenge Theorie, die alle bisher entwickelten
Verfahren zusammenfassen, prinzipicll auf cine gemeinsame Grundlage zuriick-
fithren und dabei nicht nur die Feldstiarke, sondern auch die zweiten und hoheren
Ableitungen des Potentials erfassen wiirde. Naturgemil wird man von einer solchen
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Theorie auch verlangen, dal sie die Berechnung der Feldstdarke und der hoheren
Potentialableitungen fiir eine groBere Anzahl verschiedenartiger Korper ermdoglicht.

Das entsprechende dreidimensionale Problem wurde vom Verfasser in [3] eingehend
behandelt. Dort wurde gezeigt, dal3 das Feld eines homogenen dreidimensionalen
Korpers durch ein iiber die Oberfliche S des Korpers erstrecktes Integral in der
Gestalt

F=xodlds )
= X0 R Z

ausgedriickt werden kann. Dabei bedeutet # den Einheitsvektor der diu3eren Normale
der Fliche S. Obgleich sich die Entwicklung der zweidimensionalen Theorie in
vieler Hinsicht der dreidimensionalen dhnlich gestaltet. hat siec doch auch viele
besondere Ziige und ihre vom dreidimensionalen Problem getrennte Behandlung
erscheint nicht nur als zweckmiBig, sondern auch als unvermeidlich.

Es sei zunidchst P ein dulerer Punkt (Abb. I). Fiir die Komponenten Z und X
der Feldstdarke hat man nach (1)

7 = Ixo ¢ _2 - df, X =2x¢ Lt v df (3)
I R R*
s i
und beachtet man, dal}
{— = 0 & —x ¢
e = A l R‘-. e = R
Q2 i (in R) P FE (in R)
ist. so ergibt sich aus (3) nach dem Gaufischen Satz
7 = 2vo f In Rcos (nz)ds, X = 2uo (f) In R cos (ny) ds. (4)

wo s dic Berandung des Kdrperquerschnitts f und n die dullere Normale dieser
Kurve bedeutet. Wird die Randkurve, wic in Abb. I durch Pfeile angedeutet, bet
der Integration im positiven Sinne umlaufen, so ist

d. = —cos(nx)ds, & = cos (nz)ds

und aus (4) erhilt man

7 = 2vo f InRdé, X = —2x0 ﬁ In R d(. S

Fiihrt man anstatt der Komponenten Z und X die komplexe Grofle
W=27+iX (6)
ein, die man wohl auch als komplexe Feldstirke bezeichnen kann und vertauscht
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man zugleich die Koordinatenebene (z, x) mit der komplexen Zahlenebene w =
= ( + i£, so lassen sich die beiden Formeln (5) in einer einzigen Bezichung

W = —2uai 9§ In Rdw ©)

zusammentasser.
Es sei nun fein einfach zusammenhidngendes Gebiet und P, wie bisher, ein dullerer
Punkt, dessen Lage durch die komplexe Zahl w, = z + ix bestimmt ist. Dann ist

In (w — wy) cine im Gebiet f analytische Funktion und folglich f In (w — wg) dw = 0.

Es ist jedoch, wenn man nach Abb. 1 den Winkel ¢ einfiihrf,

wo— wy = iRe™ .
Man erhilt somit
0 L
fﬁln R dw = if(pdw
: : o
und mit Riicksicht auf (7) gilt dann fir
dic komplexe Feldstirke die Beziehung
W = 2%69; @ dw. (8)
Fiir dic Z-Komponente ergibt sich auf diese
Weise die Formel
2

7 = zmSS 0 de, 9)

K

Abb. 1.

deren Giiltigkeit man auch sonst leicht beweisen kann, wenn man den Korper parallel
zur x-Achse in sehr diinne Streifen der Dicke d% zerlegt und beachtet, dal3 die zu
jedem solchen Streifen gehorige Z-Komponente gleich 2xa(p, — ¢,) d{ ist. Dabei
bedeutet ¢, — ¢, den Winkel, unter dem der Streifen von P aus gesehen erscheint.

Beachtet man weiter, dal unter den oben besprochenen Bedingungen ¢({ — :)
cine auf s cindeutige, stetig differenzierbare Funktion der Lage des Punktes Q ist, so
hat man j)‘(p di = 56(@ — z)de und aus (9) ergibt sich dann sofort eine andere

Danlullung der Vutlkalkomponente Z durch ein iiber die geschlossene Randkurve
crstrecktes Integral,

Z = —2n0 9‘_5 ¢ — z) do.

In der letzteren Formel erkennt man ohne weiteres die von Caputo in einer anderen
Form benutzte, in [4] (S. 161) nidher betrachtete Beziehung und auch die bereits
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frither erwdhnte Hubbertsche Formel. Fiir die Komponente Y gelangt man auf dem-
sclben Wege zu den Beziehungen

X = Qv q> ¢ di = —2%o jz (& — vidg.
S Y

Dic beiden Gleichungen (4) konnen vektoriell in der Form

—

F= 0 nln R ds (10)

—

geschrieben werden, wo 1 wieder den Normalencinheitsvektor bedeutet. Ist nun der
Korper, dessen Schwerewirkung wir berechnen wollen, cin unendliches Prisma von
beliebigem Querschnitt, so ist s cin Vieleck. Bezeichnet man die einzelnen Sciten des
—> -
fetzteren mit s, (v = 1,2, ... N), so ist n = n, fiir jede Seite cin konstanter Vektor.
Beachtet man noch. dald
U™ = —2xo [In Rds (1)
Sv
das auf den Aufpunkt P bezogene logarithmische Potential der mit der konstanten
lincaren Dichte 2¢ belegten Vielecksseite s, bedeutet, so crgibt sich aus (10) fir
unendlich lange Prismen dic bemerkenswerte Bezichung

F==>nU". (12)

Sie stellt das zweidimensionale Analogon des seinerzeit noch von Mechler fiir homo-
genc Polyeder abgeleiteten bekannten Theorems dar. Das durch (11) ausgedriickte
logarithmische Potential einer geraden Strecke kann auf elem.ntarem Wege berechnet
werden und man kann sodann mittels (12) das Feld des Prismas i tibersichtlicher
Form ausdriicken. Fiir Prismen gelangt man auf diese Weise verhiiltnismiiflig cinfach
zu Formeln, die z. B. in [4] (5.200 f') auf andere Art abgeleitet werden. den obener-
wihnten Talwanischen gleichwertig sind und den Vorteil einer cinheitlichen Darstel-
lung der beiden Komponenten Z und X bieten.

>
S

—
. . . (K .
Man kann in (10) den Normaleneinheitsvektor n = -— - sctzen. da ja. wenn man
n :
dic Einbcitsvektoren in den Richtungen der Koordinatenachsen mit o und o,
bezeichnet,
- - e - —
= o fedy ooy e dd — x| = eocos (nz) 4+ e cos (ny)

-

ist. Da R cine lincare Vektorfunkiion der Koordinaten (J, <) ist, erfiillt es die Glei-

chung AR = 0. Da weciter In R cine im Gebiet f harmonische Funkuon der Lage des
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Punktes Q ist. so ergibt sich aus dem Greenschen Satz

~»

4) |:;1 InR — R ‘(;; (In R):l ds = 0.
¢

o
\

Aus (10) folgt dann, wenn man noch

3 i ]
- (in R) = " cos (nR) = - :

/ 2

On R2
setzt. die Darstellung der Feldstirke durch ¢in weiteres Kurvenintegral

.

F o= 22(74) IR ds, (13)

R’
wo i = R cos (nK) den Abstand des Aufpunktes P von der Tangente ¢ bedeutet, die
dic Kurve s im Punkte O beriihrt (Abb. 2). Die GroBe £ ist dabei positiv oder negativ
j¢ nachdem. ob sich bei der in Abb. 2 angedeuteten, mit dem Umlauf der Kurve s
eleichsinnigen Orienticrung der Tangente ¢, der Aufpunkt links oder rechts von der
fetzteren befindet. Ist s wieder ein Vieleck. so ist i = /i, fiir die einzelnen Seiten s,
konstant. Der Ausdiuck

-
.

-
F™ = 2x6 L ds
Sv

stelit jedoch die Anzichung durch den mit der Flichendichte ¢ homogen belegten
chenen Streifen (Prismenfliche) dar, der die

Lbene (2. v) ldings s, senkrecht schneidet.
Fir unendliche Prismen gilt also auBer
der Mcehlerschen Bezichung (12) auch cine

weitere,

P S . (14)

Man kann dic Bezichung (7) so umfor-
men. dald im Integranden anstatt der Funk-

l

|

!
tion In R cinfache rationale Funktionen ’ g S
der Koordinate J und & auftreten. Um die §
betreffenden Integraldarstellungen in mo- Abb. 2.
alichst cinfacher Form zu erhalten, wihlen
wir das Bezugssystem so, dall z = 0 ist, dic Achse x also durch den Aufpunkt P
voeht und folglich w,, = ix ist. Wir schreiben (7) in der Gestalt
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W = ——2%01’56 {d[(w — wo) In R] — (w — wy) d(In R)}

und beachten zunichst,dal} das Integral des vollstidndigen Differentials d [(w — w,) In R]
iiber die geschlossene Kurve verschwindet (wir setzen ja voraus, dafl P ein dullerer
Punkt ist und folglich nicht auf s liegt). Weiter ist

. . 1 [JR J0R
L fer Ry
d(In R) R<(7§ d¢ + o 5)
und wenn man hier fur die Ableitungen des Abstands R nach den Koordinaten

OR ¢ JR E—x

o R’ & R

-einsetzt, ergibt sich schlieflich

Cdl + (€ — x)de ]
W = 2xgi <£(w — ) sz+(§ - »‘)é s (15)
J C+(€-x)

s

Fiir die Komponenten der Feldstirke gelten somit die Beziehungen

S o SE’ Ue = x) AL+ (6 - e

-2 2 °
; cr-v (16)
Ot (&= x)

5

die auf den ersten Blick zwar komplizierter als die Ausgangsformeln (5) erscheinen.
die fiir die Berechnung des Feldes jedoch wegen der Rationalitit der Integranden
in den meisten Fillen besser geeignet sind und aus denen dariiber hinaus cinige
interessante Folgerungen gezogen werden konnen.

Die Randkurve s bestche aus einer endlichen Anzahl von Kurvenstiicken s,.
Sy, ... Sy. Die Integrale (15) und (16) konnen dann als Summen der betreffenden
Integrale tiber die einzelnen Kurvenstiicke s, ausgedriickt werden. Im Falle cines
unendlichen Prismas sind dann alle s, gerade Strecken, deren Gleichungen simtlich
in der Parameterform

(=ag+ b, &=ct+d, (17)

geschrieben werden konnen. Fiithrt man in den Integralen
v/ . N W2 4w e .
- — X S x)ds
I, = J:g_(q . ?ﬁigfgé_v_l)dc . I = J 5,,9;‘,4;5(;5 ,,,,\7), = (18)
Ct+(€—x)° CH (=)

Sy Sy

die Substitution (17) mit d{ = a, dt, d& = ¢, df ein, so erhillt man zwei Integrale,

306



deren Integranden cinfache rationale Funktionen der Verdnderlichen ¢ sind, die also
in abgeschlossener Form durch elementare Funktionen ausgedriickt werden kdnnen.
Man kann auf diese Weise ebenfalls zu den obenerwihnten Formeln fiir die Schwere-
wirkungen unendlicher homogener Prismen gelangen.

Dic Komponenten der Feldstirke kdnnen jedoch prinzipiell auch in vielen anderen,
allgemeineren Féllen durch elementare Funktionen in endlicher Form ausgedriickt
werden. Wir wollen hier einige solche Fille niher besprechen.

Dic Gleichungen der Kurvenstiicke s, seien der Form

S=PAD, =040, (r=1,2,...N). (19)

[‘()\')§ I é: I(I\'l

"

wo P, und Q, beliebige, im betrachteten Intervall stetig differenzierbare rationale
Funktionen der Verdnderlichen ¢ sind. Offensichtlich sind dann die Integranden in
(18) cbenfalls rationale Funktionen dieser Integrationsverinderlichen. Sind z. B. die P,
Polynome von beliebigem Grade und alle Q (1) = t, so sind alle Kurvenstiicke s,
Parabeln desselben Grades wie die P, und dic Intensitiit des Gravitationsfeldes kann
prinzipicll auch fiir eiaen solchen Korper in geschlossener Form mittels elementarer
Funktionen dargestellt werden, wenn sich eine solche Darstellung in einzelnen Fiillen
auch ziemlich verwickelt gestalten mag.
Dasselbe gilt auch, wenn die Gleichungen der s, in der Form

¢ = pfsint cost), < = gfsint, cos ) (20)
oder

{=Plexpn). &= 04expi) (20

geschricben werden konnen, wo p,, ¢, P, und Q, wieder beliebige, in ihrem Deti-
nitionsbereich stetig differenzierbare Funktionen der Argumente sin ¢, cos t. bzw.
exp 1 sind. Hierher gehort z. B. der Fall, wenn die Kurve s aus lauter Ellipsen- und
Hyperbelbogen besteht. Die Gleichung eines Ellipsenbogens kann ja immer auf die
I'orm

{=a,cost + b,sint +¢,. E=a,cost+ b,sint + ¢,

gebracht werden, wiithrend dic Gleichung eines Hypezrbzlbogens auf dhnliche Weise
mit Hilfe hyperbolischer Funktionen geschrieben werden kann. In den soeben betrach-
teten Fillen sind die Integranden in (18) rationale Funktionen entweder von sin ¢
und cos 7, oder von exp r.

Man gelangt zu einem weiteren in geschlossener Form integrierbaren Fall, wenn
die Gleichungen der s, der Gestalt

C= ol VPAD)L &= a(iey PO, ((22)

sind, wo di¢ p, und ¢, wieder rationale Funktionen ihrer beiden Argumente und die
P (1) Polynome von hochstens viertem Grade sind. In solchen Fillen sind die Integrale
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I, und I elliptisch und kénnen auf bekannte Art auf die elliptischen Normalintegrale
zuriickgefiihrt werden.

Vom Gesichtspunkt der Integrierbarkeit in geschlossener Form ist es natiirlich
nicht notig, daB alle s, zu einer und derselben der oben betrachteten Kategoricn
gehoren. Es geniigt vielmehr, wenn die Gleichung jedes Kurvenstiicks cinzeln in
irgendeiner der Formen (19), (20), (21) oder (22) geschrieben werden kann. Natiirlich
wollen wir keineswegs bechaupten, eine Integration in geschlossener Form mittels
bekannter Funktionen sei auch in anderen Féllen nicht moglich.

Wir zeigen nun, auf welche Art auch die hoheren Ableitungen des Potentials nach
den rechtwinkligen kartesischen Koordinaten (z, x) des Aufpunktes durch iiber die
Randkurve s erstreckte Kurvenintegrale dargestellt werden konnen. Wir setzen, wie
vorhin, vorldufig voraus, da der Aufpunkt auBerhalb des anziechenden Korpers
liegt. Das Potential des Korpers bezeichnen wir mit U und es sei

pPq A
0zP 0x14 ozl ¢

(WJ“'U anﬂl
(J’ = - — == —2}{0'-[‘———‘ N q (ln R)dj, (p. q = 0. ],, 2 ) (23)
X
f

Bei dieser Bezeichnung ist Uy, = U, U, = Z, Uy, = X. Fiir die zweiten und dritten
Ableitungen, die in der Gravimetrie iiblicherweise mit U... U,.. U.. und U_,
bezeichnet werden, lauten die entsprechenden Symbole der Reihe nach U,,. U,,,
U,, und U,,.

Wir differenzieren (7) p-1 mal nach z und g-mal nach x und beachten, da} wir
rechts unter dem Integralzeichen differenzieren diirfen, da ja P nicht auf dem Inte-
grationsweg liegt und somit In R eine nach z und x beliebig vielmal stetig differenzier-

bare Funktion ist. Mit Riicksicht auf (6) erhalten wir auf diese Weise

Aptq—1

Upyy+iU, 1 141 = ~2zoi3€ ~~ —— (In R)dw, (24)

f.n'l'*_.q
p=12,...; ¢g=0,1,2,..)

und diese Formel driickt die gesuchte Integraldarstellung offensichtlich fiir alle
Ableitungen des Potentials aus. Da R nur von den Koordinatendifferenzen (J — :.
¢ — x) abhingt, kann diese Formel auch in der Form

Aptqg—1

Uy + iU, 441 = 220i(— l)"+"§ O S (In R)dw (25)

orr
hY

geschrieben werden.

AuBer (24) gibt es noch eine Reihe anderer Moglichkeiten die Ableitungen des
Potentials durch Kurvenintegrale darzustellen. Man kann z. B. unter den oben
gemachten Voraussetzungen (15) beliebig vielmal nach - und x differenzieren, wobei
man rechts wieder unter dem Integral differenzieren darf. Man konnte auf diese
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Weise fiir die zweiten und hoheren Potentialableitungen Integralformeln herleiten,
in denen die Integranden rationale Funktionen der Koordinaten ({, &) wiren. Es
sei hier jedoch darauf hingewiesen, daB die in den an der rechten Seite der Gleichungen
(24) und (25) stehenden Integralen auftretenden Ableitungen von In Rfiir p + g > |
schon selbst rationale Funktionen der erwihnten Koordinaten sind. Grundsitzlich
konnen also die Integrale in (24) und (25) in den durch (17), (19), (20), (21) und (22)
charakterisierten Fillen mittels bekannter Funktionen in endlicher Gestalt aus-
gedriickt werden.

Bekanntlich ist

¢ = RO (InR), (p,g=0,1,2,.... p+¢q>0) (26)

cin harmonisches Polynom vom Grade p + g in den Verédnderlichen ({ — z, & — x).
Da @ homogen ist, gilt

Rgrad @ = (p + q) ®. (27)

Wegen AP = 0 ergibt sich aus dem GauBschen Satz

<£R 2ptg-1) ¢ ds = Jg”‘d R™2"* 4= Dgrad ¢ df
Cr

.

3 !
und da

grad R727H" V= _2(p 4 ¢ — 1)R?PTOR

ist, hat man mit Riicksicht auf (26) und (27)

~p+q

_1, CP
§R 2(ptgq 1)((//’1 _2(p+q (p+q — l)j—v**(]nR)df

S

Das rechts stehende Flichenintegral stellt jedoch, mit dem Faktor —2x¢ multipli-
ziert, gerade die Potentialableitung U, dar, so daB wir auf diese Weise zu ciner
weiteren niitzlichen Darstellung dieser Ableitung durch ein Kurvenintegral in der
Gestalt

. ad ~2p4q-1) 9P
U= — bR 27 4. 28
"o (p+q@)p+q—1) <£ on (28)

K

gelangen, die fiir p + ¢ > 1, also fiir die zweiten und hoheren Ableitungen des
Potentials gilt. Hieraus ergibt sich dann noch eine weitere Darstellung der Potential-
ableitungen durch Kurvenintegrale, die besonders fiir unendliche Prismen zu interes-
santen Beziehungen fiihrt. Nach dem Greenschen Satz ist ndmlich

R’_(p (/vl) dS‘_‘ (I)—C—J[R_Z(p+q_l)]d5' _ (DARvZ(p-i-q*l)ds,
A A on ' ’
N B J
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wobei wir A® = 0 gesetzt haben, da ja @ in { und ¢ harmonisch ist. Wir setzen hier

LR P = S (p 4 g — 1) RRTH,
cn

AR 2p+yq '1):: 4(/) + q — i)lR*—Z(piz,)‘

wo h wieder den (verabredungsgeméif3 positiven oder negativen) Abstand des Auf-
punktes von der Tangente der Kurve s bedeutet. Unter Beachtung von (26) und (23)
erhalten wir weiter

_7(,,,(#1,(4’ B S Ap+q—1) ;
EﬁR = ds Ap + ¢ 1)#} RZ(M) e

s

Wir setzen das hier ausgedriickte Kurvenintegral in (28) ein und 18sen die so erhaltenc
Gleichung nach U, . Es ergibt sich auf diese Weise

U, = 4> hbds (29)
R-t/: q)

eine Bezichung, die fiir p > 0, ¢ > 0, p + ¢ % 2 gilt. lhre Giltigkeit fiir p + g = |
folgt aus (13) und (26).

Befindet sich der Aufpunkt auflerhalb des anziehenden Korpers und ist f wicder
ein einfach zusammenhidngendes Gebiet, so kann man bei der Darstellung der
Potentialableitungen anstatt der Gleichung (7) von der Formel (8) ausgehen. Da der
Winkel ¢ eine stetig differenzierbare Funktion der Koordinaten z und x des Auf-
punktes ist, kann man dabei rechts unter dem Integralzeichen differenzieren. Man
gelangt auf diese Weise zu einer weiteren Formel

Py -1 «
Oz Ox

d oAaptg—1
U,y +iU, ;o1 = P_za? ? ~dw, (p=>0.¢g 20 (30

s

und da ¢ nur von den Koordinatendifferenzen ({ — z. & — x) abhidngt. kann man
hierfiir auch

c oot ]([)

R pia-1 .

Uy + iU, oy = 2%a(—1) qg.w,;l”q d
J CQ <

Y

schreiben. Bei den Anwendungen dieser Formeln ist 7u beachten, dal3

Cop ¢ cosg C Cop  sin @

0z e R Cx s R

ist. Fiir die zweiten Ableitungen des Potentials erhalten wir auf diese Weise die
Formeln
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, , [ coso . ‘, [ cosp .
U,g= —Uy, = ~2ffﬂ§) —R dd, U,y =— .;zo’¢ R d¢,
5 S (3])

, sing . , Sing .
Uy = 2% @ —— dd, Uy, = 2x0 —- d¢,
R R

o
\ s

dic sich in manchen Fillen als sehr brauchbar erweisen. Sollen in den obenstchenden
Kurvenintegralen nur die Polarkoordinaten auftreten. so ist

d{=simedR + Rcospdp. dé = cospdR — Rsingde

zu setzen. Die Bezichungen (31) gehen dann in die bekannten Formeln iiber, auf
denen die Konstruktion einiger mechanischen Integratoren zur Bestimmung der
zweiten Ableitungen des Potentials beruht und die z. B. in [5] (S. 403) auf anderem
Wege abgeleitet werden. Fiir die dritten Ableitungen U, und U,, ergibt sich

v Tsin e . v [ sin 2¢
Uy —772.2(7({7 / de. U,, = —2xo ! dé.
R i I\, 23 }A‘7 =
2 2

o
N

Fir die hoheren Ableitungen des Potentials homogener unendlich langer Prismen
konnen aus (24) cinfache und iibersichtlicke Bezichungen abgeleitet werden, die
cine schr nahe Analogie zu (12) darseellen und daher auch als eine Erweiterung des
Mehlerschen Theorems auf die hoheren Ableitungen des Potentials solcher Prismen
aufgefalt werden kdnnen. Ist ndmlich s ¢in Vicleck, so kénnen wir (24) in der Form

" ('*]7:‘(‘ 1

. / s N i 110
Cop v i, o0y = —2xar } | S (in R)aw
\ o Cx
.
Sy

schreiben. wo die s, . wie frither, die einzeinen Seiten des Vielecks bedeuten. Bezeichnen
wir mit %, den Winkel, den die im Sinne des Umlaufs orientierte Strecke s, mit der
positiven Richtung der z-Achse cinschlieBt. so gilt fiir diese Strecke dw = ™ ds,
sodald wir wetter

L”/u/ 1 [Up tog+1 =

voaptg
: (
Y iay - .
—2x0i )y ¢ In R)ds
Y| o Ry
v JoZ [N
crhalten. Nun ist aber
T apdg et
, (I R)ds. (32)
X

v M.
v,y , = —2xo

L
dic durch die betreffenden unteren Indizes angedeutete Ableitung des auf den Auf-
punkt P bezogenen logarithmischen Potentials der mit der linearen Dichte 26 homo-

gen belegten Strecke s,. Somit haben wir
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rp—1.q°

Uy + iU,y i1 =iY U
woraus sich nach Trennung des reellen und imaginiren Teiles
= —z U, sina,. b l.q+1 Z U, , cosx, (33)
(p=1,2,...; ¢q=0,1,2,..)
ergibt. Die zweite der obigen Gleichungen kann auch in der Form

U, = ZU‘ —rcosa,  (p=0,1,2,...:9g=12.) (34

geschrieben werden. Die Beziehungen (33) und (34) stellen dann die oben angedeutete
Erweiterung des Mehlerschen Theorems auf die hoheren Potentialableitungen dar.
Es sei besonders darauf hingewiesen, dafl der Integrand in (32) eine rationale Funktion
der Koordinaten { und ¢ ist, die ihrerseits von der Integrationsverdnderlichen s
linear abhiingen. Der betrachtete Integrand stellt somit eine rationale Funktion von s
dar und U( 2 1, kann fiir Prismen in geschlossener Form durch elementare Funktionen
ausgedruckt werden.

Eine andere niitzliche Beziechung ergibt sich aus der Gleichung (29), die fiir Prismen,
wie man ohne weiteres einsieht, in der Form

dxo C @ds

Sv

geschrieben werden kann. Unter Beriicksichtigung von (26) ergibt sich fiir das rechts

stehende Integral
dds Coorte
j R+ :J oz a (In R) ds

Sy Sv

(\i

und der letztere Ausdruck ergibt, mit —2xo multipliziert, nach (32) die GréBe U,
Fiir homogene unendliche Prismen erhélt man auf diese Weise eine weitere BeZIehung

T T 2 h in)
die cine Verallgemeinerung der Gleichung (14) darstellt und fiir p, ¢ = 0, 1. 2,
p+ q =+ 2 gilt.

Im Vorhergehenden haben wir die Ableitungen des Potentials durch tber die
Randkurve s erstreckte Kurvenintegrale ausgedriickt, ohne das Potential U sclbst
in diesem Zusammenhang untersucht zu haben. Wenn auch U bei den tiblichen
gravimetrischen Untersuchungen nicht gemessen wird und bei den meisten Inter-
pretationsverfahren gar keine Rolle spielt, wollen wir hier auch fiir diese Funktion
eine Darstellung durch ein Kurvenintegral angeben. Es sei (R) eine die Bedingung
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A = ' (R) + g V(R) (33)

erfiillende Funktion. Aus dem GauBschen Satz folgt dann, falls P ein duBerer Punkt

ist,
&%dszﬁjﬁ%ﬁ)«dszj}anf

in
s s S

und somit
U= —2x0o fln Rdf = -—Zxafﬁ —h—f{(—R) ds. (36)

§

Anderseits kann leicht nachgewiesen werden, daBl die Funktion

W(R) = % fR(Z InR — 1)dR

die Bedingung (35) erfiillt. Setzt man sie in (36) ein, so ergibt sich eine Darstellung
des Potentials durch ein Kurvenintegral in der Form

e

U = ——oq—§(2 InR — 1) hds.

Fiir unendlich lange Prismen gilt dann die Formel

U= _thvf(z In R — 1)ds,

mittels welcher das Potential leicht durch elementare Funktionen ausgedriickt werden
kann. Mit Riicksicht auf (11) ist ndmlich

U= —; Z h U™ + izg Z h.s,,

wo nun s, die Liange der betreffenden Vielecksseite bedeutet.

In allen bisher betrachtet n Fillen lag der Aufpunkt P(z, x) aullerhalb des anzie-
henden Korpers. Tatsdchlich interessiert vom Gesichtspunkt der Deutung gravi-
metrischer Messurigen in erster Linie das dullere Feld. Anderseits wird man von einer
allgemeinen theoretischen Methode der Berechnung von gravitationsfeldern natur-
gemily verlangen, dal sie thre Brauchbarkeit auch am inneren Feld beweist, zumal
dic Berechnung des Feldes im Inneren des Korpers in einigen Fillen auch vom
praktischen Gesichtspunkt interessiert. Eine ausfiihrliche Untersuchung aller oben
abgeleiteten Formeln auf ihre Giiltigkeit auch im inneren Gebiet, oder die Herleitung
der fiir dicses Gebiet giiltigen Varianten der betreffenden Formeln wiirde zu weit
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fithren. wir konnen jedoch diese wichtige Frage nicht ginzlich umgchen und unter-
suchen wenigstens dic wichtigsten von den oben betrachtcten Bezichungen.

Liegt P im Inner:n des Korpers. so
1] £ denken wir uns einen unendlichen geraden

Kreiszylinder, dessen Achse senkrecht zur
Ebene (z, x) durch P hindurchgeht und
diese Koordinatencbene im Kreis K
schneidet (Abb. 3). Den Halbmesser a des
Zylinders withlen wir so. dall K ginzlich
im Inneren der geschlossenen Kurve s
liegt. Die Gesamtwirkung des Korpers in
P sctzt sich dann aus zwei Anteilen zusam-
men: a)aus der Wirkung des Zylinders und
b) aus der Anzichung durch den Kérper
mit dem zylindrischen Hohlraum. In Bezug
auf den letzteren ist P ein dublerer Punkt.

Da P auf der Achse des homogenen Zy-
linders liegt. verschwindet in diesem Punkt dic Anzichung du-ch den Zyvlinder und
es 1st nach (7)

W = —2uci (/) In Rdw + 2xailna (j) div.
5 k

Das zweite Glied an der rechten Seite dicser Gleichung verschwindet jedoch wegen

(f)‘d" =0 und dic Integralformel (7) gilt also auch fur das inncre Gebict. Hieraus
k

folgt jedoch sofort auch dic Giiltigkeit der Gleichungen (3). (9). (i2) und (16) ftiir
das Innere des Korpers. Unverdndert gilt {iir das innere Gebicet auch die Formel (13),
da ja hier

ist und das Integral iiber K wegen i = R = a und '(f) R ds = 0 verschwindet.
K

AbschlieBend beweisen wir fiir das innere Gebiet noch die Giiltigkeit der Formel
(24). Bezeichnen wir die zum Korper mit dem zylindrischen Hohlraum gehdrigen

’ "

Potentialableitungen mit /,, und dic dem Zylinder entsprechenden mit (. so ist
~ ~ptg— 1
U,y +iU,, ;1 =H~ 2H0i§» ar1 (inR)ydw + Uy, —il,., . 37

K

wo wir mit H den an der rechten Seite der Gleichung (24) stehenden Ausdruck mit
dem iiber die Kurve s erstreckten Integral bezeichnet haben. Wie bereits friiher,
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haben wir in (37) diec Gesamtwirkung des Korpers als Summe der Wirkungen des
Korpers mit dem zylinderférmigen Hohlraum und des unendlichen Kreiszylinders
ausgedriickt. wobei die ersten zwei Glieder rechts die GroBe U,, + iU,_, . darstel-
len. Auf Grund elementarer potentialtheoretischer Betrachtungen kann nun leicht
bewicsen werden, dal das Potential U” des Zylinders in einem Punkt Q((, &), der

in seinem Inneren liegt, durch die Gleichung
U8 = avola®(l — 2Ina) — ( — )P — (& — v)?]

ausgedriickt wird. Hieraus folgt jedoch unmittelbar, daf3 fiir den Punkt P mit { = =
und & =
Uy, = Uy, = —2nxne (38)

istowihrend alle and-ren Potentialabluitung :n U, verschwinden. Fiihrt man im
.
Al

Iitegrindon in (37) r chits Polarkcordinat.n <in. indem man

wo— vy = Re'” (39)

setzic so gilt. wie man sich z. B. durch vollstiindige Induktion ibeizcugen kann.

] IRy =R T Acos(p by — )4 Bain(p o+ g — Dy
. oy

wo A und B zwel Konstanten sind und fiir den Kreis K. {iber den man in (37) zu
integricren hat, ist hier R == @ zu setzen. Beachtet man, dafy bai der Integration

i

gemiily (39) dw = aie™ di ist, so ergibt sich aus der Orthogonaiititseigenschaft der
trigonometrischen Funktionen sofort, dall das Integral in (37) fir p + ¢ > 2 ver-
schwindet. Fiir dic dritten und héheren Potentialableitungen gilt also nach den
obigen leststelhungen die Bezichung (24) auch dann, wenn der Aufpunkt im Innern
des Korpers liegt und es bleibt nur noch iibrig, dic Fille p =2, ¢ =0 und p = 1,
¢ = | z7u untersuchen (der Fall p = 0, ¢ = 2 kommt wegen den der Gleichung (24)
auferlegien Linschriinkungen nicht in Frage). Wir beschriinken uns auf den ersteren
der hier erwithnien beiden Fille, da der zweite genau nach demselben Muster behan-
delt werden kann. Im Integranden an der rechten Seite von (37) ist dann fir dic dort
auftretende Ableitung

C (In R) — =< _cos W

(
(z 2

o 4

u setzen und das Glied mit dem iiber K erstreckten Integral hat den Wert

2r

2x0 | cos® Y dyy = 2nxe.
0

Infolge (38) gilt dann aber wieder U,, + iU,_.,,+, = H, d. h. die Formel (24).
Aus der Giiltigkeit der letzteren fiir das innere Gebiet folgt jedoch. dal das durch
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die Beziechungen (33) und (34) ausgedriickte verallgemeinerte Mehlersche Theorem
fiir Prismen ebenfalls nicht nur fiir das duBere, sondern auch fiir das innere Gebiet
gilt.
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O NPEJACTABJEHUU TPABUTALUMOHHBIX MOJEN ABVXMEPHbBIX
OHOPOJHBIX TEJI C MOMOWbIO KPUBOJIMHENHbLIX UHTEIPAJIOB

Tubop KoindeHxeitep

Pesrome

B padore [3] aBTop pa3padoTail TEOPETHYECKME OCHOBBI METOJA PELICHUS MPAMOil 3a1a4u
TPABUPA3BEKH, 0A3UPYIOILCACS HA NPEACTABICHUH TPABUTALMOHHOIO MOJIst THOOOr0 OAHOPOIHOTO
TPCXMEPHOTO TCJIA C MOMOLLBIO MHTErPAJIOB 0 €r0 NOBEPXHOCTH. B npeasaraenoit padore paspado-
TaHbl TCOPETUUECKUE OCHOBBI MPEACTABICHUS MOJICH OAHOPOAHBIX ABYXMCPHLIX TC1 € MOMOUBIO
MHTCIPANOB MO MX KOHTYpY. Mcroab3oBas teopeMy Octporpaackoro—Iaycca, aBTop Npuxouti
TIpex /e BCEro K cooTHoulcHusM (6) u (7), roe KoMruleKcHast BesimuuHa W onpeacrasiasict codoil
HANPsOKCHHOCTb TPABUTALUMOHHOIO MOAS, ¥ — NOCTOSHHAS TATFOTCHUSL, 0 — TUIOTHOCTb TCIA.
W -~ HepPEeMEHHast TOUYKA KOMIUIEKCHON MIOCKOCTH. 3HAYEHHE OCTANIBHBIX CIIMBOJIOB KAK H CHMBO.10B.
BBLICTYNAOMX B JAJIBHCHILMX (OPMYIAxX, CTAHOBUTCS SICHBIM M3 PHCYHKOB. Jlajgee npoctbiviu
NPeodPA30BAHUAMM BBIBOAATCA Npyrue QopMysibl, MEXAy HUMM Takke 1 dopmysia Xydoepia.
Jist GeckonedHbIX TPU3M CApaBeaauso cootHouwente (12), coBceM anasornynoe reopeme Me.epa
B TPEXMEPHOM CJlydae JUisl MHOTOTPAHHMKOB. Dopmyiia (15) BbIPOKACT HAMPSOKCHHOCTD HO.5
€ NOMOULLIO KPUBOJIMHCHHOIO MHTETPaia, B KO TOPOM MHTETPAHA SIBIISICTCS PALLOHALHOMN ()Y HKUHCH
NCPEMCHIBIX HITCrPUpoBatns. M3 HToi OpMyJibl BLIBOAMTCS P TAKUX C.IySacB. B KG‘{‘;SZT{
MHTCTPUPOBAHUC MOKHO MPOBECTY B KOHCYHOM BMIIC € MOMOIUBLIO dleMeHTapHbix GyHkii. C no-
MOLBIO KPUBOJMHCHHBIX HHTCIPAnoB Gopmynamu (24), (25) u (30) BLIPAOKAIOTCA 1 BLICHIHC TPOIL3-
BOJHbIC MOTCHIMANA, VTS KOTOPbIX UMEET MecTo 0000Luiene Teopemsl Meaepi, HpeiacTaBIcHHOC
cooTHOWweHsIMU (32), (33) u (34). B 3akmoueHrH pabOThl JOKA3bIBACTCS CHPABC/ITHBOCTb VITOMSIHY -
[bIX OCHOBHBLIX (HOPMYJI, KOTOPBIC MEPBOHAYANBHO AOKA3LIBATUCH IHILUL Ast BHCUIHCH 00.1aCTil.
W IS 05t BHYTPH NPUTSTUBAROLIETO TeJla.
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