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M A T E M A T T C K O - F Y Z I K Á L N Y Č A S O P I S 
K O Č N f K V I I Č í S L O 3 

K ABSOLUTNÉ K O N V E R G E N T N Í M RADOM 

T I B O R S A L Á T 
Katedra matematik v Univerzity Komenského v Bratislavě 

V práci [1J dokázal J . J a k u b í k následujúcu ve tu, k t o r á zovseobecňuje istv 
vvs ledok P. K. Menona a a u t o r a t o h t o č l á n k u : 

(A) Nech {(\} (i = 1, 2, 3. . . .) je sy s tém m n o ž i n k o m p l e x n ý c h čísel. ])re 
oo 

k t o r é p l a t í : I. Množina C = u (\ je o h r a n i č e n á . 2. K a ž d á z množin (\ je 
' i 

k o m p a k t n á . 3. Medzi m n o ž i n a m i Ci je nekonečné m n o h o t a k ý c h , k t o r é obsa
huj ú viac ako jedno číslo. 

Nech {(ti) -J i je postupnost ' p r v k o v úplného n o r m o v a n é h o l ineárneho vekto-
GO 

rového pr ies toru X. nech r a d M \\a{ \\ (1) konverguje . Nech W je množina 
/ i ' ' '' 

všetkých t ý c h prvkov ir € X, k to ré sa daju vyjadriť v t v a r e w — ^bL. kde 
'' i 

bt = c/t t . cte (i
i (i = 1. 2, 3, . . . ) . 

T v r d e n i e : Množina W je p e r f e k t n á m n o ž i n a . 
V te j to ])oznámke u k á ž e m e , že p ř e d p o k l a d I spolu s p r e d p o k l a d o m 

2] I! at ': < + co možno n a h r a d i t všeobecnějším ])redpokladom a nie je pri 
/ i ' 

s])lnení t o h t o p ř e d p o k l a d u p o t ř e b n é p r e p l a t n o s t t v r d e n i a ve ty p ř e d p o k l á d a t 
konvergenciu radu (1). 

I. Malou modifikáciou J a k u b í k o v h o d ó k a z u v e t y (A) d o k á ž e m e nas ledujúeu 
vetu. k t o r á zovseobecňuje vetu (A). 

Veta. Xech {at\•• } je pistupni^f prvkov lineárneho Banachovho priestoru X 
Xech {(\}'~ , je postupnost neprázdných množin komplexných čísel, splňuj úcich 
tieto před poklady 

\. Vsefky množiny (\ SN kompaktně. 2. Označme K• — sup j z \ (i — I. 2. 

3. . . . ) . potom 2 Ki 11 (ti j | < | oo (2). 3. Pre nekonečné mnoho i platí: (\ obsahuje 
i = i 

riac než jeden prvok. 
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Nech IV je množina všetkých tých prvkov w € X, ktoré sa dajú vyjadriť v tvare: 

(3) w = _ c%aL, c% € C%, (i •=- 1, 2. 3 , . . . ) . 
i - 1 

Tvrdenie: IV yc perfektná množina. 

I) 6 k a z . 1. Podía ])orovnávacieho kr i tér ia z konvergencie r a d u (2) vyp lývá 

konvergencia r a d u (3). 

2. Ukážeme , že množina IV je uzavre t á . Nech H,(i) € IV, (w = V 2. 3. . . . ) , 

w í l ) - ^v. T ř e b a u k á z a t , že /ve IV. Nech 

wLl) -= c*/"^ + c,'fO2 + . . . + c^ '% + . . . (4) 

(n = l, 2, 3, . . . ) . Keďže w u ) -•> H*. existuje w0 t a k , že pre vše tky n __ H0 je 

. r " ' — ?/.» !| < — . (5) 
4 

Vyberme z p o s t u p n o s t i {c({l)}J
n , č ias točnú k o n v e r g e n t n ú p o s t u p n o s t , o m a č m e 

jLI {c({L(l))}, nech c({ia)) ~-> c\{)). Z p o s t u p n o s t i {cíl10-'*} v y b e r m e čias točnú konver
g e n t n ú p o s t u p n o s t , o z n a č m e ju {c(ll(2>>} , nech cíf(2,) -> 4 0 ) atcT. Položme 

w({)) = 2 c ° % t . (rt) 
•i --= I 

Označme z n a k o m s{f, resp. ^()) k-ty č iastočný súčet r a d u (4), resp. (6). Vzhla-
dom n a konvergenciu r a d u (2) existuje k0 t a k é , že pre v š e t k y k _ k0 je 

_ Kt 11 H- | | < -- . A t e d a pre všetky k _: k0 a všetky n = 1, 2. 3, . . . p l a t í : 
i. -k-} i ' 4 

l i ^ - * r T a š K:!Kíi<-f (7) 
a t a k t i e ž 

JO e 

II ..,.0) _ oiO) .i < v jr \\ n li ^ _i /c\ 
i--k+i ' 4 

Ďa lej pr i p e v n o m k je 
/• A-

4,a')] = _ <"(A'" . ai --> X c « X = ,sf. 

ak nik) —> co. Z p o s t u p n o s t i {'#(&)} zvolíme <m t a k . a b y /H < n0 a a b y 

ii*r - *f I! < j - (•>) 
Z n e r o v n o s t i : 

1! vr - triíh I! < I' H1 - w('"l) , < h 7r1-"' — ,s'(/> ..«» ; .... , „.o, .... fґ„ 

a z nerovnos t í (o), (7), (9), (8) pr i p e v n o m k __ k0 a m _̂ n0 d o s t á v á m e 
\\ w — w({)' \\ < ť. To p l a t í p re každé e > 0, t e d a w — wi0\ t. j . v dós ledku 
t o h o /ve IV. 
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3. Ukážeme, že množina W nemá izolované body. Nech 

ic € W, w = c-a- + c2a2 + .... + cnan + . . . 

Vzhradom na konvergenciu radu (2) je K{ || aL || -> 0, a teda k e, > 0 existuje 

prirodzené číslo l0 také. že pre všetky l ^ í0 je Kf | | af || < +- . Zvolme l > l() 

tak, aby množina Cf obsahovala aspoň dva prvky cf,c\.cf -£ c] a utvořme 
rad: 

w' = c{aA + . . . + c^a,^ + c,'a7 + c^-a,^ + . . . 

Zřejmé vr' /= w a 

;| Í/' -- w' | | - = | | C/O, — c,'a, || <: ' c, j || a, || + | c, \ \\ al \\ rg 2K, || az || < ť. 
Týni je dókaz vety hotový. 
P o z n á m k a . I. Množina W je zrejme ohraničená a pre každé w € IV platí: 

\\w \\ :g£K; || a, || . 
/ - i 

2. Lahko zistíme, že z dokázanej vety yyplýva veta (A) z práce [1]. Nech 
CO 00 

totiž 1 || at• || < oo a nech množina (7 = u CL je ohraničená, nech K = sup | 2 | . 
/ 1 i • 2 ^ ' 

Potom Kt ĝ K (i = F 2, 3, . . .), a teda 
00 00 00 

S K( II a{ || ^ 2 K I a,- || = K S || a,- || < + 00. 
i i ' / 1 í - i 

Podlá námi dokázanej vety je (pri splnění ostatných predpokladov o množi
nách C{) množina IV perfektná. 

00 

3. Nech rad 2.] || aL || konverguje a všetky jeho členy sů kladné. Nech 
i = l 

existuje v € (O, l) také. že pre všetkv n ^ n0 platí: Kn < j - - - - - - . kde 
Kn 1 

00 

.#.. = _- || rt- || (lc = 0. 1, 2 ) a K„ = sup | 2; | 
' •-*H z£Cn 

ako predtým. Potom množina C = u Ct móže byť neohraničená (askutočne 

je neoliraničená, ak pre nekonečné mnoho w je Kn = -̂~-• I, kedže ~> + oo 
*C 1 / Is 1 

V^ \\ a 11 
pri n -00. Kedze však rad \ + L ~ . ako je známe (pozři [2], str. 302, 

——- ~^ti-1 
// 1 

00 

veta Diniho) konverguje, konverguje zrejme aj rad 2S K, || a,t || a podlá doká-

zanej vety (pri splnění ostatných predpokladov o množinách d) je množina W 
])erťektná. 
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\. Ak y (I a{ | | —: -f oo a l im inf | | ai Jj = 0, a k o je z n á m e , existuje p o s t u p -
?--! ' /->co 

nosť i n d e x o v 

1 < í, < i2 < i3 < . . . < iA. < . . . 

X 

t a k á , že y jj a- jj < -| co. Pře každé k — 1, 2, 3, . . . nech m n o ž i n a C\ je 

k o m p a k t n á a pozos táva a s p o ň z dvoch Čísel a neeh existuje oc € (0, l i t aké , 

že pre v še tky h ^ JcQ je 7\'- — sup I 2 j <̂  - r - , kde 

-R* = S j | ^ | | ( i = 0, 1,2,3, . . . ) . 
/ I M 1 ^ 

OO 

Pre každé n ~-f- ik(k —-- V 2, 3, . . .) položme CH ~ {Oj . Zrejme rad y Kt ai 
/- i 

konverguje a množ ina IV je i v t o m t o p ř í p a d e per fektná . 

T e n t o p ř í k l a d ukazuje, že často aj v p ř í p a d e divergencie r a d u y \\al 

i \ " 

oc 

móže byť m n o ž i n a TV per fektná, i keď m n o ž i n a C = u Ci nie je ohra í ičená. 
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Došlo 15. 12. 1956. 

K ABCO;fK)TllO CXOflHIUHMCíl P H ^ A M 

T i l I l O P III A.í I AT 

1> MBO;iíil 

P 3Toii pa6oTC jcoKaaaua c.;ie;i,yiornaH reopeMa, o6o6niaioiii,aH pe3y.n,TaT paóoTi.i | 11. 
llycTi, {(ii}f i — iioc.ie^oBaTejii.iiocTL BJICMCHTOB jiHiiciínoro upocrpancTBa Lanaxa A'. 

Hyen, {Ci)f.-i — iiocjie;i,oBaTe,n,nocTb ne ITVCTMX MHO>KCCTB KOMII.ICKCILI.IX MHCC.I. y;iOB.ie-
TBOpíIIOIUHX ycioBHřiM: 

1° l)CC MHOJKOCTBa Ci KOMnaKTHI.1. 
'JO 

2' ()úo3iiaiiHM »icpe3 Ki = sup \ z \ (i = 1, 2, 3, . . .). HOTOM nyc-Ti. y A't jj «.- || < -f- «̂ . 
zed i i 

3° ,J,.TH oCCKOHCllHO MIIOLO í HMOeT MCCTOI Ci CO êpJKHT 6onee HeM 0;UTH 3.ICMC 1T. 
IlyCTI, IV - MHOHÍCCTBO BCCX TUKHX .'KIOMCUTOB u'GX, KOTOpi.lO B03MO'/KHO llHCai L> B BlUe 

oo 

M. = v Ci (d ričCi, (i = l, 2, 3, . . .). 
i ] 

yTBepHí^eiIHC: W HB.THCTCH CoBepilICHHI.ÍM MHOWCr,TBOM . 
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