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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, VII, 3 — 1957

O NEKTERYCH VLASTNOSTECH
HERMITOVSKYCH MATIC

MIROSLAV FIEDLER, Praha

Budeme se zabyvat jednak vztahy mezi znaménky prvka symetrické ma-
tice a soufadnic téch vlastnich vektort matice, které piisluseji nejmensimu
(resp. nejvétSimu) vlastnimu ¢islu, jednak vztahy mezi znaménky prvkd
positivné definitni matice a stejnolehlych prvka matice inversni. Véty jsou
vsak formulovany a dokazany pro obecnéjsi piipad hermitovskveh matie. Ty
véty z teorie matic, jichz se k dikaziim uziva, najde étenat na pr. v knize [1].

1. Ctvercova komplexni matice A se nazyva rozlozitelnd. existuje-li per-
mutace jejich fadkt a zaroven sloupcl. ktera ji prevadi na tvar

A0
B A4,]"
kde 4,, 4, jsou ¢tvercové matice stupné alespon jedna a  matice nulovi.

V opaéném pripadé se 4 nazyva nerozlozitelnd.
Prevadi-li néjaka permutace tadek a zaroven sloupei matici 4 na tvar

4, o0 00
B, A, 0 0
........................ (1)
B, B, A, 0
BBy By
kde ¢&tvercové matice A,, 4,, ..., 4,., stupné alesponr jedna jsou ncrozlo-

zitelné, potom lze ukazat, ze ¢islo L zavisi jen na matici 4 samé a ne na vy-
béru permutace. Toto ¢islo & nazveme stupném rozlozitelnosti marice A
a znac¢ime je r(4).

Jsou-li dale 4 = (a;). B = (h;) ¢tvercové matice téhoz stupné. potom
prvkovym souéinem obou matic. zna¢enym A (5 B, nazveme matici
AOB - (ahy;). (2)

Je-li A = (q;;) komplexni matice. znacime A4 = matici

A ().

1AKR



kde

u; = Re ay;, je-li Rea; <0,

u; = 0, je-li Rea; = 0;
jako obvykle zna¢ime 4’ matici transponovanou, 4 matici komplexné sdru-
zenou, A* matici transponovanou a komplexné sdruzenou k matici A. Pro
¢tvercovou matici 4 koneéné znacime

QA) = 2, | ay 12} (3)
ii=1
st (4) = 2 a; (4)
i=1

(stopa matice). Jak znamo, pro regularni matici 7' plati

st (T1AT) = st (A4). (5)
Ziejmeé

Q(A) = st (44¥). (6)

Odstavec zakonéime ditkazem dvou pomocnych vét, které budeme pozdéji
poticbovat.

Pomocna véta 1. Hermitovskd n-Fadkovd matice? A md stuped rozloZitelnosti
r(A) = r prdvé tehdy, mda-li linedrni soustava diagondlnich n-fddkovych matic D.
které jsou s A zdménné:

AD = DA. (7)
dimensi r + 1.

Dikaz. Vsimnéme si piedné., Ze vztah (7) muZeme psit pro 4 = (a;)

v ekvivalentnim tvaru

ag(d; —d;) = 0, (7,7 =1,2, ..., n) (8)

kde d,.d,. ...,d, jsou diagonalni prvky matice D.
Necht piedné matice A je nerozlozitelna (t. j.r(4) = r = 0) a necht plati (7).
Ozna¢me I, mnozinu téch indextt ¢€7 = {1,2, ..., n}, pro néz d;, =d,,

1, mnozinu zbylveh indextd. Kdyby I, # 0. potom by z (8) plynulo (I, # 0,
nebot 1€ 1,)

a; =0 pro €I, #0,j€l,+# 0,

a tedy matice 4 by byla rozlozitelna proti piedpokladu. Odtud plyne 7, = (J
a pro ¢ = d, (£ je jednotkovd matice)

D = cE. (9)
Obracené, matice tvaru (9) jsou zaménné s A pro kazdé ¢ a tvoii skutedné

linearni soustavu dimense 1.

' Odmocnina z Q(4) se obvykle znaéi N(A4).
* Matice 4 je hermitovskd, plati-li 4 == 4%,
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Necht nyni 4 ma stupen rozlozitelnosti r(4) == » > 0. Pevnou permutaci
Fadki a zaroven sloupett matic 4 i D se ziejmé roviost (7) nezméni. a ptitom
linearné nezavislé, resp. zavislé diagondlni matice /) piejdou opét v .inedrné
nezavislé, resp. zdvislé diagonalni matice. Muzeme proto predpoklidat.
ze A ma tvar (1). Ponévadz tato matice bude opét hermitovska. je pak

A, 0 .00
0 4, ... 0

f‘l = - . (l“)
0o 0 ... A4,

Necht vzhledem k této matici diagonalni matice D vyvhovuje rovaiei (7).
Pisme

D, o 0
O D, .00
D = - . (rn
O 0 D,
kde diagonalni matice D, maji pro v =1, ....r + 1 tyz stupeil jako A,.
Podminka (7) je pak ekvivalentni tomu. Ze pro x = 1. ....r - 1 plati
‘4.11)11 = [)\X.A\L' (7’)
Ponévadz A4, jsou nerozlozitelné. je podle (9)
DE=c,E, (9)
prox =1, ...,r 4+ 1. kde £ jsou jednotkové matice tychz stupin jako A, .

Plati-li pro diagonalni matici /) obracené (11) a (9’). potom plati (7).
a tedy také (7). AvSak matice tvaru (11). splitujici (9). tvori ziejme linedrni
soustavu, kterda ma dimensi » -+ 1 (basi tvofi na pi. matice, pro které je jedno
z ¢isel ¢, rovno jedné a ostatni rovna nule). jak jsme méli dokazat.

Pomoena véta 23 Nechi D je diagondlni n-fadkovi matice « ' yogulirni

) g ]
n-Fadkovd matice (obé s komplexnimi preky). Potom plati
DY QD). (12)
« pFitom rovnost nastane pravé tehdy, je-li
(%D —= DOCE, (13)

Dikaz. Predpokladejme nejprve. ze (' = (¢;)je matice trojuhelnikovd
(¢;; = 0 pro @ << j). Potom i matice ("1 = (y;) je trojihelnikova. a pritom
Vi = takze matice (""'D("ma v hlavni diagondle stejné prvky jiko ma-

Jil
tice 1. Odtud a ze (3) plyne ihned (12). Necht v (12) nastane rovnost. Potom
jsou podle piedchoztho v matici ("1D(" nediagondlni prvky rovny nule.
a tedy celkem (“'DC" — . ¢ili
D - Do, (14)

3 Toto je odlizne formidovand Schurova véta z prace |2].
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Tato rovnost znamend, jsou-li dy, ..., d, diagonalni prvky matice 1. Ze
plati jako v (8) pro¢.j=1.2, ..., n

cy(d; — d;) = 0.
tedy také
cild; —d;) =0
¢ili
cD = D¢
a pro matice transponované
DC* = C*D. (15)
Potom vsak podle (15) a (14) je

CC*D = CDC* = DCC*
a plati (13).
Plati-li obracené (13). pak vzhledem k (6) a (5) je

Q(CDC) = st (CLDCC*D*C* 1) = st (C1CC*DD*C*-1) =
= st (C*DD*C*71) = st (DD*) = Q(D)

a v (12) nastane rovnost.
Necht nyni (' neni trojuhelnikova. Potom matice CC* je hermitovska
positivné definitni a existuje trojihelnikova regularni matice 7' tak, ze

TT* — (O, (16)
Avsak odtud podle (6) a (5)

Q(C1DC) = st (CADCC*D*C*1) = st (DOC*D*(*10-1) —
— st (DTT*D*T* 1T 1) = st (TADTT*D*T*1) = Q(T-1DT) = Q(D)

podle pifedchoziho odstavce. Zde nastane rovnost pravé tehdy , je-li 77*D =
= DTT*, t. j. podle (16), plati-li (13). Tim je pomocnd véta 2 dokdzana.
2. V tomto odstavei dokazeme slibené véty o hermitovskych maticich.
Véta 1. BudiZ A hermitovskd matice. Necht jeji nejmenst vlastni Eislot je
s-nasobné a necht mu odpovidd alespoti jeden kladny® vlastni vektor. Potom
plati

r(d_)ss — 1. (17)

Diukaz. Necht ~ je uvedené nejmensi vlastni ¢islo n-fddkové hermitovské
matice 4 = (a;;) a necht pro ¥y’ = (y,, ....y,) plati

¥y, >0, t=1.....n) (18)

Ay = xy. (19)

* Vlastni ¢isla hermitovské matice jsou vesmé&s realnd.
»T. j. o vesmés kladnych (a tedy redlnych) soutadnicich,
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Oznad¢ime-li r(4..) = r. existuje podle (1), resp. (10) rozklad mnoZiny in-
dexa I -= {1,2,...,n}

I=1 4+ +...+1.,

(I, #0. I,.nl, =0 pro~x Ap. x. =1 ....r 1) takovy. ze
Rea =0 pro i€l jel,, x /~p. (20)
Oznadéme jesté ', y*. ..., y" ' vektory, pro néz yv = (y¢, yi, .... y:). kde

Yoy, pro €1,
yro=0 pro jel,.
ve=1, oo 4 L
Matice B = (b;) = A — <K, kde K je jednotkova matice n-tého stupné, je
positivne semidefinitni: pro kazdou soustavu komplexnich éisel &, a,. ..., x,
je

b 2,2 =2 0, (21)
,/—l
a pritom rovnost nastane pravé tehdy, lezi-li vektor x o soufadnicich
2, ..., x, ve vhodném linearunim prostoru L dimense s (x je $-nasobné vlastni
¢islo).
Podle (19) plati
>, by, =0 pro i€l
jel
tedy také (po nasobeni y; a secteni pro ¢ € I,)
r+1
y ) \ b
0= > bt]l/l’/j - _/4 bwyﬂ/; +_ bl/-/‘?’/) (""’)

1 ihje [ =1 16
" ,ei,m 7e1‘ff

l

mm

Avsak viechny redlné éasti séitanct v (22) jsou nezdporné:

\ b‘lllli[/} - Z ljJaly] = (..)3)
':1 ‘ i,j€1
podle (21), pro x = g
Re > byyy; = > Reb,yy, = 2’ Re a,y,y; = 0 (24)
;‘:;}j ;elp. §‘§

podle (20) a (18). Odtud plyne, Ze v (23) nastane rovnost, takze
yt € L.

To plati pro~x = 1. ..., r 4 1, t. j. v L existuje » + 1 linearn¢ nezavislych
vektort, odkud

s=r+ L.
Plati tedy (17) a véta je dokdzdna.
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Pozndmka 1. Z této véty aplikované na matici —A4 dostdvame (pro 4 .

definovanou analogicky)
r(A,) =t — 1.

jestlize hermitovskd matice 4 méi {-ndsobné nejvétsi vlastni Cislo, jemuz
odpovida alespon jeden kladny vlastni vektor.

Poznamka 2. Z (24) a (22) plyne vzhledem k (23), ze pro ¢ €1,, j€1,,

A plati Re a,; = 0. Odtud, je-li Re 4 realna ¢ast matice 4, za predpo-
kladu z véty

r(Re A) =r(4.).
Z veéty 1 plyne snadno obecnéjsi véta 1”:
Véta 1'. Budii A = (a;) hermitovskd matice. Necht jeji mejmensi vlastni
cislo je s-ndsobné a necht mu odpovidd vlastni vektor y, ' = (¥, - .., ¥,). jeho
vdechny soutadnice jsou rizné od nuly. Potom plati

r(B.)ss — 1.

kde matice B = (ae:;), € = Ys .
’ il

Dikaz plyne odtud, Ze matice B ma stejnd vlastni éisla jako matice A.

a pritom nejmensimu vlastnimu ¢islu odpovida kladny vektor z, 2z =

=l )

Véta 2. Nechl A je hermitovskd positivné definitioni matice, v(A) = r. Potom
matice A O A’ je opét hermitovskd positivné definitni, jeji nejmensi viastni
¢islo 1 jer + 1-ndsobné a odpovidd mu kladnyj vlastnt vektor §, 7 = (1, 1, ..., 1).

Dikaz. Necht 4 = (a;) je stupné n. Oznaéme w;; prvky matice A-1, takze
A% = (x,;). Matice 4 je hermitovskd positivné definitni, takze existuje regu-

larni matice €' tak. ze

A4 = CC*. (25)
Matice P = 4 O A'"' = (py) je ziejmé hermitovska. Je-lix = (x,. ., .... 2,)
libovolny #adkovy vektor, prifadme mu diagonalni matici
20 ... 0
Y — 0 ...0
00 ...z,

Potom plati podle pomocné véty 2 a vztahu (6) a (5)
n

LPx* = Z}oi,-xi' = > agxex; = st (XAX A1) —

L4 Nty
6y)=1 4,j=1

= st (XOO*X*C*-1("1) = st (CAXCO*X*0*-1) —

= QCHIXC) = Q(X) = 2 |, = aa,
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tedy (E je n-ifddkovéd jednotkova matice)
(P — B) a* = 0. (26)
Zde nastane rovnost podle (13) a (25) pravé tehdy. je-li

‘4X == .Xfl. (27)

Podle pomocné véty | existuje vSak praveé » 4 l-rozmérna linedrni soustava
diagondlnich matic X, vyhovujicich (27). Odtud plyne, vzhledem k isomor-
fismu diagondlnich matic X a vektor x, Ze existuje r 4 1-rozmérny linedrni
prostor vektort z, pro néz v (26) nastane rovnost. Cislo 1 je tedy 1ejmensi
vlastni ¢islo matice P = 4 O A’"1, kterd je proto positivné definitni; toto
vlastni ¢islo je r -+ 1-ndsobné a odpovidd mu kladny vlastni vektor j pro
j' = (1,1, ..., 1) [piisluind matice X je jednotkovd a vyhovuje (27)]. Tim
je véta 2 dokazana.

Véta 3. Necht A je positioné definitni hermitovskd matice. Potoin matice
(A4 O A" mda stejny stupen rozlofitelnosti jako matice A.

Dikaz. Necht r(4) = ». Podle véty 2 mé hermitovskd matice 4 & A"
r + 1-nasobné nejmensi vlastni ¢islo 1, jemuz odpovidd (je r = 0) kladny
vlastni vektor. Podle véty 1 plati

v AC Ay = (28)

Je-li viak prvek na mist¢ 4, § v matici 4 roven nule, je také prvek na tomto
misté v matici (4 O 4'7)_ roven nule. Tedy

rj(Aod ] =r. (29)

Z (28) a (29) plyne tvrzeni véty.

Poznamka. Je ziejmé, ze matice 4 a (4 O 4'7')_ maji nejen stejny stupeil
rozlozitelnosti, ale i stejnou strukturu rozlozZitelnosti, t. j. skupiny Fadek a zd-
roven sloupei, jimz odpovidaji maximalni nerozloZitelné , hlavni pocmatice.

7 véty 3 lze odvodit fadu dasledkt, zajimavych zejména pro piipad realnych
matic.

Disledek 1. Je-li hermitovskd positivné definitni matice A nerozloZitelnd. je
i matice (A C A1) nerozloZitelna.

Poznamka. Je-li specidalné .1 redlnd, lze tento dusledek formulovat talké
takto: mnozina M | téch dvojic indext (7, 7). pro néz jsou prvky matice A
a inversni matice 4 ! na misté ¢, j nenulové a opa¢nych znamének. je sou-
visld v tom smyslu, Ze z kazdého indexu (u 4 stupné ») 1, 2. .. ..« se fetézem
ples tyto dvojice dostaneme do kazdého jiného indexu; je-li i = j, 2xistuje
k=1av. ... 5 tak. Ze (¢.0)), (4,.4), (4, 44). ..., (4. ) jsou dvojice z I .
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Disledek 2. Plati-li pro n-fidkovou hermitovskow positivné definitnd matici

A = (a;) s inversni matici A1 = (). Ze
Re (a;%;) = 0 pro @ #j.i.5 =1, ... 0 (30)

potom A je diagondlni.
Dukaz. Z (30) totiz plyne, Ze matice (4 O A'7')_ je diagonalni, t.j. ma
stupen rozlozitelnosti » — 1. Podle véty 3 plati tedy totéz i pro 4.
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O HEKOTOPBLIX CBOMCTBAX 9PMUTOBHIX MATPUI[
MIPOCJHAB OUM.JIEP
BuBojn

HasoBeM cTemenio pasyoKUMOCTH r(.4) apMUTOBOIL MATpHIA A YMCIO r, eciH (0CIIC Ife-
KOTOPOIl IICPeCTAHOBKM CTPOK M ¢101010B Marpuna A Oyjer npaMoi cyyvoil » -+ 1 nepaaio-
RintbIX marpuil. Jlasee, s gByx matpmig A = (ay;), B = (b;;) 1010 e HOPAIKA
OTIPE; e, 1FIeTCsI MX 2JIeMEeHTOBOEe ITPOM3Be,lente Kak Matpuna AO B = (a;b;). Jl s kominexce-
noli Marpuuu 1 oGosnavaercst uepes A_ Marpui@a (i) ¢ oeMenramu wi; = Re a;; jum
Rea;; < 0, u;j =0 paa Re a;; = 0.

JLORA3LIBAIOTCA CJIC(YIOIHUE TCOPCMDL:

{. Fea Jusr spMETOBOM MaTpuuM .1 CYHIECTBYCT HOJIOMKATETIBHLIT cOOCTBENIbIT BCRTOP,
COOTBCTCTBYIONMIT HAlMENLIICMY cOOCTBCIHOMY 3HAYCHUIO KPATHOCTH 8, TO

rd) s — 1.
2. Hyers .1 HOJI0KUTCABHO ONPEicIeHIass hypMuToBa Martpuna, r(.4) = r. Tora unco |
- nalimMensuice codeTBennoe 3uadenre Marpuum .1 O 171 ero xparuoers - - r 4 1w coor
BOTCTBYIONIMI coOeTBenubii Bekrop - j, ;7= (1, 1,...,1).

3. JLast nonomuTeIBHO Onpejleienoil DPMUTOBONH MaTpUIM «| HMeeT MecTO PaBeHCTBO

r (A O A ] = (1)

ON SOME PROPERTIES OF HERMITIAN MATRICES

MIROSLAV FIEDLER
Summary
We say that a Hermitian matrix 4 is decomposable of degree r, written r(A1) = »

if, by permutation of the rows and columns, 4 becomes a direct sum of » 4 1 inde-
composable matrices. Further, two matrices 4 = (a;;), B == (b;;) being of the same
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order, we define their element-product as the matrix A O B == (w;;b:5). Finally, it A0 = (a;;)
is a complex matrix, we denote by A _. the matrix (u;;) with w;; == Re a;; for Re «;; < 0,
uij = 0 for Re a;; = 0.

The following theorems are proved:

1. If 4 is Hermitian and if there exists a positive ecigenvector corresponding to the
least eigenvalue with multiplicity s, then

r(4d.) =s-— 1.

2. If 4 is positive definite Hermitian, r(A4) == r, then 1 is the least eiger value of
A O A its multiplicity is » {1 and a corresponding positive eigenvector is j.
FAREEEN© TN PR DR

3. If A4 is positive definite Hermitian, then

rl(d O A)] = r(A).
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