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MATEMATICKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS SAV, VII, 3 

0 P O L O G R U P Á C H , K T O R Y C H KAŽDÁ ClASTOCNÁ 
P O L O G R U P A MÁ LAVÚ J E D N O T K U 

B L A N K A K O L J B I A R O V Á 
Katedra matematiky Slovenskéj vysokéj školy technickej v Bratislavo 

V práci [1] zaoberal sa Vorobjev vlastnosťami pologriip, ktorých každá 
ciastočná pologrupa má jednotku. V tejto práci sa zaoberám všeobecněj
ším prípadom — pologrupami, ktorých každá ciastočná pologrupa má lavú 
jednotku. Hoci niektoré vety v našich úvahách majú podobný charakter ako 
výsledky práce [1], nepodařilo sa mi nájsť všeobecnú konštrukciu vyšetřo
vaných pologrúp (pri pologrupách, ktoré skúmal Vorobjev, je takáto kon-
štrukcia možná; pozři [1]). 

I 

Nech S je pologrupa. Znakom I(S) budeme označovat množinu všetkých 
idempotentov v S. Prvok e € S nazýváme 1'avou jednotkou pologrupy S, ak 
pre každé a € S platí ea = a. 

Definícia 1. V I(S) zaveďme reláciu Q takto: Pre prvky e4, eK 6 I(S) ptati eiqeK, 
ak existuje taký prvok x 6 S, ze eL — eKx. 

Veta 1, e{QeK platí vtedy a len vtedy, keď e- — eKet. 
D o k a z. Nech eťOe/t:. Potom existuje také x € S, že ei — eKx. Potom eKei = 

= eK{eKx) = eKx = e,L. 

Obrátené tvrdenie je zřejmé. 
Veta 2. Relácia Q (daná definíciou 1) je quasi-uspoř iadaním, [3] množiny I(S). 
D ó k a z . Zrejme eiQCi pre každé ei^I(S). Nech e;Oe/c, eKqet\ potom e-oeť, 

pretože e.L = eKeL = (eteK) ei = et(eKe^ = etet. 
Definícia 2. Budeme hovorit\ ze pologmpa S má vlastnost' L, ak každá cias

točná pologrupa pologrupy S má lavú jednotku. 
P o z n á m k a . Ak pologrupa S má vlastnost K, aj každá jej ciastočná polo

grupa má zrejme vlastnost K. 
Veta 3. Nech pologrupa S má vlastnost'TJ. Potomprehibovolné prvky e{, e/v€ I(S) 

nastává aspoň jedna z možností eiQeK, eKQet. 
D ó k a z . Nech E je ciastočná pologrupa vytvořená prvkami eí,eK. Polo

grupa E má prvky tvaru eix, ei%, eiz, . . ., ein (indexy ix, i2, . . . , in značia nie-
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ktoré z čísel i, K). N e c h eL = eKl. eKt eKm ( indexy K X , A.,, . . . . K.UI značia 
niektoré z čísel i, K) je 1'avou j e d n o t k o u v E. P o t o m eLeKw — eK„, . Avšak 
fKm = eLeKm = (eKl, eKi, . . ., eKm) eKm = eKl, eKi, . . ., eKm = eL, t . j . eL = eKw . 
t e d a alebo eL = e t, alebo e7 = e A . V p r v o m p ř í p a d e eK = e te/ t :, t . j . eKoei-, 
v dru ho m p ř í p a d e eť = e^e,-, t . j . e{oeK. 

Veta 4. NecA pologrupa S má vlastnost' L. Potom súčin idempotento} z S je 
zas idempotent v S. 

D ó k a z . N e c h e{,eKčS sú i d e m p o t e n t y . Podfa ve ty 3 a lebo e,OeA . alebo 
eKoei. N e c h eiqeK. P o t o m (eieK)(eieK) = e^e^e,) eK = e ^ e ^ = e t e A . N e c h eKoe,. 
])otom (et-e^)(et-eA0 = e A e A = e A = e t e A . 

Dósledok. Množina I(S) je čiastočntsu pologrupou pologrupy S, teda má ťavv 
jednotku. 

Veta 5, Nutná a postačujúca podmienka, aby pologrupa S malá vlastnost' L. je: 
1. Pologrupa S je súčtom disjunktných, periodických grup, S — u Gi. 
2. I(S) je čiastočnou pologrupou pologrupy S a má vlastnost' L. 
D ó k a z . a) N e c h S m á v las tnos t L. 
1. Nech s € S. Uvažu jme o č iastočnej pologrupe *S\ = {s, s2, ss. . . .\ . S1 m á 

p o d í a p ř e d p o k l a d u 1'avú j e d n o t k u eL, k t o r á je zrejme j e d n o t k o u v Sl. To však 
značí, že p r v o k s je konečného r á d u , n e m á predper iódu, a t e d a p o d l á ve ty 7 
z práce [2] je po logrupa S s ú č t o m d i s junktných, per iodických g r u p . 

2. Vyplývá z v e t y 4 a z definície 2. 
b) N e c h S m á v las tnost i 1,2. N e c h H je č ias točná pologrupa po logrupy S. 

N e c h h€ H; po tom pod lá p ředpokladu 1 existuje pr i rodzené číslo n t a k é , že 
ti1 = eh. k d e eh je i d e m p o t e n t , pr ičom ehh = h. I(H) je t e d a n e p r á z d n í mno
žina. Množina I(H) tvoř í v z h l a d o m n a p ř e d p o k l a d 2 č ias točnú pologrupu 
p o l o g r u p y I(S), t e d a I(H) obsahuje p r v o k eu, pre k t o r ý p la t í etqeu pre vše tky 
et G I(H). Avšak p o t o m je eu 1'avou j e d n o t k o u v H, pre tože euh = eI{^ehh) = 
= (Wh) h = e?ft = h. 

ir 

V t o m t o odseku d o k á ž e m e niekolko viet o ideáloch pologrupy S. 
Veta (>. Nech sa pologrupa S dá vyjadriť ako súčet grup S = u G.,, Potom 

y e /' ' 

každý jej pravý ideál R je súčtom grup G.,, t. j . R = u Gd(A C F). 
6 € 1 

D ó k a z . Stačí u k á z a t : ak pre nějaké y € F p la t í G., n R # 0 , t a k í7;, C R. 

Nech x G G n i? . Nech ?/ € #.,, Potom existuje t a k ý p rvok t č G,, že ,rl = y. 
Pretože x € R, je y = xt € R. 

Dósledok. Podlá vety 5 je každá pologrupa s vlastnosťoii L súčtom grup 
S = u Gi, teda každý jej pravý ideál je tiez súčtom grup G{. t. j . R - u G} 

í e . w l ' / e M, 
(MXCM). 

P o z n á m k a . Analogická ve ta plat í p re lavé ideály a pre ideály . 
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V dalsom budeme označovat znakmi Gi.Gj,GK. . . . grupy z rozkladu 
S - u Gi vo vete 5 a znakmi e2•, e7. e A . . . . ich jednotky. Nech e, € S, vtedy 
symbol u GK bude značit množinový súčet všetkých tých grup GK, pre jed-

eK*"i 

notky ktorých platí eAOet. 
Veta 7. Nech pologrupa S má vlastnost' L. Nech et je idempotent v S. Potom 

pre každý prvok gt € u GK platí gt = eigt. 
'K*'i 

Dok a z. Nech gK 6 GK, eKQe{. Potom gK = eArj/<: = e,,eA,IA = e{gK. 
Voťa 8. Nech pologrupa S má vlastnost' L. A7ech pre idem^potenty e t. eK platí 

(;QeK . Nech gK € GK . Potom gKei € G{. 
Dokaž . Najprv ukážeme, že gKet € u G(. Nech gKet:eGrr t. j . existuje také 

Є QЄ-

prirodzené číslo m. že (gKei)
m — e/ť. Potom platí 

e,A = (í/K^)m^ = (g^iY" = en- (i) 

Podlá vety 3 nastává aspoň jedna z možností e,toet, e.oe^. V prvom případe 
GnC u ^ , v druhom případe je vzhladom na (1) et = ene{ = eu, čiže opáť 

Gn = fTy. C u Gt. To značí, že pre gK £ GK platí ť/Aet € u C7ť. 
W ' ei'-,ei 

Nech gKeieGt. pričom e,Oe2:. Potom 

9Kei = (í^RAh = o^e,. (2) 

Pre isté prirodzené číslo m platí gr$ = eK. Pretože ř/Aet € (?ť, platí pre isté 
prirodzené číslo n (O#et)

;i = et. Ďalej je vzhladom na (2) 

eť = (^K^)mil = Í7AAÍ?AA • • • QK^K^Í' 

Pretože e((gKet) = gA^, resp. et(gKex) = gr̂ e,-, vidíme, že možno v poslednom 
výraze postupné vynechávat prvky et (zacínajúc prvým), takže po mn — 1 
takýchto krokoch dostaneme et = gr̂ V,- = eKe{. Ale eAe^ == e t, pretože sme 
předpokládali e.-OeA, teda et = e.t:, co značí, že gKe{ € C7t. 

Vota í). NecA pologrupa S má vlastnost' L. Nutná a postacujúca podmienka. 

aby množina R bola pravým ideálom pologrupy S je, aby pre isté e{ € S platilo 

R = u Gt. 
eL(J('i 

D ó k a z. 
a) Nech R = u Gt. Nech gt € Gt C R, gK € S. Třeba ukázat, že platí 

e oe^ 

(M/K € U Gt. 
ei -ei 

Nech gtgK e Gn, t. j . existuje také prirodzené číslo m, že (gtgK)m =- eH; potom 
platí eten = et(gtgK)m = (gtgK)M = en, čiže enQet. Tento vztah spolu so vztahom 
ê oe- dává enQe{, a teda Gn C u Gt, čo značí, že gtgK € u Gt. 
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b) Nech R je pravý ideál. Nech ei je jeho lává jednotka. Potom platí et € R 
pre všetky et, pre ktoré platí et — eťeť, t. j . etqei. To však vzhladom na vetu 6 
značí, že R = u Gt. 

Є QЄ}. 

Veta 10. Nech pologrupa S má vlastnost' L. Nech e, € S. Potom u frť íe lavijm 
eiOU 

ideálom v S. 
D ó k a z . Nech gt € u Gt, gK G S. Třeba ukázat, že gKgt € u Gt. Podlá, vety 3 

e,Qei. 

nastává aspoň jedna z možností etQeK, eKQet. V prvom případe platí podía 
vety 8 gKgt = (gKet)gteGtC uGt. V druhom případe nech gKgte

rJn, t, j . 

existuje také prirodzené číslo m, že (gKgt)
m = en. Potom eKen — cK((;Kgty" 

= (gKgt)
in = en, čo značí cnoeK. Pretože sme předpokládali eKoet, je e„oet, etqti 

a platí opat gKgt € u Gf. 
e,oei 

Veta 11. Nech pologrupa S mÁ vlastnost' L. Potom každý pravý ideál v S je 
obojstranným ideálom v S. 

D ó k a z . Tvrdenie vyplývá z viet 9 a 10. 
P o z n á m k a . Pre lavé ideály neplatí veta analogická k vete 11. 
P ř í k l a d : V pologrupe danej multiplikačnou tabulkou 

ax a2 a3 

aл ax a2 az 

a2 ax a2 aг 

<h <h a2 as 

ktorá má vlastnost L, tvoří množina {a3} lavý ideál, ktorý nie je pravým 
ideálom. 

I I I 

Obsahom tohto odseku je niekolko viet o homomorfizmoch. 
Veta 12. Nech pologrupa S má vlastnost' L. Nech S' je homomorpr.ý obraz 

pologrupy S. Potom aj S' má vlastnost' L. 
D ó k a z . Nech Hř je čiastočná pologrupa pologrupy Sř. Potom H' jo homo 

morfným obrazom čiastočnej pologrupy H C S. Pologrupa H má teda 1'avú 
jednotku eH. Nech obrazom prvku eH je eH. Zrejme je eH lávou jednotkou v Hf 

Veta 13. Nech pologrupa S má vlastnost' L. Nech eigeK. Potom zoorazenic 
gK~>gK^i (označme ho epf) je homomorfným zobrazením grupy GK do grupy (7t. 

P o z n á m k a . Lahko sa zistí. že (pfq>K = (p'f. 
D ó k a z . Z vety 8 vyplývá (pfgj^G^ Nech gK, gK^GK. Potom (pfgh(pfg'K = 

= (gK
ei)(gKei) = gK

ei(gKei) =• gAg^) = 9fgKgK-
Veta 14. Nech pologrupa S má vlastnost' L. Nech (Ji^G^ gK€GK, pricom. 

e^eK. Potom (cpfgK) gL = gFgi-

D ó k a z . (gfgK) gi = (gK?x) g{ = gK(^gi) = gKg{. 

180 



Veťa 15. Nech j>ologruj>a S má vlastnost' L. Nech zobrazenie F je autcmorfizmom 
na kazdej z grup GK. Nech pre všetky e{, eK, jrre ktoré CiQeK, platí (ffFgK — 

I1(íf(jK(aK € &K)- Potom zobrazenie F zachovává vztah F(gKg{) = FgKFg{ pre 

všetky i, k. pre ktoré CiQeK . 

I) o k a z. Označme yK a u t o m o r f i z m u s g r u p y GK d a n ý zobrazením F. P lat í 
(používáme v e t u 13) 

^(QKQÍ) = rig^Qi) = F(cpfgKgi) = y^fg^) = yAyfg^YiQi = 

= (<P*VK9K) YÍ9Í = \.(YK9K) eť] YÍ9Í = (yRí7R)(^^)(yiíJ?:) = 

= (YKaK)yAei9i) = (YK9K)(YÍ9Í) = FgKFg{. 
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О ПОЛУГРУППАХ, ВСЯКАЯ ЧАСТИЧНАЯ П О Л У Г Р У П П А 
К О Т О Р Ы Х И М Е Е Т Л Е В У Ю Е Д И Н И Ц У 

Б Л А Н К А К О Л И Б И А Р О В А 

Выводы 

П усть Л1 полугруппа. Скажем, что 8 удовлетворяет условию Ь, если всякая частич
ная полугруппа полугруппы ,5* содержит левую единицу. Содержанием настоящей 
статьи является изучение полугрупп удовлетворяющих условию Ь. 

Пусть 1(8) значит множество идемпотептов полугруппы 8. Отношение д в 1(8) 
устанавливается следующим образом: для е,:, ек € 1(8) имеет место е{дек, если сущест
вует такой элемент х € 8, что е-ь = екх. 

1 [оказывается, что необходимым и достаточным условием для того, чтобы полугруппа Л' 
удовлетворяла условию Л, явлнтся: 1. 5 можно писать как сумму непересекающихся 
периодических групп »У = ^ 6\-; 2. 1(8) есть частичная полугруппа полугруппы Л' 
и удовлетворяет условию Ь (тсо|)ема .5). 

В дальнейшем мы обозначим через 6\-, Ск, . . . группы разбиения Л' = ^ (^ в тео
реме 5, и (ч, ек, . . . их единицы. Если е;_ € Л', то ^ Ск значит сумму всех групп, для еди-

е\**к 
ниц которых имеет место екде[. 

Пусть 8 полугруппа удовлетворяющая условию Ь. Для того, чтобы множество Н 
было правым идеалом полугруппы 8, необходимо и достаточно, чтобы для некоторого 
е,- € Л' имело место равенство Н = ^) С{ (теорема 9). — Всякий правый идеал является 

одновременно двусторонним идеалом, по не всякий левый идеал двусторонний как 
показывает пример в замечании к теореме 11. 
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Пусть ^ полугруппа удовлетворяющая условию ^. Пусть е$>ек. Тогда отоГраженис 

%к-*~ %КЧ (обозначим его через <рк) является гомоморфизмом группы Ск в группу С,-

(теорема 13). - Далее (<ркдк) & = 8к& (теорема 14). 

Пусть в полугруппе Л" удовлетворяющей условию 1; отображение Г автоморфизм 

па каждой из групп Ск. Пусть <рк Г$к == Г<р^%к(§к 6 Ск) для всех э/, ек, для которых 

<>^^ек. Тогда Г($к&) = А ' к 1 > * Для всех /, А-, для которых елоек. 

ON T H E S E M I G R O U P S , EVERY SUB S E M I G R O U P 
OF W H I C H HAS A L E F T U N I T E L E M E N T 

B L A N K A K O L I B I A R O V A 

S u in m a r y 

Let S be a semigroup. We shall say t h a t S satisfies t h e condi t ion L if every subst migroup 

of S has a left unit e lement. This p a p e r deals with t h e proper t ies of semigroups satisfying 

t h e condit ion L. 

Let I(S) be t h e set of idcmpotents of S. The rela t ion o in I(S) is defined as follows: 

Jet ei, eK € I(S), t h e n eiqeK if and only if the re exists an element x € S such tha t e. — eK.r, 

We quote here some of the theo rems proved above . 

Theo rem 5. The necessary and sufficient condi t ion t h a t S shou ld satisfy the condit ion L 

is: 1. S can be wr i t ten as a cla^s sum of disjoint torsion groups , S = U Gi\ 2. I(S) is a sub-
semig roup of S a n d satisfies the condition L. 

In w h a t follows the symbo ls 67;, GK.... mean always t he groups in the decomposit ion 
S = U G{ of t h e theorem 5 , e;, eK, . • • are the i r unit elements. Le t e; € S, t h e n t h e symbol 
U GK m e a n s t h e sum of all groups GK w i th eKQei. 
eK&i 

Theorem 9. Le t S be a semig roup satisfying t he condi t ion L. Then a set R of elements 

of S is a r igh t ideal of S if and only if for some e? R = U Gt. — I n theorem 11 is proved 

t h a t every r igh t ideal of S is also a two-sided ideal of S, b u t there are left ideals wh ich 

are n o t two-sided idea ls. 
Theorem 13. Le t S be a semig roup satisfying the condi t ion L. Let eioeK. Tiic t rans

format ion gK -> gKei (denoted b y <pK) is a homomorphism of t he group GK into t he group 
Gi.— T h e n it ho lds (<pKgK) gi = !fK(/i ( theorem 14). 

Theorem 15. Le t S be a semigroup satisfying the condit ion L. Le t the mapping F is 
t h e au t omorph i sm of every group GK • Le t <pfFgK = L<pFgK(gK € @K) ho ld for all e,. eK wi th 
eiQeK • Then it holds r(gKgi) ~ F<7K F0i f ° r all i, K for which eiQeK holds. 
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