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M A T E M A T I C K O - F Y Z I K A L N Y Č A S O P I S SAV, VII, 3 

O I Z O M O R F I Z M E TOPOLOGICKÝCH G R U P O I D O V 

R O B E R T S U L K A 
Katedra deskriptívnej geometrie SJovenskej vysokej školy technickej v Bratislavo 

V tomto článku sa budem odvolávat na niektoré vety a definície z článku [3], 
a preto zachovávám váčšinou aj označenia zo spomenutej práce. 

P o z n á m k a 1. Prvky topologického priestoru 67 budeme označovat a, b, 
:x\ y. z, . . ., jeho úplný systém okolí 2 a okolia zo 2 budeme označovat 
(\ V, IV, . . . ; prvky rozkladu ~G] v G alebo na 67 budeme označovat A, Ji, 
X.Y.Z, . . . . úplný systém okolí topologického priestoru [67] budeme ozna
čovat Z* a okolia zo Z* budeme označovat U*, V*, W*, . . . ; prvky topo
logického podpriestoru Gf topologického priestoru G budeme označovat a\ b\ 
xf, y', z', . . ., jeho úplný systém okolí budeme značit S' a okolia zo ^ ' označíme 
U', V, IV', . . . Nech ďalej G' i: [G] znamená obal podgrupoidu Gf v roz
klade [G] a G' n [G] nech znamená prenik podgrupoidu Gf s rozkladom [G] 
(pozři [1]). Prvky z Gf c [G] označme Ax, BX,X1,Y1,ZJ1, . . . a prvky z Gf n [G] 
označme A2, B?, X2,Y2,Z2, . . . 

Nech G je topologický priestor. Nech [67] je topologický rozklad v G (pozři [3]) 
a G' taká podmnožina vG,ze u X nGf ^0. Nech U* € 2 * je také. že u X n 6" ^ 0. 

Xe[G, ' XeU* 

Označme U1 množinu všetkých tried X1 = X € U*, pre ktoré X n 67' =£ (). 
Systém všetkých takýchto množin Ux budeme značit 2.j. 

Nech 67 je topologický priestor. Nech [G] je rozklad v G, Gf taký topologický 
podpriestor priestoru G, že u X n 67' 7̂  0 a 67' n [(7] nech je topologickvm 

XG[G] 

rozkladom v Gf. Nech IV € •] ' . Označme 672 množinu všetkých tried 
X, - X nGf r+ 0, pre ktoré X € [67] a X n ř/' = K2 n 67' ^ 0. Systém všetkých 
takýchto množin U2 budeme značit 2 2-

Nech G je topologický priestor. Nech [67] je rozklad v 67, 67' taký to])ologický 
podpriestor priestoru G, že u X nGf ^ 0 a 67' n [67] nech je topologickvm 

Xe[O j 

rozkladom v G'. Nech 67' 6.^'. Označme U\ množinu všetkých tried Xx — X € [67], 
]>re ktoré X n 67 ' ^0 . Systém všetkých takýchto množin U\ budeme značit 2(/. 

Nech G je topologický priestor. Nech [67] je topologický rozklad v G a G' 
taká podmnožina v 67, že u X O 67' -7-= 0. Nech í / H S * , u I n ( ? ' # 0. Označme Ul.l 

Xe [O] XeU* 
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množinu všetkých tried X 2 , pře ktoré X 2 —- XnG' -p 0 a X € F*. Systém 

všetkých takýchto množin tTSJ budeme značit 22. 
Veta 1. Nech G je topologický priestor, [G] rozklad v G a G' taký pod priestor 

topologického priestoru (7, ze uXnG'^{). Nech G' n [G] je topologický rozklad 
Xe[0) 

v G'. Potom G' n [G] je topologickým priestorom pri úplnom systéme okolí 2 2 . 
D ó k a z vyplývá priamo z [3] vety 3. 
Veta 2. Nech G je topologický grupoid, [G] rozklad v G a G' taký topologický 

podgrupoid topologického grupoidu G, ze u l n ř r V f t Nech G' r\[G] je vy-
Xe[G} 

tvárajúci topologický rozklad v G\ Potom G' n [G] je topologickým grupoidom 
pri úplnom systéme okolí 2 2 . (Dokonca je topologickým jaktoroidom.) 

D ó k a z vyplývá priamo z [3] vety 6. 
Veta 3. Nech G je topologický grupoid, [G] rozklad v G a G' taký topologický 

podgrupoid topologického grupoidu G, ze u X n ( 7 ' / ( ) . Nech G' c [G] )c vtf-
', Xe[G] 

tvárajúci rozklad v G a G' n [G] nech je topologickým rozkladom r G'. Potom 
G' c [G] je topologickým grupoidom pri úplnom systéme okolí 2\J. 

D ó k a z . 
1. Je známe, že G' c [G] je grupoidom (pozři [1]). Přitom pře každú triedu 

X, 6 f í ' [ [G] existuje taká trieda X 2 € G' n [G], že platí X, = X, n (V -f- 0 
a tiež naopak ku každéj triede X2 € G' n [G] existuje taká trieda Xx € G c [G]t 

že X2 = X1 n G' ^ 0. 
2. Dalej dokážeme, že 2" je úplným systémom okolí v G' c [G] a teda* 

že G' c [G] j e topologickým priestorom. 
Nech Ax a Bx sú rubovolné dve triedy z G' c [G]. Nech A2 a B2 sú tie triedy 

z G' n [G], pre ktoré platí A2 = A,nG' a B2 = B1nO\ Pretože Gr n \G] je 
topologický priestor pri úplnom systéme okolí 2 2 , existuje také okrlie U2 

triedy A2. že A2 € U2, ale B2 ě t/ ? . Nech U' je to okolie zo 2', že U2 je právě 
množinou všetkých tried X2, pre ktoré X 2 n U'^0. Označme teraz U[) mno
žinu všetkých tých tried Xx € (V c [G], o ktorých platí X2 = X, n G'. X, € U2. 
Potom pre Xx e U°x je XL n t/' ^ 0 , pretože X, D X2 a X2 n ř/' ^ 0 . Ked však 
Xj $ Uy, potom Xx n (7' = K2 g U2, a teda X 2 n U' = 0. Z toho však vyplývá, 
že aj Xln U' = 0, lebo U'CG' a potom 0 = X2 n U' = (X, n ^ ' ) n r ' ~ 
= X1n(U' nG') = Xlnlli. To znamená, že XxnU' ^p{) vtedy a len vtedy. 
ak X ^ t f y . ř/y je preto okolím zo 2?. Ďalej, pretože A2č U2, je AYč Fy 
a pretože B2 $ U2, je BA $ l^. 

Nech ^A! je lubovolná trieda z Í7' c [O] a l/y a V\ dve jej okolia. Označme A% 
tu triedu z (7' n [(7], pre ktorú je A2 — ^4 xnO ' . Ďalej. nech F\ resp. V sú 
také okolia zo 2 ' . že t/y, resp. Vy je právě množina všetkých tried Xj . resp. Yx, 
pre ktoré Xx n U' ^ 0 , resp. Y2 n V' Ť^0. Nech konečné F2, res]). V2 je množina 
všetkých tých tried X 2 , resp. Y2 z G'r\[G], o ktorých platí X2 == NxnG't 
X, <E t/y. resp. Y2 = Y! n C7'. Y, 6 Vy. Potom pre všetky X2eU2, resp. všetky 
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V,e V2 je N2nU'#0, resp. Y,nV'^(K pretože zo vzťahov Xxn(T' /A). 
X, Xl n G'. U' CG\ resp. Yx n V =/-- 0, Y2 = YT n G\ V C G' vyplývá 
0 / X, n U' = (Xx n U') n G' = (X, n G') n V = X, n U\ resp. 0 O Yx n V' -
- (Yxn V') n O' = (Y! n O') n V' - Y2 n V'. Ked však X 2 € U,, resp. Y2 € V2, 

potom Xx n G' = X2, Xx é U°l3 resp. Y1nG' = Y2, Yx é Vy. Teda X, n U' = 0. 
res]). Y! n V' -= 0. a pretože X2 C X1. resp. Y2 C Y1 tak tiež X2 n F7' - 0, res]). 
Y2nV' — 0. To znamená, že X 2 n ř / ' # 0 . resp. Y2nV /0 vtedy a len vtedy, 
ak X 2 6 l/2. resp. Y2 € V2, éiže C2 a V2 sň okolia zo 2^2. Pretože ^4t € U?, 
A, e V? a A2 = yl-nť?', je A2 <E U2 a tiež A, € V2. Pretože však G' n [<7] je 
to])oIogickým priestorom pri úplnom systéme okolí 2 2 , existuje také okolie 
[V2 € 12. že .42 € TV2C U,nV2. Nech IV' je prcá ve také okolie zo E\ že ÍV2 je 
množinou všetkých tried Z2 € G' n [G], pre ktoré Z2nW i~-0. Označme W{\ 
množinu všetkých tých tried ZJX Z G' C [O], pre ktoré platí # 2 — Z x n (7', 
Z2 € IV2. Pretože Z2 n TV' 7̂  0 a £2 C Z, je tiež Z, n W ^ 0 pre každé Zx € TVV. 
Ked ^ Ě I V ? , potom Z 2 = Zx n G\ ale Z,&W2. Preto Z. n IV' 0 a z loho 
dalej vyplývá, že Z1nW = 0, pretože TV' C G\ a teda 0 Z2nW 
= (Zx n G') n W =Zxn (G' n W) =Zxn IV'. Z toho vidíme, že Z, e TT ° vtedy 
a len vtedy, ked ZxnW ^0 — preto TV? je okolím zo S?. Pretože ^ 2 6 IV, 
a A, = AxnG\ je .4, 6 IV?. Třeba ešte dokázať, že IV? C l/? a IV1} C V". Nech 
teda Z, 6 IV?. Potom Zx n G' = Z 2 £ W2 C U2 n V2. To znamená, že Z1 n G' -----
= Z, € U, a tiež Zx n G' = Z2 € V2. Z toho však vyplývá, že Zx € l/? a tiež 
Zx e V? a"z toho TV? C U? n 70 

3. Nakoniec máme dokázat, že ak TV? je lubovolné okolie triedy (\ — Zlj O LA 
(Oj je súcinom tried A} a i^) , existuje také okolie £7? t r i e d y ^ a také okolie V/ 
triedy L^, že t7? o V? C IV?. Označme zase A2 = 4- n O', B, = Bx n G'. C, = (\ n G' 
a IV' také okolie zo S'5 že IV? je množinou všetkých tried Zx 6 O' c \G\ }ivo 
ktoré ZxnW =£0. Nech TV2 je množinou všetkých tried Z,, pre ktoré platí 
Z, = ZxnG\ Zx n IV?. Pretože ZxnW^0 a W CG\ je tiež Z, n IV V ( ) pre 
všetky Z2 € IV2. To vyplývá zo spomenutých vzťahov tak to : 0 A Z}nW -----
= (Zx n IV') nG' = (Zx n G') n W = Z2 n TV'. Ked Z2 £ IV2, potom Z2 = Zj n O', 
ale ZjéTV?. Potom ZxnW = 0, a pretože Z 2 C ^ je tiež Z2nW = 0. ,Jv 
teda Z,nW -/=0 vtedy a len vtedy, ak Z2 £ TV2, cize IV2 je okolím zo Z>. 
Pretože O, € IV? a O2 = O, n O', je O2 € TV2. Ďalej zo vzťahov AxO Bx - O,, 
(Ajfi, CO.), A, n O ' - A2, BxnG' = B,, (\ nG' = O2, G'G'C(r vy])lýva, že 
A2; JL = O2 (trieda O2 je súcinom tried A, a H2), pretože A2/l> (Ax nG') 
( Bx n G') C A1Bl nG'C Cx n G' = C2 (pozři [J ]). Teda TV2 je okolím súčinu 
tried A,( B2, a pretože O' n [O] je topologickým grupoidom ])ri úplnom 
systéme okolí 1J2, existuje také okolie U2 triedy ^T2 a také okolie V2 triedy B,, 
že U,0 V2 C IV2. Nech U\ resp. V' je také okolie zo ^ ' , že U,, resp. V2 je 
množinou všetkých tried X 2 , resp. Y2, pre ktoré platí X2nU' /-0, resp. 
Y,n V 7^0. Označme Ux, resp. V? množinu všetkých tried X 1 ? resp. Yx, pi'e 
ktoré X2 = X j n O ' , X 2 G U2i resp. Y2 - Y]L n O', Y2 e V2, Potom pre každé 
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A, e F ( /. resp. }\ G F ( ) je X, n V •-/-(), resp. 1\ n F ' A (). pretože to vy
plývá zo vzťahov A \ n ( " •/--(), A\2 C A 3 . resp. }\ n V ^ 0, }\ C } , . Keď 
A\ e F (,\ resp. 1\ ě F\\ p o t o m X , --= X1nG\ X, € F , , resp. F , - F, n ' / ' . 

} \ ě F , , t e d a X,n V ---- 0, resp. X, n F ' — 0 a z toho ďalej, pretože V CG'. 
res]). V' c (Y vyplývá A\ n W ----- (Ar

x n F ' ) n # ' - (X, n (Y) n l" - X, n V' - o . 
resp. T\ n F ' = ( 1 \ n V) n G' (>\ n GY) n V =, r , n V 0. To znán ená. že 
XT € LTÍ, resp. 1 \ G F(; v tedy a len v tedy , ak X\ nV / 0. resp. 1 \ n V / 0 — 

teda U{{ a l7? sú okolia zo 2 (,\ Pretože A2 € F , . A, =- ^ n 6 \ resp. B,€ V,, 

/ i , - B.nG'- je AT € F ( ) , resp. « , e F(,\ Máme este dokázať. že F ( ) F(/C IP/. 
Nech t e d a X, v i\ € F(,» F?. Pre tože Xx € F(> a Y, 6 F ( \ je X\ n G' X, 6 F 2 

a \\nG' r. y 2 6 F 2 . Potom však X, V, - Z , € W, a ZT pre k toré ])hití 

Z, -..-. Z,n(Y. Z,e W,. je z W(\ Zo vzťahu X , F , = Z 2 vyplývá, že X , } \ C Z 2 

a ďalej. pretože Z^Z,, vzfal) ^ D Z p I X / 0. cize Z ^ A \ } \ ^ O. Z<> 
vzťahov X , C A V }\ C }\ zase vyplývá X ^ D K W Relácia Z,D XT, O 
a X i y i D X 2 > " 2 dáva jú A " 1 ) \ n Z 1 / O . z čoho ďalej vyplývá Xl)\CZA ci z toho 
konečné X x 1\ — Z 3 € W(,' (])ozri [1]), co sme mal i dokázať. 

P o z n á m k a 2. Vo vete 2. móžeme p o d m i e n k u , aby G' n [rV] bol vytvára
júcim rozkladom v f7' n a h r a d i t „si lnějš ím" p o d m i e n k o u . a b y G' Z [G\ a ebo [G] 
bol v y t v á r a j ú c i m rozkladom v f7. 

P o z n á m k a 3. Vo vete 3. móžeme p o d m i e n k u . aby G' C \G] bol vytvára
júcim rozkladom, nahradit ' ,,silnejšoiťc p o d m i e n k o u , aby \G] bol vy tvára júc im 
r o z k l a d o m . 

K e ď využi jeme t ie to p o z n á m k y , d o s t a n e m e t a k é t o o b m ě n y vety 2 a 3: 
Veta 2a. Xech G je topologický grupoid, \G] vytvářet júci rozklad v G a G' tuky 

topologický podejruj)oid topologického gruperidu G. ze u I n 6 " •:(!. Xech 
X e | G i 

(Y n [G] je topologický rozklad v G'. Potom G' n [G~\ je topologickým grupoidom 
při úplnom systéme okol i i l 2 . 

Vela 3a. Xech G je topologický grupoid, \G] vy tvář a júci rozklad v G a G' tuky 
topologický podgrupoid topologického grupoielu G. ze U X n(Y /-(). Xech G'r\\G] 

je topologickým rozkladom v G'. Potom (Y c \(Y\ je topologickým gruj)oido))i pri 
úplnom systéme okolí ^(,\ 

Definíeia 1. Xech G je topologický grupoid a \G] topologický fuktorcid v G. 

(Y nech je tak i) podgrupoid, ze U X n(Y / 0. Topologie kg grupoid. ktoré ho 
A'e[(/j 

prvky sú triedy z GY c \G] a ktorého úplný systém okolí je H 1 ? oznucme (s>,. 
Definíeia 2. Xech [G] je vytvúrujúci rozklad v topologickom grupoide G 

a (Y nech je tuky topologický podgrupoid topologického grupoidu G. ze U A" n (Y -/•(). 
xz'jr 

Xech (Y n [G] je topologický rozklad v (Y. Topologický grupoid, ktorého prvky sú 
triedy z (Y n [G] a ktorého úplný systém okolí je ^ , . oznucme 0 \ . 

Definíeia 3. Nech [G] je vytvúrujúci rozklad v topologickom grupoide G 
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a (V nec/i je íaký topologický podgrupo'ul topologickéhoyrwpoidiiG, ze uXnG' /' (). 
NefGl 

Xech G' n [G] je. topologickým rozkladom v(V. Topoloyický yrupoid, ktorého prvky 
síi triody z G' C [G] a ktorého úplný systém okolí je j j , označme {W}. 

Dpfiníeia \. Xech G je topoloyický yrupoid a [G] topoloyický faktoroid v G. 
G' nech je taký podyrupoid, ze U X n G' =X 0. Topoloyický yrupoid, ktorého 

Xz\G\ 

prvky sú triedy z G' n [G] a ktorého úplný systém okolí je ^ 2 , označme (W. 
P o z n á m k a 4. Exis tencia topologických grupoidov z definície 1 a 4 bola 

d o k á z a n á v č lánku [3]. 
Skór ako uvediem niekofko pr íkladov, u k á ž e m , že k a r t é z s k ý súčin G — 
G\lt X G\2) dvoch topologických g r u p o i d o v GC) a G\2) je tiež topo logickým 

g r u p o i d o m . 

Dpíinícia 5. Xech množina G je kartézský ni súcinom topoloyick ých yrupoi-
dov G\:) a G\2). Označme U = l\-) X U(2), kde U(1) je z úplného systému okolí 2J(l) 
topologického priestoru G(J) a U(2) je z úplného systému okolí H ( 2 ) terpoloyického 
priestoru G(2). Systém všetkých takýchto množin U označme ^ . 

Pomocná vpta. Xech G je kartézský súčin topologických grupoidov Ga) a G(2). 
Potom G je tiež topologickým grupoidom pri úplnom systéme okolí ^ . 

D o k a ž te j to vety je skoro úplné z h o d n ý s dókazom pre topologické g rupy . 
Násobenie v G def inujme ako pri topologických g r u p á c h : súčin dvoch p r v k o v 
a ----- (\ . . \2) a b = (/?!, j82), k d e \x a /ij sú z G(]) a N2 a j}2 sú z C7(2), n e c h j e r o v n ý 
p r v k u c = ab = (vj/j,, ^2/?2). J e z n á m e , že G je t o p o l o g i c k ý m p r i e s t o r o m ])ri 
ú])lnom sys téme okolí .^ (pozři [2]). Z o s t á v a d o k á z a t , že a k c — ab je súč inom 
rul)ovol'ných d v o c h p r v k o v a a b z G a ÍV je jeho l u b o v o l n é okolie, existuje 
t a k é okolie U p r v k u a a t a k é okolie V p r v k u b, že UVC IV. P r e d o v š e t k ý m 
!T - W(]) X W(2), Wm € 2 ( 1 ) , IV(2) € 2 ( 2 ) . P ř i t o m Wn) je okol ím p r v k u x1fj1 6 G(l) 

a W(2) je okolím p r v k u c*2f}2 6ff(2). Pretože G(U a G(2) sú topologické grupoidy, 
ex is tu jú t a k é okolia U(1) p r v k u v l 5 V(1) p r v k u f}1: U(2) p r v k u ťx2 a V(2) p r v k u #>, 
že U(VV(1) C IV(1) a U(2)V(2) C W(2). N o U(1) X U(2) = U je okolím p r v k u a — 

(xl. \2) a V(1) X Ví2) — V je okol ím p r v k u b — (/í>\,/>2) a p l a t í UV = 

(''„> x ř r
( 2,)(r ( 1 ) x"r ( 2 )) =-.'(U(])Fni) x ( f ? , 2 1 ! g c f ( | , x w^,"-= ir. 

P ř í k l a d I. Nech G{1) je m n o ž i n a vše tkých reálných čísel f1 > 0 a ťr
y

(2) mno
žina všetkých reá lných čísel f2 J> 0. (7(1) je topologickým g r u p o i d o m . a k za 
operáciu násobenia v e z m e m e obyča jné sč í tanie reá lných čísel a za úplný 
systém okolí i l m v G(í) s y s t é m v š e t k ý c h m n o ž i n (7 ( 1 ), k d e Si £ U(1) v t edy a len 

v tedy , a k 0 ^ \1 < £ 1 < /?j. (7(2) je tiež topolog ickým grupoidom, ak za ope

ráciu násobenia vezmeme obyča jné sč í tanie r e á l n ý c h čísel a za ú p l n ý systém 
okolí .^(2) v G(2) sys tém všetkých m n o ž i n lr

2, k d e í 2 € U(2) v t e d y a len v tedy , 

ak 0 x A'2 < í2 < fi2 a vše tkých množin U(2), kde £2 € ř/(2) v t e d y a \en v tedy, 
ak O x í 2 < (i2. P o t o m p o d l á d o k á z a n é h o je aj G = G(1) X G(2) topolog ickým 
grupoidom. O z n a č m e G' m n o ž i n u v š e t k ý c h p r v k o v a = (cxx, 0) z G. P r e t o ž e 
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v G tib = (v l ? v2) (/V p2) - (N, -I- /í1; v2 + /J2), je pre a' a ft' z ř/' "/b' - (M- o) 
(/53. 0) — (VT + /j3, 0), a teda ř?' je podgrupoidom grupoidu G. Preto G' je 
tiež topologickým grupoidom (pozři [3]). Definujme teraz na G rozklad [G] 
takto: nech množina X(^) všetkých prvkov ( | l 5 f2), (fx f 1 ; jp2), (^ < 2, í2) 
kde fi je pevné zvolené číslo z intervalu (0, 1) a f2 prebieha všetky hodnoty 
váčšie alebo rovné nule, je prvkom rozkladu [G]. A a B nech sú dv< triedy 
rozkladu [67], (ocx + k, * 2) eA a (/?, + *, A) € B. k. I - 0. 1, 2, . . . Potom 
(*i + ^ <H) (& + Z, /?2) - ((v, + ft) + (k + Ž), ,x2 + &) = (ví + H, 7 2) . kde 
yx € (0, 1>, y2 _ 0 a n = k + l. keď *- + & g 1, resp. w == k 4- / -f 1. keď 
u + P\ > 1- Z toho vidieť, že súčin lubovoíných dvoch prvkov z i a / j je vždy 
prvkom istej triedy C. Rozklad [G] je teda vytvárajúcim rozkladom. Okrem 
toho Fahko vidieť, že rozklad [G] je topologickým rozkladom v G a že rozklad 
G' n [G] je topologickým rozkladom v G' (pozři [3]). Okoliami z úplného 
systému okolí Z' topologického priestoru G' sú množiny prvkov (£j. 0) € G, 
0 < OÍX < Si < Pí. Podlá vety 2a je ($52 tiež topologickým grupoidom. Prvkami 
tohto topologického grupoidu sú množiny K2(<?i) prvkov (£,, 0), (^ -̂ 1. 0). 
(£, + 2, 0), . . ., kde f, € (0, 1< Ked ft - v2 _ 1, okolie ř/2 6 Z2 je bud 
množinou všetkých takých tried K2(£i) ~ {(£. > 0), (^ -f- 1, 0), . . . I 6 ó)2, 
kde 0 < O! < £, < O. jg 1, Oj = v. — k, O2 — /?j — k a k je nezá])orné celé 
číslo, alebo je okolie U2 € Z2 množinou všetkých takých tried X2(?i) € ©2, kde 
pre £i platí niektorý zo vzťahov 0 < f j < Oj ^ Oj < 1, O! < í i _ V pričom 
^ — A3 — k, ďi = .oc-j — -fc — 1 a k je nezáporné celé číslo. Keď /5j — \j > 1, 
potom U2 = &2. 

P ř í k l a d 2. Podlá vety 3a je ©J topologickým grupoidom. Prvkami tohto 
topologického grupoidu sú v našom případe (ked G, G' a [G] sú topologické 
grupoidy a rozklad z příkladu 1) všetky triedy XL — X G [G]. Ked p} — \, ^ 1, 
okolie ř7J £ SJ je buď množinou všetkých takých tried XL (fj) = {(fi- £>)• 
(£- + 1, f2), . . . } € © ? , kde 0 5Í ^ < fi < o-! ^ 1, Oi - *- - k, ^ _ ft - k 
a k je nezáporné celé číslo, alebo je okolie Í7J € Z? množinou všetkých takých 
tried Kiífj) € (33?, kde pre £-. platí niektorý zo vzťahov 0 < ^ < aY < O- < 1, 
Oi < fi _ 1, pričom O! — vx — k, Oi — ^i — k — 1 a k je nezáporné celé 
číslo. Keď /3i - ,%! > l, potom [7J = ©?. 

P ř í k l a d 3. Nech (7(1) je topologický grupoid z příkladu l. Nech G{2) je 
množina všetkých reálných čísel f2 ^ 0. Definujme si v množině G(2) násobenie 
tak to : súčinom dvoch prvkov x2 a j82 nech je prvok ^ 2 . /32 — Max (\2. /i2). 
f7(2) je pri tomto násobení grupoidom. Nech ďalej U(2) značí množinu všetkých 
prvkov f2 6(r ( 2 ) } pre ktoré platí a2 < Š2 < fi2. x2,^2^. G{2). alebo nech F,2 

značí množinu všetkých prvkov | 2 , pre ktoré 0 < f2 < P2, Po€G(2). P o t o m 
systém 2(2) všetkých takýchto množin T\2) je úplným systémom okolí 
a G{2) je pri ňom topologickým priestorom. Dokážeme ešte. že G(2) je 
topologickým grupoidom. Nech LX2 a p2 sú dva rózne prvky z C7(2), ;2 < /j2. 
Nech TV(2) je množina všetkých prvkov f2 - P r e ktoré platí 0 < y2 . 3̂2 — 
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- /-:, s2 v2 . />2 j E>. kde tj a F,2 sú nějaké k l a d n é reálné čísla (W(.}) je 
teda okolie prvku \.> . ft2). Pre tože vsak x2 < f}2 je \2 . f}2 = j32, a t e d a TV(>) je 
množinou všetkých p r v k o v T2. pře k toré p l a t í í) < fi2 — s1 < C < ft2 -f t-:2. 

Položme r:i m i n i 2
 #>

 2 . < ) . za /-;,, zvolme t a k é k l a d n é reálné číslo, a b y 

v2 FXČGI2). ak je \2 > 0 a ak > — 0. ])oIožme ť4 — 0. N e c h dalej U(2) je 
množina vše tkých prvkov í 2 € G(2) , pre k toré p l a t í \ 2 — p4 < f2 < \ 2 + ť3 

(znamienko rovnost i ber ieme. i ba ak \2 = 0), a V(2) nech je m n o ž i n a v še tkých 
t a k velí ])rvk()A' >]2€G{2). že fi2 p3 < rj2 < fi2 + e2. P r i t e j to vo lbě p la t í 
\.2 - t-:, < í 2 -^ v2 + '*;$ < /£> — < < >/2 < />2 + f2 l ) r e v š e t k y £2 € U(2) a ry2 € V(2), 

a ])roto U(2)V{2) - V2). No />*, f, > /i> — ť, , a p r e t o W(2) D F ř 2 ) - ^ ( 2 ) V ( 2 ) . 
/ o s t á v á ešte d o k á z a t t e n t o vz tah pre p ř í p a d , že x2 = /i2 --= A 2 . /i>. Nech IV(2) je 
množinou všetkých p r v k o v ^2 € Gi2), pre k toré p la t ! 0 < A2 . /?2 — ^ < C2 < 

Y2 . /-)2 -* - ť2. pr ičom ř t a E2 SÚ k l a d n é reálno čísla. e7 — 0 v t e d y a len v t e d y , 
keď \ 2 . /iz -- 0 a d r u h é z n a m i e n k o rovnost i p la t í t iež iba v tedy, keď \ 2 . (i> — 0. 
Teraz stačí, keď položíme U(2) - V(2) ---= 1V(2) a z t o h o o k a m ž i t é vyplývá 
vzfah Ui2) V (2) C H, 2 ). čo srno chceJi d o k á z a t . 

Protože G(l) a G(2) sú topologické grupoidy . je topologickým grupoidom 
aj G ( + ) X G{2). Násobenie v množině G je t e raz def inované t a k t o : 
nech a -- (\> \2) a h — (/?j, /i2) sú d v a ]'ubovolné p r v k y z <7; p o t o m a . b — 

(\-. \2) (/?-., ft) --= (x, + /?!, y 2), k d e y2 -=--- M a x (v 2 , /i>). Okolie Í7 6 ^ je b u ď 
množina prvkov x = (4+ £2)_. k to ré sp lňujú nerovnost i 0 < Vj < f i < /?]. 
0 < \2 • í 2 < /?2, a lebo je okolie f7 € ^ množina p r v k o v x = (4+, cř2), k t o r é 
splňujú nerovnost i 0 < -A-J. < fi < ft, 0 < £2 < /i2. O z n a č m e r7' m n o ž i n u 
všetkých p rvkov # = ( Í+ s2) € 6r, kde f2 = 0, a lebo ^ — 1, pr ičom a k f2 = 0, 
ř, je rac ionálně číslo, a a k f2 — V p o t o m | J —- Tj + r2 | 2, k d e r3 a r2 sú racio
nálno čísla, rA < 0, r2 > 0. L a h k o sa přesvědčíme, že G' je p o d g r u p o i d o m gru-
poidu G. p re tože súčet dvoch racionálnycl i čísel je rac ioná lně číslo, súčet dvoch 
čísel t v a r u i\ + r2 \ 2, k d e r2 > 0 je číslo t o h o is tého t v a r u a súčet racionál-
neho čísla s číslom t v a r u r, + t\> ) 2. r2 > 0 je číslo t v a r u rl + r2 \ 2, r 2 > 0. 
G' je t e d a tiež topologickým grupoidom pri úp lnom sys téme okolí 2 ' . P o -
zrime sa bližšie. a k o vyzerá ú p l n ý sys tém okolí - J ' . Okolie U' G ! J ' je b u ď 
množina p r v k o v x -= ( i r

1 , 0) 6 O. k d e | 2 je rac ioná lně číslo, 0 < \j < fT < /i2. 
a lebo je lr/ € i j ' množina p r v k o v tr = (íl. 1). kde | , — r^ + r2 í̂ -? ri > r2 r a ~ 

cionáliu1 čísla r, > 0, n2 .;> 0. 0 < \ t < ^ < ^ , a lebo je U' 6 ^ r množina 
prvkov x ----- (f,. 0). ^ racionálno číslo, 0 < ^ x < íj < /ii a všetkých p r v k o v 
x ( í j . 1), k d e í , — rj + r2 | 2, r-,, r2 r ac ioná lně čísla, r, > 0, r2 > 0, 
0 , A, - . Í L < / ^ . 

Dalej def inujeme rozklad \G] na G. O z n a č m e X(^) m n o ž i n u všetkých prv
kov ( £ . , £ , ) € ^r, pre k to ré £j je k o n s t a n t n ě a £2 p reb ieha vše tky hodnoty^ z G(2). 

Wšetky t aké to množiny X(^) necli sú t r iodami rozkladu [G]. J e zřejmé, že 
t e n t o rozklad je topologickým r o z k l a d o m a l a h k o sa d á zistiť, že je tiež vy-
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tvára júc im rozkJadom . Pre to je [G] topologickým faktoroidom mi O. při 
úp lnom sys téme okolí ^*. O' n [O] je te raz sys tém vše tkých j e d n o b o d o v ý e h 
množin [ x}, k d e x€ O'. Cahko vidieť, že O' n [O] je tiež topolog ickým roz
kladou), a p r e t o (*>!> je topologickým grupoidom. P r v k a m i z (% sú j ednobodové 
množiny {x}. k d e x€.G' a okolie 11, € H2 je množina ])rvkov ( ,r} . kde 

x 6 l/' 6 ^ ' . P o d l á ve ty 3a je (M(,' topologickým grupoidom. P r v k a m i topologic

kého grupoidu 01/ sú t r iedy Nx(íi) — X(SX) topologického faktoroidu \G]. keď 
ir, je racionálně číslo, alebo f, -- rj -f" r2 ] 2. 'z ,̂ T2 rac ionálně čísla r, " 0. 
T, > 0. Okol iami zo il? sú m n o ž i n y t r ied Ki^), k d e fx je rac ionálně číslo. 
0 < v - j < f i < /?,. ďalej sú okol iami zo ^ množiny t r ied Ni(<?i). kde i:. — r -I- T2 j 2. 
r,. T2 rac ionálně čísla, r, < 0, T> > 0, 0 < \x < í i < /?J a konečné sú okoliami 
zo l'/ tiež m n o ž i n y tr ied N^í]), kde íj je rac ionálně číslo. 0 < ^ - i", - ; />\ . 
alebo <?. -— i\ + T2 (2 , T,, r 2, racionálně čísla, r± < 0. r2 > 0, 0 < --. < ^ <._ fl{. 

Vela i . Topologické grupoidy 01/ O 01, su izomorfně (ako topologické gru
poidy). 

D ó k a z . J e známe, že O' c \G] a O' n [67] sú izomorfně a k o g r u p o i d y (po-
zri f l]). Pr i t o m t o izomorfizme / sa k a ž d á t r i e d a Xx € O' z \G] p ros te zobrazí 

do tej t r i edy f(Xx) = X2 e O' n \G], p re k to rú p la t í X, = X, n O'. Svačí t e d a 
d o k á z a t spoj i tost zobrazenia / a k n ě m u inverzného zobrazenia / '. 

N e c h A2 = A1nO' = f(A}) a U2 je l i b o v o l n é okolie t r i e d y A.?. Nech l\ je 
množina v š e t k ý c h t r ied Xx, p r e k t o r é p l a t í X 2 = XxnG', X2č U2. P o t o m 
je zřejmé, že U\] je okolím zo H(/ a A3 € UJ. Z toho vyp lývá , že f(JT[\)C U2. 

Skutočne, keď Xx € ř/», v t e d y /(Z,) = X-. n ř?' - X 2 € V/o." 

Nech te raz / -1(^42) = Ai. t eda Ax je t á t r ieda , p re k to rú p la t í A2 ^ A. nG' 

a U(\ nech je Tubovoíné okolie t r i edy A3. Nech TI, je množinou vše tkých tr ied. 

pre k to ré p la t í X 2 = Xxn(r', K1 £ Ul{. J e zřejmé, že U2 je okol ím zo 1 2 a A2 £ ř T
2. 

Odtiai ' vyplývá, že / ^U.JC L'/. Vskutku, keď X2 € ř/2, ])otom / J( N>) je tá 
t r i e d a Xx, p re k t o r ú p la t í X, =. Xx n O', Xx 6 U\>. T e d a /~1(X2) - Xx 6 F(/. a to 
sme m a l i d o k á z a t . 

P ř í k l a d 4. N e c h O, (V. \0], {% a ( ^ sú topologické g r u p o i d y z př ík ladu 1 a 2. 
P o d l á v e t y 4 @2 a ( ^ sú izomorfně ako topologické grupoidy . 

P ř í k l a d 5. Nech O, O'. \G], (Sj2 a 01/ sú topologické g rupoidy z p i í k l a d u 3. 
0l2 a 01? sú p o d l á vety 4 izomorfně a k o topologické grupoid} r . 

P ř í k l a d 6. Nech O, 0\ (% a 01/ sú topologické g rupoidy z p r í k l a i u 1 a 2. 
Okol iami U € .H sú množiny p rvko v ( í j , £,) € <7. s])lňujúce n e r o v n o s t i 0 < \ t 

< í 3 < f t - ^ < Y2 - 2̂ < ft a ďalej sú okoliami U € M tiež množin; ; ])rvkov 

(£,, £2) £ (7, spiňujúce nerovnost i 0 < \x < í x < fjx. 0 < í 2 < /?.,. Prvkami 
])riestoru (š̂ j sú t ie isté t r iedy Xx. k t o r é sú p r v k a m i pr ies toru V̂, a Fahko 
možno zistiť, že aj okolia l\ € ^ 3 sú t ie isté ako okolia zo ^\]. 

P r v k a m i pr ies toru (tyf) sú t ie isté t r i edy X , . k to ré sú p r v k a m i ])riestoru (sl> 

a t a k isto 1'ahko zist íme, že aj okolia U^ € ^ sú t ie isté ako okolia zo l]2. Z toho 
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vyplývá, že topologické grupoidy &1 a ©§ z tohto příkladu sú izomorfně. 
To Aryplýva konečné i z článku [3] vety 11. 

P ř í k l a d 7. Nech G, G' a [G] sú topologické grupoidy z příkladu 3. Prvkám\ 
topologického grupoidu 0>)j sú triedy X1(Sl) — X(£i) € [G], kde £j jo buď 
racionálně číslo, Si > 0, alebo Si ~ rx -\~ r2 ] 2. r 3 . r2 racionálně čísJa. rx < O. 
r2 > 0. Okolím zo 2^ je množina tried X^Si), kde £j je racionálně číslo, 
0 < \j < fj < /J1? alebo £j = Tj + r2 | 2. Tj. r2 racionálně čísla, )\ < 0, 
r2 > 0, 0 < ^ < fj < /?,. 

Prvkami topologického grupoidu t%j sú všetky jednobodové množiny 
J x}. ^ 6 (7\ Okoliami z úplného systému okolí 21} sú množiny prvkov 
{ .r} = {(fi,f2)}' kde buď S2 — 0, ft racionálně číslo, 0 < x± < fj < /jj, 
alebo Č2 — V Si ~-~ r, 4 r2 | 2. rx, T2 racionálně čísla, rx < 0, r2 > 0, 0 < 

Podlá vety 11 z článku [3] sú (ŝ  a %\ izomorfně ako topologické grupoidy. 
Y následujúcom příklade ukážem, že keď [G] je topologickým rozkladom v (7, 

nemusí byť ešte G' n [G] topologieJíým rozkladom v G'. 
P ř í k l a d 8. Nech G je topologický grupoid z příkladu 1 a [G] toj)ologický 

rozklad na G z toho i stého příkladu. Nech G' je množina, všetkých takých 
prvkov x ( í j . 0) € r7, že fj je buď racionálně číslo, 0 < Si < V alebo £x je 
reálné číslo í, > I. Je zřejmé, že <7' je podgrupoidom grupoidu G, a teda tiež 
topologickým grupoidom pri úplnom systéme okolí i ' . Okolie zo 2S' je buď 
množinou prvkov ^ = (f1? 0), kde Si je reáJne číslo, 1 < Ni < Si < ft, alebo 
je okolie zo 1 ' množinou prvkov # — (Si. 0), kde fj je racionálně číslo, 
0 < \j < f j < /?3 < 1, alebo je okolie zo ]£' množinou prvkov &• -== (f1? 0), 
kde íj je buď racionálně číslo, 0 < A^ < Si < V alebo fL je reálné číslo, 
1 < S i < /^i. Nech U' je množinou všetkých prvkov x = (Si, 0), kde £,_ je 
racionálně číslo. 0 5̂  Vj < Sx < fii < 1. Eahko vidieť. že u X0 nie je otvorená 

XtnU'*c 

množina v G', pretože u X> obsahuje právě všetky prvkv x — (Sx + H, 0). 
X2nU'j-r 

kde fj je racionálně číslo, 0 < <v. < | j < ft±< 1. n = 0. 1,2. . . ., ale u X2 
X2nU'y ... 

neobsahuje žiaden prvok a: = (íi f w, 0), kde Si je iracionálně číslo, 0 < x1 < 
< íj < /?! < 1, n = 1. 2, . . . Nie je teda G' n [6?] topologickým rozkladom 
na (7'. napriek tomu, že [G] je topologickým rozkladom na G. 

Právě sme viděli, že ak [G] je topologickým rozkladom v G, nemusí G' n \G] 
byť ešte topologickým rozkladom v (7'. Nasledujíica veta dává odpověď na 
otázku, kedy sa tak stane. 

YVía Tu Nech [G] je topologickým rozkladom, v topologickom priestore G a G' 
nech je taký podpriestor topologického priestoru G. ze u X n (V ^ 0 . Nevyhnutnou 

Xe[G\ 

a postačujúcou podmienkou pre to, aby G' n [G] bol topologickým rozkladom v G' 
je. aby u X> bola otvorená množina, v G' pre každé TV € 2 \ 

• ' A ' 2 nř." > 
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D o k a z. Z definície topologického rozkladu p r i a m o vidieť, že t á t o po: lmienka 
je n e v y h n u t n á . M á m e ešte d o k á z a t , že t á t o p o d m i e n k a je postačujťica. Za 
t ý m úcelom stačí d o k á z a t , že p r e k a ž d ú tr iedu X2 6 G' n [G] je množina X2 

u z a v r e t á v G'. Skutočne . k a ž d á m n o ž i n a X2 € G' n [G] sa dá napísať 
X2 = XnG' =£0, Xe [G]. N o pre tože Xč [G] je uzavre tá množina v G. je 
X2 = X n G' u z a v r e t á množina v G'. a t ý m je veta d o k á z a n á . 

P ř í k l a d 9. R o z k l a d y [G] a G' n \G] z př ík ladu V 2 a 3 (ich prvky sú 
p r v k a m i topologických grupoidov (% a OV/ zo s p o m e n u t ý c h příkladový splňujú 
p o d m i e n k u vety 5, a preto sú obidva topologickými rozkladmi. 

Veta (5. Nech*G je topologický priestor. [G] topologický rozklad v G << G' taký 
pod priestor topologického priestoru (7, ze uXnG' ^ 0. Nech G' n [G] je topo-

X<L\G 

logický rozklad v G'. Potom identické zobrazenie topologického priestor a G' n [G] 
pri úplnom, systéme okolí ._}._ na topologický priestor (V n \G] pri úplnom systéme 
okolí 27Í:1 je spojité. 

D ó k a z . I d e n t i c k é zobrazenie. k toré každý ]>rvok X2 z topologického prie 
storu G' n [G] pr i ú p l n o m sys téme okolí 272 zobrazí n a t e n istý p r v o k X_ 
z topologického pr ies toru G' n [G] pri úp lnom sys téme okolí 11!. označme /. 
Nech V2 je 1'ubovol'né okolie t r iedy A2 = f(A2) = A nG' z topologického prie
storu G' n [G], pri úp lnom sys téme okolí 12 a A € [G]. Po tom exist ije t aké 

okolie V* 6 27*. že V2 je množinou p r á v ě všetkých tých tr ied X2. j re k toré 
X 2 = XnG' T M J a X e V*. K okoliu V* existuje t a k é okolie Včl. že I '* 
t vor ia p r á v ě vše tky tie t r iedy X. € [G]. pre k to ré X n V --£(). Ví) je t eda mno

žinou vše tkých tried X2. ])re ktoré X2 — XnG' TM) . X € [G] a X n V 0. 

P re tože u X je o tvorená množina v G. je (uX)n(y o tvorená množina v G'. 
XnV* i ' XnV. 

No (uX)nG' = u (XnG') -- u X 2 . Pretože A.,e V!!, je i C ( u A ' ) n ^ " . 
X n V / n X n V i X, e V" X n 

Nech a' € A2 C ( u l ) n G'. kde ( u X) n G' je o tvorená v (V'. Potom exisi uje t aké 
XnV z» XnV--/ - • ' 

okolie V € 1 ' p rvku a', že a' € frr C (u X)n G' = U X , . Potom však F'n X> - O 
A ' n r - A'2ef« 

len ])re t r i edy X 2 6 Ví,'. No všetky tie t r iedy X 2 . p re k to ré V n A_ / 0 tvoria 

nějaké okolie U2 € ! 2 (je to okolie t r iedy A, z topologického pr ies toru frv n [G\ 

pr i úp lnom sys téme okolí 1 2 . pretože 0 ^ { a' j C A , n F'). Z predc íádzajú-

ceho v y p l ý v á ďalej F2CV_, a pretože l 2 = f(U.2). d o s t á v á m e /( r \>)CV_, 
co sine mal i d o k á z a t . 

P o z n á m k a 5. Př ík lad 3 a 7 ukazuje, že topologické pr ies tory z \ e t y () sú 
s k u t o č n e d v a rózne topologické pr ies tory. 

P ř í k l a d 10. Podlá vety 6 je ident ické zobrazenie topologického gru-
poidu {% na topologický grupoid (ty) spojité zobrazenie. S k u t o č n e , keď 0)_ je 
topologický grupoid z p ř í k l a d u 3 a (sfí topologický grupoid z p ř í k l a d u 7, mó-
žeme k u k a ž d é m u okoliu Ví) t r i e d y { a j - ( ( \ } , \2)J € (ty) zvolit t aké okolie F.> 

t r i edy {a\ - { ( \ , . v>)| € <sv_, že / / 2 C l l Keď tot iž | O } -- ; ( \ , . ())} , 
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Yj racionálně číslo a okolie V!? triedy { ^} je množina všetkých tried { x} = 
= {(<?!, 0)} , f j racionálně číslo, 0 < /i < fj < ó^, yx< xx < d1 a všetkých 
tried { x } = {(^, 1)}, f x = 7*1 + r2 | 2, r 1 ? r2 racionálně čísla, rx ^ 0, r2 > 0, 
0 < y1 < £x < O\, yx < ÍXJ < dt, za okolie Č72 triedy {a} stačí zvolit množinu 
všetkých tried {x} = {(fx, 0)} , ^ racionálně, () < y± < i± < O\, yL < oc1 < ó1. 
Keď zase {a) = {(xx, 1)} , c<^ = r[ + r'.z (2, r[, r̂  racionálně čísla, r\ ^ 0, 
y\> > 0 a VS je okolie triedy {a}, definované tak ako v prvom případe, za 
okolie U2 triedy {a} stačí zvolit množinu všetkých tried {x} = { ( f l 5 l )} , 
£x — rx + r2 | 2, r j . r2 racionálně čísla, rx ^ 0, r2 > 0, 0 < yx < f j < o', , 

/'i < ^i < (\ • 

P ř í k l a d 11. Ukážeme teraz, že identické zobrazenie topologického gru-
poidu Qfí na topologický grupoid @2 (teda inverzné zobrazenie ku zobrazeniu 
z predchádzajúceho příkladu), keď ©§ a ©2 sú topologické grupoidy z pří
kladu 10. nie je spojité. Nech {a} = {(\lf 0)}. ^ racionálně číslo a okolím V2 

triedy {a} nech je množina všetkých tried {x} = {(fj, 0)}, fj racionálně číslo, 
0 < yx < $1< dl, yL < ccx< O\. Nech potom akokolvek zvolíme okolie Uz 

triedy {a} = {(^. 0)}, obsahuje toto okolie vždy nějaké triedy {x} = {(f 1 ? l)}, 
íj = i\ + r2 ] 2, y\, r2 racionálně čísla, ?\ ^ 0, r2 > 0, 0 < y1 < ^ < Sx, 
7i < x i < ř î (ktoré nepatria do V2) a teda Uz

itV2, čiže naše zobrazenie nie 
je spojité. Podobné sa to dá dokázat aj v případe, že {a} = {(x}, 1)}. 
\, -- r\ + K | 2, r[, r2 racionálně čísla, r\ ^ 0, r'2 > 0. 

Z vety 5 a z definície topologického faktoroidu [G] v C7 (pozři [3]) vyplývá 
okamžité: 

Veta 7. Nech &1 je topologický grupoid z definície 1, alebo nech ©í2
} je topolo

gický grupoid z definície 4. Nevyhnutnou a postačujúcou podmienkou pre to, 
aby existoval aj topologický grupoid @2 z definície 2 a topologický grupoid Q^ 
z definície 3. je splnenie podmáenky, aby u X9 holá otvorená množina v G\ pre 

*X2nU<r: 

každé U' <E 2 ' . 
Veta tt. Nech ®2 je topologický grupoid z definície 2 a (&$ topologický grupoid 

z definície 4. Nevyhnutnou a, postačujúcou podmienkou, aby identické zobrazenie 
topologického grupoidu @2 na topologický grupoid ©S bolo izomorfizmom, týchto 
topologických grupoidov, je spojitost' inverzného zobrazenia k tomuto zobrazeniu. 

D o k a z vyplývá z vety 6 a definície izomorfizmu dvoch topologických gru
poidov. 

Veta í). Nech Qb1} ©2, ©L a ©2 sú topologické grupoidy z definície 1, 2, 3 a 4. 
Nech identické zobrazenie topologického grupoidu ©2 na QS2 je spojité. Potom 
včelky štyri topologické grupoidy ©.., ©2, &( a ©§ sú izomorfně. 

D ó k a z vyplývá z vety 4, 8 a z článku [3] vety I I. 
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1 Л Т Е К А Т 1 / К А 

1. В о г й \ г к а О., "С^о(1 (1о ЪЬеопе #гир, РгаЬа 1952. 2. П о н т р я г п н /I . (.., Непрерыв

ные группы. Москва 1957.. 3. Й и 1 к а К., Торо1од1'ске #гирок1у, МатетаГ1скоЛ\ 7дка1пл 

са8ор18 1955, 1 0 — 2 1 . 

Г)оя1о 18. 1. 1957. 

О И З О М О Р Ф И З М Е Т О П О Л О Г И Ч Е С К И Х ГРУПП О ИДО И 

Р О П К Р Т Ш У Л К А 

|П)1 в о д ы 

Пусть С непустое множество с установленной операцией, ставящей в соответствие 

каждой ларе элементов а, Ь &С некоторый элемент г 6 С. Элемент г мы обозн; чаем аЬ. 

Множество С, с этой операцией называется группоидом. 

Пусть С заданное множество. Пусть И система его подмножеств, для коп рых вы 

полнены следующие условия: 

а) Для всяких двух различных точек* а и Ь из С можно найти такое множество / си

стемы !>., что а 6 С, Ь & С. 

Ь) Д л я всяких двух множеств С и V системы 2, еодержающих точку а € С. найдется 

такое множество IV системы 2, что а € IV С С П V. 

Такое множество С называется топологическим пространством, и .1 его полной 

системой окрестностей. 

Множество С называется топологическим группоидом если: 

а) С есть группоид . 

Ь) С, есть топологическое пространство. 

с) Если а и Ь два элемента множества С, то для всякой окрестности И' элемента аЬ 

найдутся такие окрестности // и Г элементов а и Ь, что / Г 1 ' С И \ 

Пусть С топологическое пространство и \С\ разбиянпс в С удовлетворяющее следую 

щим условиям: 

а) Если класс X € [С\ то множество А' С ^' замкнутое множество в /,'. 

I)) Ы X есть открытое множество в С, для всякой окрестности / € - . 

Это разбияпие будем называть 'топологическим разбиянием. 

Пусть С (Е X и |(7| 'топологическое разбияпие в С. Через //* обозначим м южество 

всех классов Л' (Е \С\ дли которых выполнено соотношение Л' П // -' ()- Гпстему вее\ 

множеств V* обозначим через 2.*. 

Пусть разбияпие \С] обладает следующим свойством: для всяких двух к. асеов Л 

Н € [С] найдется такой класс С € |6 ' | , что для всех а € Л и Ь € И выполнено аЬ € / ' . 

Тогда \С] является тоже группоидом при операции ставящей в соответствие каждой 

паре классов Л , Н класс С. Группоид [С\ называется фактороидом и это разбпппие про 

изводящим разбиянием. 

Если С топологический группоид и \С\ производящие1 топологическое разби шпе в С. 

то фактороид [С] является топологическим группоидом и 2* его 110.111011 системой 

окрестностей. Топологический группоид |У;| мы называем топологическим факюроидом. 

Пусть / отображение топологического группоида С, на топологический гр\ ппопд С* 

для которого выполнены следующие условия: 

а) Отображение/ являете}! изоморфным отображением группоида С на гру шоид/;* . 

Ь) Отображение/ является гомеоморфиым отображением топологического простран

ства С па топологическое пространство С*. 
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лто отображение называется изоморфным отображением топологического группо

ида С, на топологический группоид 6'* и мы говорим, что топологические группоиды 

(г и а* изоморфны. 

Пусть а топологическое пространство и С С О. Тогда СУ является тоже топологи 

чоским пространством, если мы за полную систему окрестностей 2 ' поставим систему 

множеств / С\(У 0, / € .... Если С является топологическим группоидом, то и (V 

является ним при полной системе окрестностей I' ' и операции согласной с операцией 

в С. 

Через (У п |6 ' | обозначим множество всех классов А 2 = X П СУ ф 0. X € |6 ' | и че

рез СУ С \С\ обозначим множество всех классов Л' 6 [ ( 7 | , д л я которых выполнено А' П 

П (У --•' 0. 

Пусть 6' топологическое пространство, |6 ' | разбияние в С, и (У тонологичос кое иод 

пространство топологического пространства С удовлетворяющее условию и X П (V М). 
А'е|Т/| 

I. Пусть \()\ топологическое разбияние и (/* € 2* окрестность, для которой выпол 
пепо Ы А' п (У 0. Пусть (\ множество всех классов Хг = X € (У* удовлетворню-

А'еГ* 
щих условию .V П СУ / 0. Систему всех множеств I \ обозначим через ^ . 

1!. Пусть СУ П \С\ топологическое разбияние в СУ и //' € 1'. Пусть ^2 множество 

т е х классов Л 2 =-= Л' П СУ / 0, для которых Л' (: \С,\ и X П / ' Х2С\(У 0. (лю

тому всех множеств //2 обозначим ^ 2 . 

/>. Пусть СУ п |6 ' | топологическое разбияние в СУ и С (Е _-/. Пусть И* множество 

всех классов Х1 = X € \С\, для которых X п Г ' Ф 0- ("истому всех множеств / " обо 

значим I " . 

4. Пусть \С\ топологическое разбияние и /'* 6 -* окрестность, для которой выпол
нено 1Л X П СУ / О. Пусть /'" множество всех классов Л/, удовлетворяющих уело-

А е Г * 

виям Л 2 = Л' п (У 7 0 и X € Г*. Систему всех множеств Г!! обозначим X". 

Мели С топологический группоид, \С\ производящие топологическое разбияние 

и СУ топологический подгруппоид топологического группоида С, то 

1. \С\ являотсч топологическим фактороидом и СУ С \С\ топологическим группо

идом при полной системе окрестностей ^ х . Обозначим его 05._. 

2. СУ П \С\ является топо.чогическим группоидом и 2 2 ого полнот-! системо|"| окрест 

постой. Обозначим ого 0)2. 

.*). (У С \Сг\ является топо.чогическим группоидом и 2? ого полной системой окрест 

постой. Обозначим ого О)". 

4. (У П \С,\ является топо.чогическим группоидом и 2" его полной системой окрест

ностей. Обозначим его (^". 

Топологические группоиды 05}' и &2 изоморфны (как топологические группоиды) 

// топо.югпчеекпе группоиды &г и &'! тоже изоморфны. 

1У-.1П существует топологическии группоид (#2 (($]), то необходимым и достаточным 

ус./опием д./// существовании топо.югичесного группоида 0}2(0)'/) является шлю.чпепие 

условия, чтобы и Л 2 было открытым множеством в СУ, для всякого (/' (Е -'. 

Х2п1т' / V 

Необходимым и достаточным условием для того, чтобы тождественное отображение 

топологического группоида 052 на топологический группоид 05!) было изоморфизмом, 

является непрерывность обратного отображения. П :пом случае все четыре топологи

ческие группоиды 051ч 0>52, 05°, 05°. изоморфны (как топологические группоиды). 
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ON THE ISOMORPHISM OF TOPOLOGICAL 
GRUPOIDS 

R O B E R T S U L K A 

S u m m a r y 

Let G be a non-empty set with an opera t ion which assoc ia tes wi th each pa i r of e lements 
a, h (E G a t h i rd e lement c (E G. The element c we shall denote ah. T h e set G wi th This 
operat ion we shall call a grupoid. 

Let he done a set G . 1 let he a system of subsets of G wh ich satisfies t h e following 
conditions: 

a) F o r any two dist inc t elements a, b € G there exists a set U of t he system .1 which 
is such t h a t a G U, h £ U. 

b) For* a n y two sets U and V of Hie sys tem 2 which contain the e lement a 6 G there 
exists a set W of t he system 2 which is such the t a 6 W C U C\ V. 

Then the set G we call a topo logical space arid t h e system 2 a complete sys tem of 
neighbor-hoods of t he space G. 

A set G we call a. topologica l grupoid if for G t h e following conditions are satisfied: 
a) G is a grupoid . 
b) G is a topologica l space. 
c) Tf a and b a re two elements of t he set 67, t h e n for every neighborhood V of the 

('lenient ah there exists a neighborhood U of the element a a n d a neighborhood V of the 
element h wh ich are such tha t t7V C W. 

Lot be done a topological space G and a decomposit ion \G] in G which has the following 
proper t i es : 

a) If t he class X £ \G] then X C G is a closed set in G. 
h) Lot U be a neighborhood of 1. Then U X' is an open set in G. 

XHUT-0 

In this ease t he decomposit ion [G| we call a topological decomposi t ion. 
Le t be {/ £ - and [G] a topological decomposit ion in G. Let U* denote t h e set of a l l 

classes X € \G] for which X O U / 0. The sys tem of all sets U* we shall del ote 1*. 
Lot the decomposi t ion \G] h a v e the following proper ty : for a n y two classes A. B 6 [G'J 

there exists a class C € [G| which is such t h a t ah € C for each a € A, h £ B. Th( n \G] is 
also a grupoid wi th the operat ion which associates with each pair of classes A, B just 
the class C. W e say t h a t the grupoid \G] is a factoroid in G and the decomposit ion \G\ 
is a de te rmin ing decomposi t ion. If G is a topological grupoid and |G | a de termining 
topological decomposi t ion in G then the factoroid [G] is a topological grupoid and )L* 
is its complete sys tem of neighborhoods. We say t h a t t h e topo logica l grupoid \G] is a topo
logical factoroid . 

Let f he a mapp ing of a topologica l grupoid G on a topo logica l grupoid (7:< which 
satisfies the following condi t ions: 

a) / is an isomorphic mapp ing of the grupoid G on the grupoid G*. 
h) j is a homomorphic mapp ing of the topo logica l space G on t he topo logica l space G*. 
Then the mapping / we call an isomorphic m a p p i n g of the topological grupoid G on 

the topological grupoid G* and say tha t the topological grupoid G* is isomorpl ic with 
the topological grupoid G. 

Let G he a topological space and (V C ( / .Then (V is also a topological space , if we take 
for the complete sys tem of neighborhoods ]£' of (V t he system of all sets U C\ G' '- <h 
U 6 1. If G is a topological grupoid, (V is it too, wi th t he comple te system of neighbor
hoods - ' and with the same operat ion like in G. 
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Let G'n[G] deno te the se t of all classes X 2 -= 1 ( 1 ( 7 ' / 0 , A" 6 [671 and G'C[G] the se t 
of all classes X 6 [67J which are such t h a t X d (V =£ 0. 

Let (7 be a topo log ica l space , [67] a decompos i t ion in G and G' a topolog ica l subspace 
of the space G which is such t h a t U X n (V /-- 0. 

XtlG] 
1. Let |G'| be a topolog ica l decomposi t ion and 67* € 2* such t h a t U X n G' •/ 0. Le t 6', 

XeC7* 

be t he set of all classes X x — X € 6/* which are such t h a t X n G' / 0. The sys tem of all 
se ts l \ we shall denote 2X . 

2. Let G"n[6r] be a topolog ical decompos i t ion in G' a n d U' 6 2 ' . Le t 672 be the set 
of all classes X 2 - X n G ' / 0 which are such tha t X € [67] and I n U' -= X 2 n Lr' / 0. 
The sys tem of all these classes U2 we shall denote 2 2 . 

3. Le t G" n [GJ be a topologica l decompos i t ion in G' and U' 6 2 ' . Le t 67? be the set 
of all classes X x -_-_ X € [67] wh ich are such that X n U' -/- 0. The sys tem of all these 
classes U{ we shall denote 2 ° . 

4. Let [67] be a topolog ical decomposi t ion and 67*6 2* such t h a t U X n 6 7 ' / 0. Let 67?, 
XtU* 

be a set of all classes X 2 wh ich are such t h a t X 2 —- X n G' / 0 and X £ U*. The sys tem 
oi' all these classes we shall denote 2_!. 

If G is a topolog ical grupoid, [G\ a de termining topolog ical decomposition and G' 
a to])ological subg rupo id of t he topolog ical grupoid (7, t h e n 

1. [GJ is a topolog ical faktoroid a n d G' C [67] is a topolog ical grupoid with the complete 
sys tem of neighborhoods 2 t . We denote th i s topolog ical grupoid 053. 

__. G'n [G] is a topolog ical grupoid with the complete sys tem of neighborhoods 2 2 . 
We deno te it 052. 

3. G'H\G\ is a topolog ical grupoid with the complete sys tem of ne ighborhoods 2" . 
We denote it 05?. 

4. G'r\[G\ is a topolog ical grupoid wi th t he complete sys tem of neighbo rhoods 2" . 
We deno t e it 05J. 

Topo log ical grupoids 05" a n d 052 a re isomorphic (as topolog ical grupoids) and topo
logical grupoids 05T and 05" a re also isomorphic . 

If t h e topolog ical grupoid 05x(05?) exists, t h e n t h e necessary a n d sufficient condition 
for t hc exis tence of t he topo log ica l g rupoid 052(05?) is t h e fulfilment of t he condition, 
that U X 2 be an open set in G' for each U' € 2 ' . 

A'2n6l'/ 0 
T h e necessary and sufficient condition for t h a t t h e identic mapping of t he topological 

grupoid 052 on t h e topological grupoid 05(_! be a n isomorphic mapping , is t he conti
nui ty of thc inverse mapping t o th i s mapp ing . T h e n all four topological grupoids 05,, 
052, 05 J, 05" are1 isomor[)hic (as topolog ical grupoids). 
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