Matematicko-fyzikalny ¢asopis

Ladislav Misik
Die Funktionen der ersten Baireschen Klasse

Matematicko-fyzikdlny ¢asopis, Vol. 15 (1965), No. 4, 296--303

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/126449

Terms of use:

© Mathematical Institute of the Slovak Academy of Sciences, 1965

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/126449
http://project.dml.cz

MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, 15, 4, 1965

DIE FUNKTIONEN DER ERSTEN BAIRESCHEN KLASSE

LADISLAV MISIK, Bratislava

Im ersten Teil dieser Arbeit werden wir auf eine grosse Giruppe der Funk-
tionen der ersten Baireschen Klasse hinweisen. Wir werden dabei voraus-
setzen, dass das Definitionsbereich der Funktionen ein metrischer Raum ist.
Dieses Resultat ist eine Verallgemeinerung eines Resultates aus [1]. In dem
zweiten Teil geben wir eine Charakterisierung der Funktionen aus der ersten
Baireschen Klasse, die die Eigenschaft von Darboux haben. Das Definitions-
bereich wird dabei jetzt ein vollstdndiger metrischer Raum, der einige Vor-
aussetzungen erfiillt. Dieses Resultat ist eine Verallgemeinerung des Satzes 4
aus der Arbeit [5]. Zum Ende werden wir auf eine Eigenschaft der Ableitung
einer additiven Intervallfunktion hinweisen.

Es sei X ein topologischer Raum, in welchem jeder Punkt den Charakter
hochstens abzahlbar hat, d. h. es existiert ein hochstens abzahlbares voll-
standiges System von Umgebungen fiir jeden Punkt. s soll fiir einen nicht
isolierten Punkt 2 € X das System {0, (x)}"_, ein vollstindiges nicht steigendes
Svstem von Umgebungen von x bedeuten. Fiir einen isolierten Punkt x € X
soll Op(z) = {2} fir n = 1,2,3, ... sein. Wenn X ein metrischer Raum ist,
dann nehmen wir fiir Oy(x), wo x kein isolierter Punkt ist, die sphérische
Umgebung des Punktes # mit dem Radius 1/n. Es sei # eine Basis offener
Mengen des topologischen Raumes X. Es soll Z, = {B: Be %, BCO,(x)
fiir irgendwelches x € X}. Es ist %, C 4y, weil fir jedes Be A,,1, BC
COpq1(x) COy(x) folgt. Essei 4@ — (B: Be #,x € Bjund A" = 4, N B.
Wir werden sagen, dass {B,},., gegen x € X konvergicrt, wobei B; € % fir
jedes 2 € A4 und A ein Abschnitt der Ordinalzahlen ist, wenn a € B, fiir jedes
4 € A ist und wenn fiir jedes n ein 1, so existiert, dass B, € # fir 1 > 1,,
Aed, ist.

Die Funktion ¢ nennt man eine Funktion auf der Basis, wenn eine solche
Basis 4 offener Mengen existiert, welche ihr Definitionsbereich ist. Fiir die
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Funktion ¢ auf der Basis # definieren wir diese zwei Punktfunktionen L(x) =
= inf {p(B): Be#®} < Ulx) =sup {p(B): Be #®} und fir »n=1,2,
3, ... diese Funktionen Ly(x) = inf {p(B) : Be 4P} < U, () = sup {p(B) : B e
e AP

Die Funktionen L(z) und Ly(z) fir » =1, 2,3, ... sind oberhalb stetig
und die Funktionen U(x) und Ujy(x) fur » = 1,2,3, ... sind unterhalb stetig.
Das geht aus folgendem hervor: die Mengen {x: L(x) < y}, {x: La(r) < y},
{@: Ux) >y} und {2 : Un(x) > y} sind fiir jede Zahl y und jedes n = 1, 2,
3,... offen. Weiter gilt es Ly() < Lyi(r) = Uyia(@) = Uy(x) fir jedes
xeX und n=1,2,3,.... Zu jedem Punkt z € X und jeder Funktion ¢
auf der Basis 4 ordnen wir eine Menge @(x) zu. Die Menge @(x) ist die Menge
aller solchen Zahlen « fiir welche eine Folge {B,},. , existiert die die Limes «
hat und fiir welche lim; ¢(B;) = « ist. Jetzt definieren wir zwei Funktionen
l(x) und wu(x) folgendermassen: l(x) = inf @(x) und u(x) = sup P(x). Weil
@(2) fiir jedes « € X nicht leer ist, gilt es l(x) = u(x). Die Funktion (), bzw.
u(x) nennt man unterer, bzw. oberer Kern [1] der Funktion ¢. Wenn I(x) =
= u(x) fir jedes x € X ist, dann sagen wir, dass die Funktion ¢ konvergent
auf X ist und @o(x) = I(x) nennt man in diesem Fall den Kern [1] der Funk-
tion ¢.

Lemma 1. Es gilt l(x) = limy, Ly(x) und w(z) = lim, Uyp(x) fir jedes x € X.

Beweis. Wenn I(x) = — oo ist, dann existiert eine Folge {B,},., welche
gegen a konvergiert, so dass limy p(B;) = —oo ist. Also ist L,(x) = — oo
fir n = 1,2, 3, ... und auch I(z) = lim,, L,(x).

Es sei — oo < l(x) << co. Bs ist evident, dass Ly(x) = l(z) fir jedes x € X
und n = 1,2, 3, ... ist. Aus dem folgt lim,, L,(z) < l(z). Zu jeder natiirlichen
Zahl n existiert cine solche B, € %%, dass Ly(x) = ¢(Byp) < Ly(x) + 1/n ist.
Daraus geht hervor, dass {B,};>, gegen x konvergiert und lim, ¢(By) =
= lim, Lyp(x) ist. Die Tatsache, dass die Folge {B,}.> ; gegen x konvergiert,
beweisen wir folgendermassen: Es gilt x € B, fir n =1,2,3,... und fiir
natiirliche Zahl ny gilt B, ¢ 4% fir n > ng, weil, By e 4P C A ist.
Also ist lim,, Ly(x) € @(x) oder lim, Ly(x) = l(x). Dann muss lim, Ly(v) =
= () sein.

Es sei l(x) = co. Zu ciner beliebigen Zahl C' existiert ein solches N, dass
fir n > N und Be 4, @B) > C ist. Es ist also Ly(x) = C fir » > N.
Daraus geht hervor, dass I(x) = lim, L,(x) ist. Ahnlich beweist man, dass
w(x) == lim, Upy(x) ist.

Satz 1. Es sei X ein metrischer Raum und die Funktion ¢ eine Funktion
auf der Basis #. Es sei ¢ konvergent auf X. Dann ist der Kern @o der Funktion ¢
aus der ersten Baireschen Klasse auf X.



Beweis. Fir jedes n=1,2,3,... und jedes v e X gilt Ly(x) < l(2) ==
= @o(x) = u(x) < Uy(x), fiir jedes n =1, 2, 3, ... sind die Funktionen Ln(x),
bzw. Uy,(x) oberhalb, bzw. unterhalb stetig. Nach dem Einschiebungssatz
([2], 8. 248) existiert eine stetige Funktion fn, die dic Ungleichung IL,(z) =
= falx) = Up(e) fiir jedes x € X erfiillt. Nach dem Lemma 1 gilt lim,, L, (x) =
= lim, Uy(x) = go(z) und aus dem folgt, dass auch lim, fu(x) = qo(x)
fiir jedes @ € X ist. Die Funktion ¢y ist also aus der ersten Baireschen Klasse.

Es sei X der n-dimensionale euklidische Raum E, und @ soll eine Intervall-
funktion sein. Wenn 7 ein Intervall im E, ist und ; fiir ¢ == 1,2, ..., n die

1
Kanten des Intervalls sind, dann nennt man die Zahl l ~(lls ... 1), wobei
n
l = max (I, ls, ..., lp) ist, das Parameter der Regularitit des Intervalls /
und man bezeichnet ihn mit (/). Fir 0 < o = 1 sei es Ay, bzw. F« das System
aller offenen, bzw. abgeschlossenen Intervalle deren Parameter der Regu-
laritdt grosser oder gleich o ist. Wir sagen, dass die Folge {[,}7>, von
Elementen aus & = U {¥a: 0 < o = 1} gegen x konvergiert, wenn x €/,
firn =1, 2,3, ... und lim,, d(J,) = 0 ist, wobei d(I) soll max {p(x, y):a,y €
€ I} bedeuten. Wenn fiir jede gegen = konvergierende Tolge {/1,}° 1, In € Lu
. . P(la) -~ :
., das Limes lim, ——— = « existicrt, wobei m(l) das
m(1y)
Lebesguesche Mass des Intervalls I bedeutet, werden wir sagen, dass
im Punkte a die Funktion @ die Ableitung D,®@(x) = a hat. Bs sei jetzt ¢ eine

. (1)
Funktion auf der Basis %, folgendermassen definiert: Fs ist ¢(f) = ——

m(1)
fiir jedes I € Za(). Wenn die Funktion ¢ in jedem Punkt 2 € X dic Ableitung
D,®(x) hat, dann ist die Ableitung Dy@ der Kern von der Funktion ¢. Daraus
ist D@ aus der ersten Baireschen Klasse [1].

Der Satz 1 ist von A. Gleyzal im [1] fir den Fall X =, und &%
= U {#a:0 <o =1} beweisen. In diesem Fall gilt auch dic inverse Be-
hauptung, d. h. jede Funktion aus der ersten Baireschen Klasse ist der Kern
irgendwelchen Intervallfunktion.

fir n=1,2,3, ..

Die Funktion f hat auf dem topologischen Raum X dic Eigenschaft von
Darboux beziiglich der Basis & offener Mengen, wenn sie folgende Kigenschaft
hat: Fiir jedes B € 4, jedes solche x, y € B, fiir welche f(x) < f(y) ist und
jede Zahl ¢ mit der Eigenschaft f(z) << ¢ < f(y) existiert ein z € B fiir das

1) I bedeutet die abgeschlosseno Hiille von I.
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f(z) = cist [3]. Es sei 9(#) das System aller Funktionen, die aus der ersten
Baireschen Klasse mit der Rigenschaft von Darboux beziiglich der Basis
A sind.

Es sei X cin metrischer Raum und d(4) soll den Durchmesser der Menge 4
bedeuten. Wir werden sagen, dass dic Folge {M,}°; gegen den Punkt
konvergiert, wenn lim, d(M,) = 0 und x e M, fir n=1,2,3,... ist. Es
sci # eine Basis der offenen Mengen im metrischen Raum X. Die Funktion f
mit dem Definitionsbereich X hat die Eigenschaft C(%), wenn fir jedes
B € # cin solches Punkt ap € B existiert, so dass folgendes gilt: Wenn {B,):°_;
gegen den Punkt @ konvergiert und By € Z fir n =1, 2, 3, ... ist, dann ist
limy f(ay) == f(x).

Wir sagen, dass die Basis 4 offener Mengen im metrischen Raum X die
Eigenschaft 1, bzw. 2, bzw. 3 hat, wenn folgendes gilt:

1. Zw jedem a e X, zu jeder natiirlichen Zahl n und zu jeder offenen Menge
Be A, fir welche x e B ist, exisltiert eine Menge U € B fir welche U C B,
d(UY << 1n und v e U — U?2), baw.

2. Bs sei BeA und B = A1\ Ao, wobei A1 und Ay zwei nicht leere zu ein-
ander fremde Mengen sind. Es soll fitr Ay und As folgendes gelten: Es sev By € B
und By C Av, bzw. By C As. Dann ist By N B C Ay, bzw. By N B C As. Unter
diesen Voraussetzungen miissen die Mengen A} O A, und A, 0 AY®3) nicht
leer sein.

3. Pir jedes B € 4 ist die Menge B eine kompakie Menge.

Satz 2. Hs sci X ein vollstindiger metrischer Rawm und 9B eine Basis der
offenen Mengen in thim mit den Kigenschaften 1 und 2. Wenn die Funktion f
die Iigenschafl C(A) hat, dann ist f e Z(B). Wenn A eine Basis auch mit der
Eigenschaft 3 ist, dann hat jede Funktion aus Z(A) die Eigenschaft C (£).

Beweis. Ks soll f die Eigenschaft ¢'(:4) haben. Legen wir @(B) = f(ap)
fir B e . Es ist evident aus der Eigenschaft (4), dass f der Kern der
Funktion ¢ auf der Basis % ist. Also nach dem Satz 1 ist f aus der ersten
Baireschen Klasse. Es sei B e 4 und B C {a: f(x) = a}, wobei a einc Zahl ist.
Es sciy € B — B. Dann existiert wegen der Bigenschaft 1 ein solches By € 4,
dass By C B, d(B)) < 1 und y e By — By ist. Durch vollstindige Induktion
kénnen wir wegen der Eigenschaft 1 eine solche Folge {B,},2, konstraieren,
fiir welche By € 4, By C B, CB, y € By — By, und d(By) < 1/n fiiv n =
= 1,2,3, ... ist. Also konvergiert die Folge {B,}° ; gegen den Punkt y und
darum muss f(y) = lim, f(r,) = a scin. Damit haben wir festgestellt,

dass B C {v:f(x) = «a} ist. Ahulich stellt man fest, dass aus der Relation

(2) Wenn Z die hier beschricbene Eigenschaft hat, dann hat sie auch die Eigenschaft 1
aus der Arbeit [3].
(*) Das Zeoichen A’ bedeutet dio Ableitung der Menge A.

299



B C {x: f(z) < a}, wobei a eine Zahl ist, die Inklusion B C {z:f(x) = a}
folgt. Daraus und aus dem Satz 3 aus [3] geht hervor, dass f € 2(%) ist.

Es soll 4 die Eigenschaft 3 haben und es sei f € 2(4). Es sei weiter {f, }n—;
eine Folge von stetigen Funktionen die auf X gegen f konvergiert. Iis sei
- B € #. Dann existiert wegen der Eigenschaft 3 und der Stetigkeit der Funk-
tion f, ein solches endliches System {B,;}"_ |, dass Bu; e #, d(Bn:) < 1/n,
sup {fu(®) : @ € By} — inf {fu(x) : @ € Bp} < l/n fiir jedes ¢=1,2,...,jn
und n=1,2,3,... und BCU {Bpi:i=1,2,...,j,) ist. Es sei %" das
System aller B,; fir ¢ =1,2,...,jp, n=1,2,3,... und fir jedes B e %.
Wir bezeichnen durch #® das System aller B € # fiir welche ein O € #®
so existiert, dass B CO ist. Es sei #® = % — H#®., Wenn B e HA® ist
dann bezeichnen wir durch np die grosste solche Zahl n fiir das B C By
fir ein ¢ gilt. Das Paar (ngp, k) gehort zur Menge B, wenn B C B, ; ist.
Fiir jede B € #® existiert ein solches Paar und wir nehmen eines von ihnen
aus und bezeichnen es durch (ng, kg).

Wihlen wir B € #® und es soll (ng, kg) zu B gehéren. Die Menge f(B)
ist ein abgeschlossener Intervall, weil die Funktion f die Eigenschaft von
Darboux beziiglich der Basis 4 hat. Weil die Funktion f, stetig ist und
fir B,,,, €% die Menge B kompakt ist, ist die Menge f,,(B,,,,) eine

np.kp ns,kp
kompakte Menge. Also existiert ein Pumct ynu ko € By, und eine Zahl

EB Gf 3 S0 d&SS lfng Jnn,/u;) EB - n(fnu nnln f(lj))( ) ist. Weil EB Gf(ff)
und f die Eigenschaft von Darboux beziiglich der Basis & hat, existiert ein
zp € B, so dass | — f(zB)| << l/np ist. Waihlen wir jetzt ug € B beliebig,
wenn B € #® ist und xp = z5, wenn B € #® ist.

Jetzt beweisen wir, dass fiir jede Folge {B®}2,, B® e # fiir 1 = 1,2, 3, ...

welche gegen den Punkt x konvergiert, lim; f(xzw) = f(x) gilt. In weiterem
werden wir ngq, und kg, durch n; und k; ersetzen.
1. Wenn alle B® e #® fir ¢=1,2,3,... sind, dann existiert B, .,

so dass B® C B, , fir:=1,2,3, ... ist. Wir werden zeigen, dass lim; n; = oo
ist. Es sei n fest gegeben. Aus x e BO® CU {Byi:t = 1,2, ..., 7, folgt es,
dass x € B, ;_fiir geeignetes i;. Weil d(B®) gegen 0 konvergiert und v e B, ;,
ist, existiert eine solche Zahl i,, dass B® C B, fiir ¢ >4, ist. Aus dem
folgt nun, dass n; = n fiir i > 4, ist. Darum ist lim; n; == oo und lim; d(B, ;)
= 0 und die Folge {B, ,}”, konvergiert gegen den Punkt .

Wenn & > 0 ist, es existiert eine solche natiirliche Zahl N, dass |fu(x) —
— f(#)] < ¢/2 fiir n > N ist. Weiter existiert eine solche natiirliche Zahl N,
dass n; > max (2/e, N) fiir ¢+ > N’ ist. Es sei ¢ > max (N, N). Die Punkte
Ymr und x sind aus abgeschlossener Hiille der offenen Menge B, ; auf
welcher der ahsolute Wert der Differenz von Werten von Funktion f, in

(%) (A B) =inf {p(z,y): 2 € 4, y € B}.

300



zwei Punkten kleiner als 1/n; ist und so ist |f, () — fo (@) < 1/n;. Dann
gilt 1o () — SO = 110 r) — fu@)] -+ 1 fo@) — fl@)] < Uni + &2 < e
Darum st lim; f, () = f@). Weil  [fleyn) — folui)] = | f@ge) —
— Epol + g0 = Lula)l <2 Ung  o(fu(By1), f(b©) = 1n; + 1 f,(v) —
— f()! ist und weil weiter lim; n; = co und lim; f, (x) = f(z), es gilt, dass
timy flage) = limg fo (0,0 = f) ist.

2. Wenn B® e %@ nicht fir alle ¢ gilt, dann existiert fiir x ein solches
By fiir das @ € By ist. Das geht aus der Tatsache hervor, dass 4 eine Basis
von offenen Mengen ist. Zu By existiert ein solches [, dass B®W C By fur
¢ > I ist und also ist B® ¢ #® fiir ¢ € I. Aus dem, was wir schon bewiesen
haben und aus dieser Betrachtung ist es evident, dass lim; f(aye) == f(x) ist.

Den Satz konnen wir beniitzen zum Beispiel fiir den Iall, dass X der »n-di-
mensionale euklidische Ratm £, und 4 entweder die Basis %; aller offenen
Intervale oder die Basis 4 aller sphérischen Umgebungen im F, ist. Die
Systeme 4; und %> haben offensichtlich die Eigenschaften 1, 2 und 3 ([3]).
Fiir n = 1 bekommen wir aus dem Satz 2 den Satz 4 aus [5].

Es sei ¢ eine Intervallfunktion. Die Funktion ¢ hat im Punkte 2 die Ablei-
tung De¢(2) dann und nur dann, wenn fiir jede Folge {Z,};, fir die x € I,
. . . . ¢(In) .
fir 2 = 1,2.3,... und lim, d(/,)=0 ist, lim, -“———= Dg(x) gilt.

m(Ly)
Wenn die Funktion ¢ die Ableitung in jedem Punkt aus #, hat, wird D ¢
die Ableitung von der Funktion ¢ bedeuten. Die Funktion ¢ heisst additiv,
wenn fir jede zwei abgeschlossene Intervalle 77 und /o, fiir welche ihre Verei-
nigung cin abgeschlossener Intervall und int Iy N int I = C(%) ist, ¢(I1 U I3) =
— g(1) 4 () gilt.

Igs sei f eine Funktion mit dem Definitionsbereich #, . Die Funktion f hat
die Eigenschatt ¢!y dann und nur dann. wenn es moglich ist zu jedem abge-
schlossenen Intervall 7 cinen Punkt a; € int 7 so zuzuordnen, dass die Inter-
vallfunktion f(axp)m(l) cine additive Intervallfunktion ist, und wenn fur jede
Folge {1,},., von abgeschlossenen Intervallen. welche gegen a konvergiert,
lim, flr, )= f(x) gilt.

Satz 3. e Funktion [ ist etne Ableitung einer additiven Intervallfunltion
dann und nur dann, wenn sie die Eigenschaft Cy hal.

Beweis. Es sei f= D ¢. wobei ¢ cine additive Intervallfunktion ist. Dann
nach dem Zusatz aus der Arbeit [4] existiert fiir jeden abgeschlossenen Inter-

(*) int 1 bedeutet den offenen Kern von 1. Das Zeichen () bedeutet die leere Menge.
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vall ein Punkt a7 € int [ so, dass D @(x)m(f) = ¢(I) ist. Wihlen wir in jedem
abgeschlossenen Intervall einen solchen Punkt. Dann ist die Funktion Sflaerym(1)
eine additive Intervallfunktion, weil sie gleich ¢(I) ist. Weiter gilt, dass fiir
jede Folge {I,};>, von abgeschlossenen Intervallen, welche gegen x kon-

(1
vergiert, lim, f(x;) = lim, ji(,,,,,,_ = D ¢(2) = f(z) ist. Also hat f die

Eigenschaft C;.

Es soll f die Eigenschaft C; haben. Dann legen wir ¢([f) == f(xr)m(l) fir
jeden abgeschlossenen Intervall. Dann ist ¢ eine additive Intervallfunktion.
Es sei {I,};>; eine Folge von abgeschlossenen Intervallen, welche gegen
den Punkt x konvergiert. Dann gilt D ¢(x) = lin, ql((lln))— = lim, f(z;) =

m(Ip
= f(z). Also hat ¢ die Ableitung und es gilt D ¢ = f.

Neugebauer hat in [6] bewiesen, dass die Ableitung jeder stetigen ballan-
sierenden Intervallfunktion die Eigenschaft von Darboux beziiglich des
Systems offener Intervallen hat. Die Behauptung gilt auch in dem Ialle,
wenn wir die Intervallfunktion durch eine Funktion auf den sphirischen
Umgebungen und Intervalle durch sphérische Umgebungen ersetzen.
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OYHKINN IIEPBOTO KJIACCA BO9PA
Jlagucaas Munmuk
Pesiome

PaGora comepsut Tpu pesyibTaThl. .

Ecin X — merpuueckoe mpocrpancrso, a % — HEKOTOPBIl 6a3iC OTKPHITHIX MHOKECTB
B X, TO {B,,} , e Bpe Znpun =1,2,3, ..., cXogurcs K aaeMenry x € X npu ycaonun,
aro x € B, mpn n = 1, 2, 3, ... M IOCJIEOBATEJLIOCT) IFAMETPOB MHOMKECTB B, CXOAUTCHA
Kk 0. Oyuruusa 6azuca ¢(B), B € 4, cxoqurca Ha X K ALY @o(x), €CIN JLIIA KAKIOTO die-
Menra x € X 1 U Kevsioii mocaejtoparensHocTi {B,}, CXORAmelicA K DIeMenTy x, nMeer
mecto limy, @(By) = @o(x). llepnurii pesyasrar Takoit: Aapo go(x) ABIsgeTca Bcerga GyHKImeil
nepsoro Kiaacca bopa.

Bropoit pesyabrar Kacaercst QYHKIUM IepBoro kKiacca Bopa co cpoiicrsom lapOy.
Ceiiyac X -— mommoe MeTpiHueckoe IPOCTPAHCTBO ¢ 6asncoM %, yROBICTBOPAIOLINM TAKUM
YCJIOBHSM : ‘

1. K kamjiomy 2 € X, K KamIOMY HATYpAJILHOMY YUCIY n M KGKIOMY MHOMKECTBY
B € # raxomy, uro x € B3, cyniecrsyer rakoe U € Z,uto U C B, x € U—U,a muamerp U

1
MEHDBIIEC, YeM
n

2. JIast RUKIOT0 B € # 1 JUIA KOKIOTo pasnokeHns B = A1 U 4z Ha [Ba HEIMyCTHIX
It HCTIePeCCKAIOMNXCA MHOMeCTBA ¢O cBoiictBaMu: fuA Bo € # u Bo C Ay (Bo C As), crpa-
sepanso o N B C Ay (Bo N B C A), muoskecrsa A; N A, u A, N A, — Hemycrsl
(-1” osHauaer Mpons3BOJIY0 MHOKecTBa A).

Oynwuus f, onpepesennas ua X, umeer cpoiicrBo JlapOy ortmnocuresabuo Oasuca %,
eca Ui Kawjoro B e A, x,ye B u f(x) < c¢ < fly) cywecrByer Takoe z € B, uro
f(z) =c.

[Bean gynrums f, onpejesiennast na X, ectb nepporo kiaacca Bopa co cpoitcrsom apoy
OTHOCHTEJIBIIO (asuca 4, TO MOKHO KamAOMY dIIeMEHTY B € # COIOCTaBUTh HJIEMEHT
rp € B rax, uro lim, f(ey,) = f(r) npn ycmonuu, uro lim.B, = x (mpuuem mpu CcxXomu-
mocti {£3,} K @ ueoGXoMO ycnoBue & € B, 3aMenuts yciosueM x € B,). Ecan Gasiuc %
TAKoif, UTO 3. B — KOMIIAKTIIOE MHOKECTBO JJIfA Kaykmaoro B € 4, To cupanejiuBo u o0par-
HHOe yTBepHSICcHIe.

Tperunit pesyJipbTaT CONEpHUT OJHO HeoOXOAMMOC M JIOCTATOYHOE YCJIOBHE [JA TOro,
wroObl PYHKIMA, ONpeResieHnasd B n-MepHOM eBKIM0BOM IPOCTPAHCTBe, ObLIA IPOU3BOXHOIL
OT YUIMTUBHON (YHKLUIH MHTEpBAIA.
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