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MATEMATICKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS SAV, 15, 4, 1965 

DIE FUNKTIONEN DER ERSTEN BAIRESCHEN KLASSE 

LADISLAV MIŠÍK, Bratislava 

I m ersten Teil dieser Arbeit werden wir auf eine grosse Gruppe der Funk­
tionen der ersten Baireschen Klasse hinweisen. Wir werden dabei voraus­
setzen, dass das Definitionsbereich der Funktionen ein metrischer Raum ist. 
Dieses Resultat ist eine Verallgemeinerung eines Resultates aus [1]. In dem 
zweiten Teil geben wir eine Charakterisierung der Funktionen aus der ersten 
Baireschen Klasse, die die Eigenschaft von Darboux haben. Das Definitions­
bereich wird dabei jetzt ein vollständiger metrischer Raum, der einige Vor­
aussetzungen erfüllt. Dieses Resultat ist eine Verallgemeinerung des Satzes 4 
aus der Arbeit [5]. Zum Ende werden wir auf eine Eigenschaft der Ableitung 
einer additiven Intervallfunktion hinweisen. 

1 

Es sei X ein topologischer Raum, in welchem jeder Punkt den Charakter 
höchstens abzählbar hat, d. h. es existiert ein höchstens abzahlbares voll­
ständiges System von Umgebungen für jeden Punkt . Es soll für einen nicht 
isolierten Punkt x e X das System {0n(x)}^A ein vollständiges nicht steigendes 
System von Umgebungen von x bedeuten. Für einen isolierten Punkt x e X 
soll On(x) = {x} für n — 1, 2, 3, . . . sein. Wenn X ein metrischer Raum ist, 
dann nehmen wir für On(x), wo x kein isolierter Punkt ist, die sphärische 
Umgebung des Punktes x mit dem Radius \\n. Es sei 3S eine Basis offener 
Mengen des topologischen Raumes X. Es soll 38n = \B\Be3S, BCOn(x) 
für irgendwelches XEX}.FJS ist 3Sn^ C3ßn, weil für jedes DG/Irn, B C 
C On+i(x) C 0n(x) folgt. Es sei .2?<*> = {B : B e 3S, x e B} und 3äf = <%n n 3S{X\ 
Wir werden sagen, dass {BK}?sA gegen x e X konvergiert, wobei BÄ e 3S für 
jedes X e A und A ein Abschnitt der Ordinalzahlen ist, wenn x e BÄ für jedes 
l e A ist und wenn für jedes n ein ln so existiert, dass Bx e 3Sn^ für l > ln, 
l e A, ist. 

Die Funktion cp nennt man eine Funktion auf der Basis, wenn eine solche 
Basis 3$ offener Mengen existiere, welche ihr Definitionsbereich ist. Für die 
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Funktion <p auf der Basis 31 definieren wir diese zwei Funktfunktionen L(x) = 
= inf {<p(B) : B e &&)} <j U(x) = sup {<p(B) : B e W*)} und für n = 1, 2, 
3, . . . diese Funktionen Ln(x) = inf {<p(B) : B e ^ } ^ v„(cc) = sup {<p(B) : B e 

Die Funktionen .£(#) und JL^(X-) für n= 1 , 2 , 3 , . . . sind oberhalb stetig 
und die Funktionen U(x) und Un(x) für n = 1,2,3, . . . sind unterhalb stetig. 
Das geht aus folgendem hervor: die Mengen {x : L(x) < y}, {x : Ln(x) < y}, 
{x : U(x) > y} und {x : Un(x) > y} sind für jede Zahl y und jedes n = 1,2, 
3, . . . offen. Weiter gilt es Ln(x) fg Ln+±(x) ^ Un+1(x) <̂  Un(x) für jedes 
x e X und n = 1, 2, 3, . . . . Zu jedem Punkt x e X und jeder Funktion (p 
auf der Basis SS ordnen wir eine Menge @(x) zu. Die Menge &(x) ist die Menge 
aller solchen Zahlen a für welche eine Folge {Bx}XeA existiert die die Limes x 
hat und für wrelche lim^ (p(B^) = a ist. Je tz t definieren wir zwei Funktionen 
l(x) und u(x) folgendermassen: l(x) = inf&(x) und u(x) = sup &(x). Weil 
0(x) für jedes x e X nicht leer ist, gilt es l(x) 5S u(x). Die Funktion l(x), bzw. 
u(x) nennt man unterer, bzw. oberer Kern [1] der Funktion cp. Wenn l(x) = 
= u(x) für jedes x e X ist, dann sagen wir, dass die Funktion qp konvergent 
auf X ist und (p0(x) = l(x) nennt man in diesem Fall den Kern [1] der Funk­
tion (p. 

Lemma 1. Es gilt l(x) = lim^ Ln(x) und u(x) = lim^ Un(x) für jedes x e X, 
Bewe i s . Wenn l(x) = — oo ist, dann existiert eine Folge {BA}AEA welche 

gegen x konvergiert, so dass lim^ (p(B^) = — oo ist. Also ist Ln(x) = — oo 
für n = 1, 2, 3, . . . und auch l(x) = \m\n Ln(x). 

Es sei — oo < l(x) < oo. Es ist evident, dass Ln(x) ^ l(x) für jedes x e X 
und n = 1, 2, 3, . . . ist. Aus dem folgt limw Ln(x) ^ l(x). Zu jeder natürlichen 
Zahl n existiert eine solche Bn e 3tfn\ dass Ln(x) ^ <p(Bn) < Ln(x) + \jn ist. 
Daraus geht hervor, dass {Bn}n_A gegen x konvergiert und lim^ (p(Bn) = 
= lim^ Ln(x) ist. Die Tatsache, dass die Folge {Bn}n = 1 gegen x konvergiert, 
beweisen wir folgendermassen: Es gilt x e Bn für n = 1, 2, 3, . . . und für 
natürliche Zahl n0 gilt Bn e &% für n>n0, weil. Bn e 38f C &<& ist. 
Also ist \\mn Ln(x) e 0(x) oder lim^ Ln(x) >̂ l(x). Dann muss lim^ Ln(x) = 
= l(x) sein. 

Es sei l(x) = oo. Zu einer beliebigen Zahl C existiert ein solches N, dass 
für n > N und B e<0n\ tp(B) > C ist. Es ist also Ln(x) ^ G für n > N. 
Daraus geht hervor, dass l(x) = lim^ Ln(x) ist. Ähnlich beweist man, dass 
u(x) = \'m\n Un(x) ist. 

Satz 1. Es sei X ein metrischer Raum und die Funktion cp eine Funktion 
auf der Basis 38. Es sei (p konvergent auf X. Dann ist der Kern (p0 der Funktion (p 
aus der erstell Baireschen Klasse auf X. 
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B e w e i s . Für jedes n = 1, 2, 3, . . . und jedes x eX gilt Ln(x) < l(x) = 
= <Po(x) = u(x) < Un(x), für jedes n = 1, 2, 3, . . . sind die Funktionen Ln(%), 
bzw. Un(x) oberhalb, bzw. unterhalb stetig. Nach dem Einschiebungssatz 
([2], S. 248) existiert eine stetige Funktion fn, die die Ungleichung ljn(x) ^ 
^fn(x) fS Un(x) für jedes x e X erfüllt. Nach dem Lemma 1 gilt limw L^n(

x) = 
= limw Un(x) = (po(x) und aus dem folgt, dass auch limn fn(x) = 9]o(x) 
für jedes x e X ist. Die Funktion <po ist also aus der ersten Baireschen Klasse. 

Es sei X der ?i-dimensionale euklidische Raum En und 0 soll eine Intervall­
funktion sein. Wenn / ein Intervall im En ist und k für i = l, 2, . . . , n die 

1 
Kanten des Intervalls sind, dann nennt man die Zahl — ( h h . . . In), wobei 

ln 

l — max (h, h, • • •, In) ist, das Parameter der Regularität des Intervalls / 
und man bezeichnet ihn mit r(I). Für 0 < a < 1 sei es 33 a, bzw. -5̂ « das System 
aller offenen, bzw. abgeschlossenen Intervalle deren Parameter der Regu­
larität grösser oder gleich a ist. Wir sagen, dass die Folge {In}n = i v o n 

Elementen aus £f = \J {Sfa : 0 < oc < 1} gegen x konvergiert, wenn x e ln 

für n = 1, 2, 3, . . . und limw d(ln) = 0 ist, wobei d(l) soll max {Q(X, y) : a\ y e 
e 1} bedeuten. Wenn für jede gegen x konvergierende Folge {ln}n==1, In t^a 

für n = 1, 2, 3, . . . , das Limes Mmn = a existiert, wobei m(l) das 
m,(In) 

Lebesguesche Mass des Intervalls / bedeutet, werden wir sagen, dass 
im Punkte x die Funktion 0 die Ableitung Da0(x) = a hat. Es sei jetzt (p eine 

0(1) 
Funktion auf der Basis &a folgendermassen definiert: Es ist (p(l) = — 

???(/) 

für jedes / e 38 a{^). Wenn die Funktion <p in jedem Punkt x e X die Ableitung 
Da0(x) hat, dann ist die Ableitung Da0 der Kern von der Funktion <p. Daraus 
ist Da0 aus der ersten Baireschen Klasse [1]. 

Der Satz 1 ist von A. G l e y z a l im [1] für den Fall X =En und 38 ------
= U {^(x : 0 < a ^ 1} beweisen. In diesem Fall gilt auch die inverse Be­
hauptung, d. h. jede Funktion aus der ersten Baireschen Klasse ist der Kern 
irgendwelchen Intervallfunktion. 

Die Funktion / hat auf dem topologischen Raum X die Eigenschaft von 
Darboux bezüglich der Basis 38 offener Mengen, wenn sie folgende Eigenschaft 
hat: Für jedes B e 38, jedes solche x, y e B, für welche f(x) < /(?/) ist und 
jede Zahl c mit der Eigenschaft f(x) < c < f(y) existiert ein z e B für das 

x) I bedeutet die abgeschlossene Hülle von I. 
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f(z) = c ist [3]. Es sei 3>(äB) das System aller Funktionen, die aus der ersten 
Baireschen Klasse mit der Eigenschaft von Darboux bezüglich der Basis 
SS sind. 

Es sei X ein metrischer Raum und d(A) soll den Durchmesser der Menge A 
bedeuten . Wir werden sagen, dass die Folge {Mn}n = 1 gegen den Punkt x 
konvergiert, wenn \\mn d(Mn) = 0 und x e Mn für n — 1. 2, 3, . . . ist. Es 
sei SS- eine Basis der offenen Mengen im metrischen Raum X. Die Funktion / 
mit dem Definitionsbereich X hat die Eigenschaft C(3S), wenn für jedes 
B e 0ß ein solches Punkt XB e B existiert, so dass folgendes gilt: Wenn {Bn]n=1 

gegen den Punkt x konvergiert und Bn e 23 für n = 1 , 2 , 3 , . . . ist, dann ist 
lim* f(xBn) =f(x). 

Wir sagen, dass die Basis äfi offener Mengen im metrischen Raum X die 
Eigenschaft 1, bzw. 2, bzw. 3 hat, wenn folgendes gilt: 

1. Zu jedem x e X, zu jeder natürliche?! Zahl n ^l?^d zu jeder offenen Menge 
B e SS, für welche x e B ist, existiert eine Menge U e Sfi für welche U C B, 
d(U) < Ijn und x e Ü — c/(2), bzw. 

2. Es sei B e ätf und B — A\ U A2, wobei A\ und A2 zwei nicht leere zu ein­
ander fremde Mengen sind. Es soll für A\ und, A2 folgendes gelten: Es sei B0 e t% 
und B0 C A\, bzw. B0 C A2, Dann ist B{) n B C A\, bzw. B0 n B C A2. Unter 
diesen Voraussetzungen müssen die Mengen A[ n A2 und A1 n A'<2(

3) nicht 
leer sein. 

3. Für jedes B e ää ist die Menge B eine kompakte Menge. 

Satz 2. Es sei X ein vollständiger metrischer Raum und & eine Basis der 
offenen Mengen in ihm mit den Eigenschaften 1 und 2. Wenn die Funktion f 
die Eigenschaft G(;tf) hat, dann ist f e Q(S). Wenn {J3 eine Basis auch mit eler 
Eigenschaft 3 ist, dann hat jede Funktion aus 3)($) die Eigenschaft C (38). 

B e w e i s . Es soll / die Eigenschaft C(S) haben. Legen wir (p(B) = f(xB) 
für B e äS. Es ist evident aus der Eigenschaft G(ää), dass / der Kern der 
Funktion <p auf der Basis £iS ist. Also nach dem Satz 1 ist / aus der ersten 
Baireschen Klasse. Es sei B e lid und B C [x : f(x) ^ a}, wobei a eine Zahl ist. 
Es sei y e B — B. Dann existiert wegen der Eigenschaft 1 ein solches B\ e t%, 
dass B\ CB, d(B\) < 1 und y e B\ — B\ ist. Durch vollständige Induktion 
können wir wegen der Eigenschaft 1 eine solche Folge {Bn}n==1 konstruieren, 
für welche Bn e$, Bn+\ C Bn C B, y e Bn — Bn und d(Bn) < \\n für n = 
= 1, 2, 3, . . . ist. Also konvergiert die Folge {Bn}^=1 gegen den Punkt y und 
darum muss f(y) = ]im„ f{xBn) ^ a sein. Damit haben wir festgestellt, 
dass B C {x :f(x) ^ a} ist. Ähnlich stellt man fest, dass aus der Relation 

(2) Worin 38 clio hier beschriebene Eigenschaf t hat, d a n n h a t sie auch die Eigenschaf t 1 
a n s der Arbe i t [3J. 

(3) D a s Zeichen A' bedeu te t die Able i tung der Menge A. 
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B C {x :f(x) = a}, wobei a eine Zahl ist, die Inklusion B C {x :f(x) ^ a} 
folgt. Daraus und aus dem Satz 3 aus [3] geht hervor, dass / e 2 (SS) ist. 

Es soll SS die Eigenschaft 3 haben und es sei / e @(SS). Es sei weiter {fn}n = 1 

eine Folge von stetigen Funktionen die auf X gegen / konvergiert. Es sei 
B e SS. Dann existiert wegen der Eigenschaft 3 und der Stetigkeit der Funk­
tion fn ein solches endliches System {Bni}ln

=^l, dass Bntt eSS, d(Bn,i) < 1/n, 
sup {/»(#) • x e Bn,i} — inf {fn{x) : x e BnA} < 1/n für jedes i = 1 ,2 , . . . Jn 

und n = 1, 2, 3, . . . und B C \J {Bn,t \i = 1, 2, ...,jn} ist. Es sei SS{1) das 
System aller Bn,i für i = 1, 2, . . . , j n , n = 1, 2, 3, . . . und für jedes B eSS. 
Wir bezeichnen durch SSW das System aller B e SS für welche ein O G SS^ 
so existiert, dass B C 0 ist. Es sei SSW = SS — SSW. Wenn BeSSW ist 
dann bezeichnen wir durch nB die grösste solche Zahl n für das B C Bn^ 
für ein i gilt. Das Paar (nB,k) gehört zur Menge B, wenn BCBnBk ist. 
Für jede B e SSW existiert ein solches Paar und wir nehmen eines von ihnen 
aus und bezeichnen es durch (nB, kB). 

Wählen wir B e SSW und es soll (nB, kB) zu B gehören. Die Menge f(B) 
ist ein abgeschlossener Intervall, weil die Funktion / die Eigenschaft von 
Darboux bezüglich der Basis SS hat . Weil die Funktion fnB stetig ist und 
f ü r BnB,kB

 e @ die Menge BHBM kompakt ist, ist die Menge fnH(BrlBjCn) eine 
kompakte Menge. Also existiert ein Punkt ynBjkB e BnnkB und eine Zahl 
iBef(B), so dass \fnB(yHBita) - &| = Q(fnB(BnBjCn)j(B))(*)'ist. Weil & e / ( f i , 
und / die Eigenschaft von Darboux bezüglich der Basis SS hat, existiert ein 
ZBEB, SO dass \£B ~ f(zB)\ < l/nB ist. Wählen wir jetzt xB e B beliebig, 
wenn B e SS®) ist und xB = zB, wenn B e SSW ist. 

Jetzt beweisen wir, dass für jede Folge {BW}™==1 > B{i) E & für i = 1, 2, 3, ... 
welche gegen den Punkt x konvergiert, lim^ f(xß(t)) = f(x) gilt. In weiterem 
werden wir nß(i) und kß(i) durch m und ki ersetzen. 

1. Wenn alle BW e SSW für i=l,2, 3, ... sind, dann existiert Bnuki, 
so dass BW C Bn.ki ftiri = 1, 2, 3, . . . ist. Wir werden zeigen, dass lim; nt = oo 
ist. Es sei n fest gegeben. Aus x e BW C \J {Bn,i • i = 1-2, . . . , jw} folgt es, 
dass x e Bnix für geeignetes ix. Weil d(BW) gegen 0 konvergiert und x e Bnix 

ist, existiert eine solche Zahl in, dass BW C Bnix für i > in ist. Aus dem 
folgt nun, dass nt ^ n für i > in ist. Darum ist lim^ ni = oo und lim^ d(Btu k.) 
= 0 und die Folge {Bnit1c^?L1 konvergiert gegen den Punkt x. 

Wenn e > 0 ist, es existiert eine solche natürliche Zahl N, dass \fn(x) — 
— f(x)\ < e/2 für n> N ist. Weiter existiert eine solche natürliche Zahl A7', 
dass nt > max (2/e, N) für i > N' ist. Es sei i > max (Nr, N). Die Punkte 
y m ^ und x sind aus abgeschlossener Hülle der offenen Menge Bniki auf 
welcher der absolute Wert der Differenz von Werten von Funktion fn. in 

(4) Q(A, B) -= inf {Q(X, y) : x G .4, ?/ G B}. 
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zwei Tunkten kleiner als Um ist und so ist \fni(yniki) — fn,(x)\ < 1/n*. Dann 

gilt \fn,(y«,.h) - f(*)\ ^ \UVnuc) - / « , (* ) ! + l/„(*) ~ftx)\ < Vm + e/2 < e. 
Darum ist lim,. /„.(?/.,.,..,) = /(*) . Weil [/(.%<„) - fni(yniM)\ < I./K«,) -

- f„<.,l + |£««., - /„.(.y.,,,!,)! < ]/»/ 4- Q(f,,,(Bnukl), f(M))) < 1 K + ! / , » -
— /(x)j ist und weil weiter lim^ m = co und lim, /m(#) = f(%), es gilt, dass 
lim- /(,Tyj(,) ==, lim- fnt(ynttki) = f(x) ist. 

2. Wenn BW E ä#W nicht für alle i gilt, dann existiert für x ein solches 
Z?i,fc für das x e Bi^ ist. Das geht aus der Tatsache hervor, dass & eine Basis 
von offenen Mengen ist. Zu Bi.jc existiert ein solches / , dass BW C B\^ für 
i > / ist und also ist BW e ^ 2 ) für i e I. Aus dem, was wir schon bewiesen 
haben und aus dieser Betrachtung ist es evident, dass lim- f(xß{i)) — f(x) ist. 

Den Satz können wir benützen zum Beispiel für den Fall, dass X der n-&\-
mensionale euklidische Kai m En und 38 entweder die Basis 38 \ aller offenen 
Intervale oder die Basis 38 % aller sphärischen Umgebungen im En ist. Die 
Systeme PJ8i und 3$o haben offensichtlich die Eigenschaften 1, 2 und 3 ([3]). 
Für n — 1 bekommen wir aus dem Satz 2 den Satz 4 aus [5]. 

Es sei o eine Intervallfunktion. Die Funktion (p hat im Punkte x die Ablei­
tung D(p(x) dann und nur dann, wenn für jede Folge {/w}^-i ^ r die # 6 In 

<P(In) 
für ?? -^ 1, 2. 3, . . . und lim^ d(Jn) — 0 ist, lim?;. = D<p(x) gilt. 

m(In) 
Wenn die Funktion <p die Ableitung in jedem Punkt aus En hat, wird D ep 
die Ableitung von der Funktion <p bedeuten. Die Funktion (p heisst additiv, 
wenn für jede zwei abgeschlossene Intervalle / i und lo, für welche ihre Verei­
nigungein abgeschlossener Intervall und int /] n int 1% = C(5) ist, <p(Ii U I2) = 
^ 9-'(/i) + v(h) gilt. 

Es sei / eine Funktion mit dem Defmitionsbereich En. Die Funktion / ha t 
die Eigenschaft 6\ dann und nur dann, wenn es möglich ist zu jedem abge­
schlossenen Intervall / einen Punkt xj e int / so zuzuordnen, dass die Inter­
vallfunktion f(x[)m(I) eine additive Intervallfunktion ist, und wenn für jede 
Folge1 {In}'n-i von abgeschlossenen Intervallen, welche gegen x konvergiert, 
Hmw / ( ^ J = / ( a - ) g i l t . -

Satz 3. Die Funktion f ist eine Ableitung einer additiven Intervallfunktion 
dann und nur dann, wenn sie die Eigenschaft Ci hat. 

B e w e i s . Es sei/-— D 9!, wobei (p eine additive Intervallfunktion ist. Dann 
nach dem Zusatz aus der Arbeit [4 ] existiert für jeden abgeschlossenen Liter-

(r>) int 1 bedeutet den offenen Kern von /. Das Zeichen 0 bedeutet die leere Menge. 
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vall ein Punkt xj e int I so, dass D qj(xi)m(I) = tp(I) ist. Wählen wir in jedem 
abgeschlossenen Intervall einen solchen Punkt . Dann ist die Funktion f(xi)m(I) 
eine additive Intervallfunktion, weil sie gleich cp(l) ist. Weiter gilt, dass für 
jede Folge {In}n==1 von abgeschlossenen Intervallen, welche gegen x kon-

<P(In) 
vergiert, lim^ f(xJn) = lim^ = I) cp(x) = f(x) ist. Also hat / die 

m(In) 
Eigenschaft Ci. 

Es soll / die Eigenschaft Ci haben. Dann legen wir <p(I) — f(xi)m(I) für 
jeden abgeschlossenen Intervall. Dann ist cp eine additive Intervallfunktion. 
Es sei {In}^=1 eine Folge von abgeschlossenen Intervallen, welche gegen 

<P(In) 
den Punkt x konvergiert. Dann gilt D cp(x) = \\mn — \\van f(xJn) = 

m(In) 
= f(x). Also hat y die Ableitung und es gilt D cp = f. 

N e u g e b a u e r hat in [6] bewiesen, dass die Ableitung jeder stetigen ballan-
sierenden Intervallfunktion die Eigenschaft von Darboux bezüglich des 
Systems offener Intervallen hat. Die Behauptung gilt auch in dem F'alle, 
wenn wir die Intervallfunktion durch eine Funktion auf den sphärischen 
Umgebungen und Intervalle durch sphärische Umgebungen ersetzen. 
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ФУHKЦИИ ПEPBOГO KЛACCA БЭPA 

Лaдиcлaв Mишик 

Peзюмe 

Paбoтa coдepжит тpи peзyльтaты. • 
Ecли X — мeтpичecкoe пpocтpaнcтвo, a 38 — нeкoтopый бaзиc oткpытыx мнoжecтв 

n X, тo {Bn}, гдe Bn є 38 пpи n = 1 ,2,3, . . . , cxoдитcя к әлeмeнтy x є X пpи ycлoвии, 
чтo x є Bn пpи 7 г = l , 2 , 3 , . . . и пocлeдoвaтeлыюcть диaмeтpoв мнoжecтв Bn cxoдитcя 
к 0. Фyпкция бaзиca Ф(B), B Є 38, cxoдитcя нa X к ядpy фo(x), ecли для кaждoгo элe-
мeптa x є X и для кaждoii пocлeдoвaтeлыюcти {Bu}, cxoдящeйcя к элeмeнтy x, имeeт 
мecтo lirrbi ф(Bn) = фo(x). Пepвый peзyльтaт тaкoй: Ядpo фo(x) являeтcя вceгдa фyнкциeй 
пepвoгo клacca Бэpa. 

Bтoport peзyльтaт кacaeтcя фyнкции пepвoгo клacca Бэpa co cвoйcтвoм Дapбy. 
Ceйчac X — пoлiюe мeтpичecкoe пpocтpaнcтвo c бaзиcoм 38, yдoвлeтвopяющим тaким 
ycлoвиям: 

1. K кaждoмy xєX, к кaждoмy нaтypaльнoмy чиcлy n и кaждoмy мнoжecтвy 
B є 38 тaкoмy, чтo x є B, cyщecтвyeт тaкoe U є 38, чтo U C B, x є Ü — U, a диaмeтp U 

1 
мeнылe, чeм 

n 

2. Для кaждoгo B є 38 и для кaждoгo paзлoжeния B = Лr \J A% нa двa нeпycтыx 
и нeпepeceкaющиxcя мнoжecтвa co cвoйcтвaми: для Bo є 38 и Bo C Лr (Bo C Aг), cпpa-
нeдливo Bo cл B C A\ (Bo cл B C Л 2 ), мнoжecтвa A[ n Л 2 и Aľ n A't — нeпycты 
(Aў oзнaчaeт пpoизвoднyю миoжecтвa Л). 

Фyпкция /, oпpeдeлeшiaя нa X, имeeт cвoйcтвo Дapбy oтнocитeльнo бaзиca 38, 
ecли для кaждoгo B є 38, x, y є B и f(x) < c < f(y) cyщecтвyeт тaкoe z є B, чтo 
í(z) = c. 

Ecли фyнкция /, oпpeдeлeннaя нa X, ecть пepвoгo клacca Бэpa co cвoйcтвoм Дapбy 
oтнocитeлыю бaзиca 38, тo мoжнo кaждoмy элeмeнтy B є 38 coпocтaвить элeмeнт 
xu є B тaк, чтo lim„ f(xцn) = f(x) пpи ycлoвии, чтo lim,B», = x (пpичeм пpи cxoди-
мocти {Bfl} к x нeoбxoднмo ycлoвиe x є Bn зaмeнить ycлoвиeм x є Bn). Ecли бaзиc 38 
тaкort, чтo 3. B — кoмпaктпoe мнoжecтвo для кaждoгo B є 38, тo cпpaвeдливo и oбpaт-
нoe yтвepждeниe. 

Tpeтий peзyльтaт coдepжит oднo ыeoбxoдимoe и дocтaтoчнoe ycлoвиe для тoгo, 
чтoбы фyнкция, oпpeдeлeнпaя в n-мepгюм eвклидoвoм пpocтpaнcтвe, былa пpoизвoднoй 
oт aддитивiюй фyнкции интepвaлa. 
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