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применять уравнения Паули и Фирца. Нельзя исключать возможность, что 
этими уравнениями будут описываться ^-мезоны, как это предлагает Кусака (1). 
Все известные процессы распада можно именно объяснять с предположением, 
что спин /^-мезона равен %. Одно отличие ^-мезонов от электронов может быть 
следствием отличности их спинов. 

APLIKÁCIA DISPERZI 1 NA OKRAJOVÝ PROBLÉM 
DRUHÉHO RÁDU 

MICHAL G R E G U Š 

Jadrom práce je dókaz vety, kde sa hovoří o počte nulových bodov in
tegrálu Sturmovej diferenciálnej rovnice 

[6(x,X)y']'-Q(x,X)y = 0, (a) 

ktorý spíňa Sturmove homogenně okrajové podmienky (tzv. Sturmova 
oscilačná veta). 

Dókaz je vykonaný pomocou disperzií prvého druhu, pojmu zavedeného 
prof. O. B o r ů v k o m pre diferenciálnu rovnicu 

y"-Q(x)y = 0> (b) 

Inými spósobmi vykonali dókaz už mnohí matematici.2 

Práca je rozdělená na tri časti. V prvej časti je zavedený pojem disperzií 
pre diferenciálnu rovnicu (a) a odvodené niektoré ich vlastnosti analogické 
vlastnostiam disperzií diferenciálnej rovnice (b). V druhej časti sú odvodené 
vlastnosti disperzií vyplývájúce zo závislosti od parametra A a aplikácia 
disperzií prvého druhu na dókaz Sturmovej oscilačnej vety. V tretej časti 
je dokázaná zovšeobecnená oscilačná veta za speciálnějších predpokladov. 

I 

Uvažujme Sturmovu diferenciálnu rovnicu (a).Nech funkcie 0(x,X),Q(x)X) 
sú spojité pre #€( — a>, oo) a pre A € (zlj, zl2). Necti 0 (x, A)>>0 pre každé 

1 B o r ů v k a O., O kolcbluščichsfa inlegralach differencialnych linejnych urav-
nr.nif 2-ogo poriadka, Cechoslovackij matematičeski j žurnál, 3(78), 1953, 199—247. 

2 Napr. S t u r r a , Journal de Mathematiques, 1, 1836; 
B 6 c h e r , Bul. Amer. Matb. S o c , 1898; 
F o r t , Bul. Amer. Matli. S o c , 24, 1918; 
P r t t f e r , Math. Ann. 95, 1926; 
M a m m a n a, Math. Z. 25, 1926; 
K a m k e, Math. Z. 44, 1939 a iní. 
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x a A€ (A1, A2). Potom z existenčnej teorémy vyplývá, že existuje integrál 
diferenciálnej rovnice (a), ktorý je v rubovolnom čísle #€ (— oo, oo) rovný 
nule. 

Nech y(x, X) je integrál diferenciálnej rovnice (a) taký, že je y (oc, A) = 
= 0 pre každé A€(zí1,zl2). 

Potom bud má y (x, X) v (— oo, oo) dalšie kořene, alebo nie. V prvom 
případe kořene váčšie ako oc nech sú: oc1<^oc2<C^9- . .. Budeme ich nazývať 
číslami správa konjugovanými k číslu oc. Kořene menšie ako oc: oc[^>oc2^> 
>cXg. . . budeme nazývať číslami zl'ava konjugovanými k číslu oc. Spolu 
ich budeme nazývať konjugovanými číslami prvého druhu k číslu oc. 

Konjugované čísla nezávisia od vol'by integrálu diferenciálnej rovnice (a), 
pretože každé dve riešenia diferenciálnej rovnice (a), ktoré majú kořeň 
v čísle oc, líšia sa len konštantným faktorom a teda všetky kořene majú 
rovnaké. 

Ďalej predpokladajme, že integrály diferenciálnej rovnice (a) sú osci-
lujúce v intervaloch pre xG(— oo, oo) a Ač(A1,A2). Ku každému 
x€(— oo, oo) přiřadíme najbližšie váčšie konjugované číslo prvého druhu, 
ktoré označíme znakom <px(x,X). Dostaneme funkciu <px definovánu pre 
všetky x a X€(A1,A2). Tuto funkciu nazvime prvou disperziou prvého 
druhu diferenciálnej rovnice (a). 

Z definície disperzie vyplývá, že pre každé x platí: 

x<<px(x,X). 

Ak ku každému x přiřadíme druhé najbližšie váčšie konjugované číslo 
prvého druhu, dostaneme funkciu <p2 (x, A), ktorú nazvime druhou disper
ziou prvého druhu. Podobné sa definuje v-ta disperzia prvého druhu. 

Takto definované disperzie sú diferenciálnou rovnicou (a) jednoznačné 
určené. 

Prof. B o r ů v k a uvažoval diferenciálnu rovnicu (b), v ktorej je 
Q (#)<C 0 a Q (x) je spojitá funkcia pre všetky x€ (— oo, oo). Za předpo
kladu oscilatorických riešení definoval disperzie <p (x) a ukázal, že v kaž-
dom čísle x majú kladné derivácie prvého rádu, pretože vyhovujú diferen
ciálnej rovnici prvého rádu: 

Q2 (X) 

kde Q=Íz\ + z\ a z1? z2 sú dva lineárně nezávislé integrály diferenciál
nej rovnice (b). 

Ukažme, že disperzie prvého druhu diferenciálnej rovnice (a) vyhovujú 
diferenciálnej rovnici prvého rádu: 

y2(<p,X). 9 (<p,X) ' ,x , n / T N 

* {x>V = y>(x,l).0(x,l) P r e í l ( ^ ) * ° - i1) 
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S. K r o h o v á vo svojej dizertácii uvažovala diferenciálny systém: 
y=Az, z' = By, kde A, B sú spojité funkcie #€(— co, oo) a A=\=® 
pre všetky x. Za předpokladu, že y-ová a z-ová zložka integrálu diferen-
ciálneho systému sú oscilatorické, dokázala, že disperzie prvého druhu 
y-ovej zložky vyhovujú diferenciálnej rovnici: 

, , N u2( w). A (x) <p' (x)=z-±Z{—j-j-J pre ř/ (a:) 4=0. r v J y2(x). A(w) ť y i / T 

Naše tvrdenie je teraz zřejmé, ked diferenciálnu rovnicu (a) přepíšeme 
na systém: 

y = — — - - z, z' = Q (x, A). y a použijeme právě uvedený vzorec. 
XJ [Xj ÁJ 

Nech z1 ? z2
 s ú dva nezávislé integrály diferenciálnej rovnice (a). Eahko 

sa ukáže, že potom každý integrál diferenciálnej rovnice (a) sa dá písať 
v tvare: f * -, 

y = kQSÍn[j ^ d ř - y j , 

kde Q = iz\ + z\, co 
1' * , t a y sú konstanty. 

z' z' ' ' 

Nech #(#, A) = 0, potom tiež y (w, A) = 0. Pretože g4=0, pre každé ar, 
resp. 9? a A musí platit: 

9 

s m [ / Ş d . - r ] = 0, 8 І n [ | Ş d ř - y ] - - 0 , 
a a 

t. j . 

y ^ d i - y - - M a | ^ d ř - y : fc 71 . 

Odčítáním prvej rovnice od druhej dostaneme: 

idt={k2 — k1)7i. 
<P 

Г 

Vezmúc toto do úvahy a dosadiac y (ar, A), resp. y (<p, A) do rovnice (í), 
dostáváme: 

r x ; QU[X,A).@ [X, A) 

Rovnica (1) je splněná pre každé x a A€(J1, J 2 ) . 

8 K tomu istému výsledku sa tiež dostaneme cestou, ktorou prof. B o r ů v k a 
odvodil diferenciálnu rovnicu pre disperziu prvého druhu diferenciálnej rovnice (b). 
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Nakoniec pokládám za nevyhnutné spomenúť ktasickú Sturmovu osci-
lačnú teorému, ktorá znie t a k t o : 

Nech funkcie 0(x,X) a Q (x, X) sú spojité pre xč[a,b] a pre 
X€(AX,A2) a nech 0(x, A ) > 0 pre x€[a, b] a pre A€(zl1,Zl2). Nech 
M (X) a ra(A) sú najváčšie hodnoty funkcií 0 (x, X) a Q (x, X) v [a, b] 

a nech naviac: lim = co, potom ku každému prirodzenému 
U A2 M (A) 

číslu v ( = 1,2,. . .) existuje číslo Av€(zl1,zl2) také, že pre každé X€[X,A2) 
má riešenie diferenciálnej rovnice (a) v [a, b] aspoň v koreňov. 

II 

Majme diferenciálnu rovnicu: 
[&(*^)y'Y~-Q(x^)y = o. (a) 

V dalšom budeme o funkciách 0 (x, X) a Q (x, X) předpokládat t o t o : 
1. Nech funkcie 0(x,X) a Q(x,X) sú spojitými funkciami pre xč[a,b] 

a pre X€(AX. A2). Okrem toho nech pre každé xG[a,b] a A€(zJ1,zJ2) je 
0(x, A)>0 . 

2. Nech pre každé xč[a,b] je Q(x,X) klesajúcou funkciou parametru 
A € (Ax, A2), t. j . Q (x, XX)^>Q (x, A2) pre lubovolné ^ , <C h^ (A ? ^2) a nech 
lim Q (x, X) = — 00 pre každé x€ [a, b]. Nech naviac 0 (x, X) je neraslúcou 

funkciou parametra XG(AX,A2) pre xč[a,b]. 
V dalších úvahách bude veFmi výhodné, ked si interval [a, b] rozšíříme 

na interval (— co, 00), a to tak, že pre x^>b položíme 0 (x, X) = 0 (b, X), 
Q(x,X) = Q(b, X) a pre x< a položíme 0 (x, X) = 0 (a, X), Q (x, X) = Q (a, X). 

Takto definované funkcie 0 (x, X) a Q(x,X) majú pre x€( — 00,00) 
a pre A€ (Ax, A2) predchádzajúce vlastnosti a integrál y (x, X) diferenciálnej 
rovnice (a) má V [a,b] ten istý priebeh. 

Diferenciálna rovnica (a) je oscilatorická v intervale (— 00, 00) bud pre 
všetky A€ (AX,A2) alebo počínajúc len od určitého A = zl0€ (AX,A2). Potom 
však disperzia prvého druhu <p (x, X) diferenciálnej rovnice (a) je definovaná 
pre x € (— 00, co) a pre A€ (A0,A2). 

Veta 1. Disperzia prvého druhu diferenciálnej rovnice (a) <p (x, X) je spo
jitou funkciou parametra A v intervale (A0,A2), a to pre každé # € (— co, 00).4 

D o k a ž . Disperzia prvého druhu <p (x, A) vyhovuje tejto diferenciálnej 
rovnici prvého rádu: 

9[x*x)= (ř{x,x).o(x,xy ( 1 ) 

kde Q2(X, A) a 0(x,X) sú spojitými funkciami premenných # € ( — 00, 00) 

4 Pod znakom <p (xfA) (bez indexu) budeme v ďalšom rozumieť <pv (x, A) pre 
Tubovorné v = 1, 2, 3,. . . 

30 



a A€(zd0, A%). Teda t iežg*^, X),Ú{<p, X)súspojitýmifunkciami<pé (— co, oo) 
a Xe{A0,A2). 

(1) je diferenciálna rovnica so separovanými premennými, kde 
Q2 {<p, X). 0{(p, X) 4=0 pre každé <p a A€(zl0,zl2). Existuje preto jedno
značné riešenie diferenciálnej rovnice (1) <p= <p{x, X) (prechádzajúce 
daným bodom x0,<p0), ktoré je spojitou funkciou parametra Xč{A0,A2) 
pře každé x€ ( — oo, oo), č. b. t. d. 

Veta 2. Existuje nekonečné mnoho hodnot parametra Xč{A0,A2): 

"ni Art + i , • • • , An + p , • . . , 

pre ktoré integrál y {x, X) diferenciálnej rovnice (a) za predpokladov 1, 2 sptňa 
okrajové podmienky y {a, X) = y {b, X) = 0 a má pre A = Xn+p v (a, b) právě 
n-{-p nulových bodov. 

D o k a ž . Uvažujme integrál y {x, X) diferenciálnej rovnice (a) taký, 
že y {a, X) = 0. 

Z klasickej Sturmovej oscilačnej teorémy vyplývá, že k 1'ubovornému 
prirodzenému číslu v existuje Xv také, že y {x, Xv) má v (a, b] aspoň v ko-
reňov. 

Nech ich je pt ^ v a nech sú to: 
Xl<%2< • • • 0 / * > 

potom platí: x^= <p^ {a, Xv), teda 

<P(i (a, Xv) ^ b<C <Pn+ i (a, ***). 

Nech 9^ (a, Xv)<^b.Z oscilačnej teorémy však vyplývá, že k prirodzenému 
číslu (JL+\^>V existuje také AM + i€ {Xv, A2), že Í / (# , AM + 1) má v (a,b) 
aspoň fji+ 1 nulových bodov. Platí teda: <p/Lt, + i{a, X^ + i) g b<< y^ + i (a, Xv). 

Pretože však 9^ + 1 {a, X) je spojitou funkciou parametra A, existuje v in
tervale {XvXjbi + i] také An, že <p^ + i {a, Xn) = b; integrál y {x, Xn) spíňa 
okrajové podmienky y {a, Xn) = y {b, Xn) = 0 a má v (a, b) právě n = /* 
nulových bodov. 

Hfadajme teraz An + 1. Vieme, že <pn{a,Xn) = b<^<pn+lL{a,Xn). Zo Stur
movej oscilačnej teorémy vyplývá, že k číslu / c > > n + l existuje také 
Xk€{Xn, A2), že y{x,Xk) má v (a,6) aspoň & > > n + l koreňov. Teda pre 
X=Xk je 9 ? » + i ( M * ) < & < 9 W i ( M » ) . Pretože V l l + 1(a,A) je spojitou 
funkciou parametra A, existuje v intervale (A„, A*) také An + 1 , že y (#, Art+1) 
má v (a, 6) právě n + 1 koreňov a jeden kořeň v 6. 

Takto postupujúc dalej najdeme postupnosť hodnot parametra A: 
hi K+i,- • , >U P ,- • •, k u ktorej existuje postupnost'riešení: yn, j / „ + 1 , . . ., 
yn+py.. taká, že yn+p= y{x,Xn+p) má v {a,b) n + p nulových bodov 
a spíňa okrajové podmienky y {a, Xn + p) = y {b, Xn+p) = 0 . 

Ak <pp {a, Xv) = b, stačí položit pt — 1 = n a označiť Xv -=; A„. 
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P o z n á m k a . Predchádzajúca veta platí aj vtedy, kecf z podmienky 2 
vynecháme požiadavku monotónnosti funkcií 6 (x, X) a Q (x, X) podfa 
parametra X. 

Veta 3. Ak sú splněné podmienky 1, 2, polom disperzia prvého druhu 
(p (x, X) je klesajúcou funkciou parametra A€ (A0,A2) pre každé xč(— oo, oo). 

D ó k a z . Napišme diferenciálnu rovnicu (a) pre hodnoty XX<C X2€ 
€ ( z d 0 , z d 2 ) : 

[0(x,Xx)y']'-Q(x,Xx)y = O, 
[0(x,X2)zJ -Q(x,X2)z=0. [ ' 

Pre funkcie 0 (x, X) a Q (x, X) podFa předpokladu platí: 9 (x, Xx) š 
^0(x,X2),Q(x,Xx)>Q(x,X2). 

Nech y a z sú 1'ubovoiné integrály diferenciálnych rovnic (2). Potom 
podlá známej Sturmovej pórovnávacej teorémy medzi každými dvoma nulo
vými bodmi riešenia y existuje aspoň jeden nulový bod riešenia z. Volme 
integrály y a z tak, aby y (a, X) = z (a, X) = 0 . Potom však platí tp (a, Xx) >> 
!> <p (<*, X2) • Všeobecné ak y (x, X) = z (x, X) = 0, potom tiež 99 (x, Xx) > 
> <p (x, X2). Tým je veta dokázaná. 

Veta 4. Nech sú splněné předpoklady 1, 2, nech dalej oc, ocx, /?, fix sú bud 
konstanty, o ktorých platí \oc\ + \ocx\ + 0, |/f| + J/3X1 4= 0, a^° spojité 
funkcie parametra Xč(Ax,A2) s podmienkou, že bud a) oc (X) s 0 identicky 

a ocx (X) + 0, alebo b) oc (X) + 0 v celom intervale (AX,A2) a — /' x je 
oc [A) 

nerastúca funkcia parametra X. 
Analogicky nech platí bud a) /? (A) ss 0 pre každé X a (íx (X) =4= 0, alebo b) 

/9(A)4=0 v celom intervale (Ax,At) a —^ ' ,J?1 ' je nerastúca funkcia 
P W 

parametra X. 
Polom existuje nekonečná postupnost hodnot parametra X (tzv. vlastné 

hodnoty): 
Xn, xn +1,. . ., Xn + p,. . . , 

konvergujúca k A2 tej vlastnosti, že ku každej hodnotě Xn + p existuje integrál 
diferenciálnej rovnice (a) yn+p= y (x, Xn+p) (tzv. vlastná funkcia) taký, že 
spíňa okrajové podmienky: 

" 1 W y (<*> *) - * W • »' («, *) = ° (3) 
A W » ( 6 ^ ) + /9(A).y'(6,A) = 0 ( 3 ' } 

a ma u intervale (a, b) n + p nulových bodov. 
D ó k a z . Uvažujme integrál diferenciálnej rovnice (a) y (x, X) ktonJ 

spíňa tieto počiatočné podmienky: 
y(a,X) = oc(X), y'(a,X) = ocx(X). 

Tento integrál spíňa podmienku (3). 
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Nech <x(A)4=0. Z oscilačnej teorémy vyplývá, že k l i b o v o l n é m u prí-
rodzenému číslu pt existuje také X^e (A0, d2), že pre X= X^ má y(x,X) 
v (a, b) aspoň// koreňov. Nech ich je právem rž pt: x0, xx,. . . , a v - i . 

# 0 (A) je klesajúcou funkciou parametra X. Dókaz tvrdenia vyplývá 
z prvej Sturmovej porovnávacej teorémy (pozři B ó c h e r, Leqons sur 
les mélhodes de Slurm, 59). 

x0 (X) je tiež spojitou funkciou parametra X. Dokážeme to touto úvahou: 

Zvolme si Tubovoiné Xx€ (A0,A2). Potom lim ~x0(X) = x2 a lim x0(X) = x±, 
X —>- Xi — X —y Xx + 

kde xx, ~x2€ (a, c),c je dost vel'ké číslo. Ukážeme, že x±= x0= x2.
5 Riešenie 

diferenciálnej rovnice (a) y (x, X) je rovnoměrné spojitá funkcia parametra X. 
Teda k l i b o v o l n é m u e^>0 existuje d^>0, že pre každú dvojicu, pre ktorú 
je | X — X"\< d je | y (x, X) — y (x, X")\ <e, pre každé xč (a, c). Nech A0< 
<X"<X1<X a\X"-X\<6. Potom | y [x0 (X"), X] - y [x0 (X"), X"] \ < e. 
Pretože y[x0(X'), A " ] = 0 , je | y [x0(X'),x[\\<e . Nechajme X' \X blížit 
sa k Xx. V limite dostaneme y(x2,A1) = 0, lebo lim x0(X") = x2. 

X"—y xx — 

Podobným spósobom dokážeme, že y (x±, Xx) = 0 , pretože lim x0 (X) = 
X'-+ Xt + 

= xx. Z toho však nevyhnutné vyplývá, že xx = x0= x2. 
<Pv(x0(X), X] je klesajúcou funkciou parametra X, pretože pre XX<X2 

platí : 

^o U i ) > xo U a ) , <Pv [x0 (Xx), Xx] > <pv [x0 (X±), X2] > <pv [x0 (Xx), X2] . 
P r e X= XiU p l a t í : 

<pv-i [x0 (A / 4),X / L l]<b ^ cpv[x0 (Xp), XiU]. 

Z klesania a spojitosti funkcie (pv[x0(X), X] vyplývá, že existuje také 
Xv ̂  X^, že y (x, Xv) má v (a, b) v koreňov a jeden kořeň v b. 
P l a t í t e d a : cpv [x0 (Xv), Xv] = b< cpv+i [x0 (Xv), Xv]. 

Takto postupujúc dalej najdeme postupnost hodnot parametra X: 
Xv, Xv + i,. . . , Xv+P,. . . , ktorá má tieto vlastnosti : 

1. Integrál y (x, Xv+P) diferenciálnej rovnice (a), ktorý splňa podmien-
ku (3), má v (a, b) právě v -f- p koreňov a jeden kořeň v b. 

2 . P r e XG(XV + P, Xv+p + lL) integrál diferenciálnej rovnice (a) y (x, X), 
splňujúci podmienku (3), má v (a, b) právě v-\- p + 1 koreňov. 

Ak oc (X) ̂  0, oc1(X)^řO, postupnost Xv+P najdeme ako vo vete 2. 
Ak fi (X) = 0 (ft (X) #= 0) , veta je dokázaná. 
Predpokladajme t3(A)-#0 v (AX,A2). 
Z druhej Sturmovej porovnávacej teorémy (pozři B ó c h e r, Legons sur 

<9(M).y'(M) les mélhodes de Slurm, 60) vyplývá, že pre Xč (Xv+P, Xv+v + i) je 
//(M) 

6 Existencia jednostranných limit vyplývá z monotónnosti funkcie x0 (A). 
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klesajúcou funkciou parametra A, a to od + oo do — oo, pretože y (b, K+v) = 

= y (b, Áv+P+1) = 0 . Funkcia \ ÍI\ J e podFa předpokladu nekle-

sajúcou funkciou parametra A. Existuje preto jedna a len jedna hodnota 
parametra A = A„ + p€ (K+p, K+p+i) taká, že platí: 

6 (b, Xn+P) y (b, K+p) _ & (6, K + p)• A {K + p) 
y{b,k+p) HK+p) 

a y(x,Xn+p) má v (a, b) právě n + p = i > + p + l nulových bodov. Po 
úpravě poslednej rovnosti dostáváme: 

px (K+P) • y (6, Aw+P) + p (K+p)• y' (6, K+P) = o 
a to je okrajová podmienka (3'). 

Úhrnom sme dostali tento výsledok: K postupnosti 

A» > Ai + 1 > • • • ? A„ + p , . . . 

existuje postupnost vlastných funkcií: 

]}n i Ž/» + 1 > • • • ? yn+p i • • • > 

z ktorých každá spíňa (3) a (3') a integrál y n + p = y (ŽC, Art+p) má v (a, b) 
právě n + p nulových bodov. 

Že postupnost hodnot parametra A konverguje kzJ 2 , dokážeme touto 
úvahou: Z konštrukcie postupnosti vyplývá, že je rastúca a An+p<CA2 pre 
každé p. Teda musí platit: lim An+P = d^ A2. Dajme tomu, že d<CA2. 

Potom by však všetky An+p boli menšie ako d < A2, teda v intervale (d, A2) 
by neexistovala vlastná hodnota parametra A. To však nie je možné, 
pretože v tom istom intervale sú splněné všetky předpoklady vety 4, 
existuje tam preto nekonečné mnoho vlastných hodnot parametra A, co 
je spor s predpokladom, že d<^A2. 

III 

Doplňme pre dalšie úvahy předpoklady 1, 2 o diferenciálnej rovnici (a) 
takto: 

3. Interval (AX,A2) nech je teraz interval (— oo, oo) a o junkcii Q[x,X) 
předpokládá jme naviac lim Q (x, A) = + oo. 

2—•> — oo 

Našou najbližšou úlohou je vyšetriť, co sa děje s disperziou q>[x,X) za 
týchto predpokladov. 

Nech f6[a, oo). Nech A0(£) je infimum tých hodnot A, pre ktoré pří
slušný integrál y (#, f, A) diferenciálnej rovnice (a) (o ktorom platí 
y (^ f? A) = 0) má v [a, oo) aspoň jeden nulový bod rózny od £. Potom 
disperzia 99(1, A) je definovaná pre A€(zl0,oo). Ukážeme, že také zl0 

existuje. 
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Predovšetkým prc dost vel'ké A je Q (x, X) < — A2, teda existuje A** také, 
že pre všetky A ̂  A** je diferenciálna rovnica (a) oscilatorická v (a, oo). 
Pre dosť malé A je () (#, A)>.A 2, teda existuje A* také, že pre všetky 
A ^ X* y (x, £, A) nemá v [a, oo) nulový bod rózny od | . Pretože množina 
hodnot parametra A, pre ktoré y (x, £, X) má aspoň jeden nulový bod rózny 
od f, je zdola ohraničená, existuje jej infimum A0 = A0(£). 

Z definície A0 vyplývá, že pre A< A0 nemá y (#, f, A) další nulový bod 
váčší ako I. Pre A > Z l 0 má y(x,t;,X) v [a, oo) aspoň jeden nulový bod 
rózny od f, pretože z definície Zl0 vyplývá, že existuje Ax lubovolne málo 
vácšií" ako A0l a to také, že y (x, f, Ax) má nulový bod váčší ako £, a kedže 
pre A > A 1 > Z J 0 platí O (x, A1)>^) (x,X), podlá prvej Sturmovej porovná-
vacej teorémy <p(Š,X) existuje a je dokonca g?(£, A)< <p(£, Ax). 

Veta 5. Za predpokladov 1, 2. 3 platí: lim cp (a, A) = + oo . 

D o k a ž . Uvažujme integrál diferenciálnej rovnice (a) taký, že y (a, A) = 
== 0 pre každé A . <p (a, A) je klesajúcou funkciou parametra A€ (A0 (a), co). 
Našou úlohou je dokázat, že klesá od + °°-

y (x, X) je spojitou funkciou parametra A€(— co, oo), preto platí 
lim y (x, X)= y (x,A0). Pre A < z J 0 n e m á y(x,X) nulový bod rózny od a. 

Ukážeme, že tiež y (x,A0) nemá nulový bod rózny od a. 
Dajme tomu totiž, že y(c, A0) = 0, kde a < c < oo. Pri přechode bo-

dom c mění y(x,A0) svoje znamienko. Nech y (x, z l 0 ) > 0 pre xG(a,c), 
potom pre x€ (c, c + co), kde c o > 0 je dosť malé, je y (x, z l 0 ) < 0 a nemá 
v (c, c-\-co) nulový bod. 

y(x,X) je rovnoměrné spojitou funkciou parametra A v okolí A0, t . j . 
k l i b o v o l n é m u e > 0 existuje ó > 0 také, že pre A0— A > d je \y (x, X) — 
— í / ( ^ o ) l < £ , t . j . y(x,A0)~- 8<y(x,X)<iy(x,A0)-\- e. Položme 0 < 
< £ < | y (#', A0)\ , kde #' € (c, c + co). Potom je : 

y(x',A)<y(x',A0)+e<0. 

Nech x" € (a, c) a nech £ < y (x"} A0). K tak to zvolenému e > 0 existuje 
á > 0 také, že pre Z J 0 - A < ó je 0<y(x",A0)— e<y(x",X). 

Ked si teraz volíme 0 < e < min (| y (x', A0)\, y (x" A0)), existuje k ně
mu také <5>0, že pre Zl 0— A < ó je y(x\ A ) < 0 a y(x",X)>0. Teda 
y (x, A) pre A < z l 0 má nulový bod rózny od a, a to je spor. Teda y(x,A0) 
nemá v [a, oo) nulový bod rózny od a. 

Predpokladajme, že lim cp (a, A) = c' < oo . To by však znamenalo, že 
2-> zl0H-

cp(a, X)<c' pre A > z J 0 1'ubovoi'ne málo blízké k zl 0 . Z rovnomernej spo
jitosti y(x,X) vzhladom na parameter A v okolí A0 vyplývá, že to nie je 
možné, pretože y(x,A0) nemá nulový bod rózny od a, teda lim cp (a, A) = 
= + o o . X-*á° 
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Vela 6. Za predpokladov 1, 2, 3 existuje nekonečné mnoho vlasiných 
hodnot parametru X : X0, Xt,. . ., Xn,. . . takých, ze ku každému Xn existuje 
vlastná funkcia yn= y (x, Xn), ktorá má v (a, b) právě n nulových bodov aspíňa 
okrajové podmienky: 

y(a,Xn)=y(b,Xn) = Q. 

D 6 k a z. Uvažujme integrál diferenciálně] rovnice (a) taký, že y (a, X) = 
= 0. Zo Sturmovej oscilačnej teorémy vyplývá, že existuje A€(zl0,oo), 
pre ktoré y (x, X) má v (a, b] aspoň jeden kořeň, teda q>t (a, X) ̂  b. Podl'a 
predchádzajúcej vety je tpx (a, X) klesajúcou funkciou parametra X od + co . 
Podl'a vety 1 je tiež spojitou funkciou parametra X Existuje preto právě 
jedna hodnota parametra X = X0 taká, že <px(a,X0) = b a integrál y(x,X0) 
nemá v (a, b) nulový bod, ale platí y (a, X0) = y (b, X0) = 0 . Postupujúc 
dalej 1'ahko najdeme postupnost hodnot parametra X: 

Á0, A1,. . ., An,. . ., 

ku ktorej existuje postupnost vlastných funkcií: y0, yx,. . ., yn,. . . taká, 
že yn= y (x, Xn) má v (a,b) právě n nulových bodov a jeden v bode b. 
Tým je veta dokázaná. 

Veta 7, Za predpokladov uvedených vo vele 4 doplněných predpokladom 3 
a za předpokladu PX(X). /? (X) ž 0 existuje nekonečné mnoho vlastných hodnot 
parametra X. 

Á0, Á1,. . . , An, o . . 

takých, že k Fubovcťnému Án existuje vlastná funkcia y (x, Xn) = yn, ktorá má 
v (a, b) právě n nulových bodov a splňa okrajové podmienky (3) a (3') 
z vety 4. 

D 6 k a z. Uvažujme integrál y(x,X), ktorý splňa podmienku (3) 
diferenciálně] rovnice (a). Zo Sturmovej oscilačnej teorémy vyplývá, 
že existuje A€ (A0, oo), pre ktoré y(x,X) má v (a, b] aspoň jeden kořeň, 
ktorý označíme x0(X). Teda platí: x0(X) < b. 

x0 (X) je spojitou funkciou parameti^a 1 a tiež je klesajúcou funkciou pa-
n metra A od + oo. Dókaz tohto tvrdenia by sme vykonali celkom po
de bne ako dókaz vety 5, stačí nahradit <p (a, X) pomocou x0 (X). 

Existuje preto právě jedna hodnota parametra A = A 0 ^ X, pre ktorú 
x0(X0) = b. Podobným spósobom ukážeme, že existuje také Ax, pre ktoré 
(p1[x0(X1),I1] = b. 

Opakováním tohto postupu najdeme postupnost hodnot parametra X: 
I 0 , Xx,. . ., Xn,. . ., ktorá má tieto vlastnosti: 

1. Integrál diferenciálnej rovnice (a) y(x,Xn), splňujúci podmienku (3), 
má v (a, b) právě n koreňov a jeden v bode b. 

2. Pre všetky X€ (Jn, In+1) má y (x, X) v (a,b) právě n+ 1 koreňov. 
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Ak //(A) = 0, potom je veta dokázaná. Nech /?(A)4=0. Uvažujme 

funkciu ———'' ,.' ?—-, ktorá je pře dost malé A kladná a s rastúcim A 
y [o, X) 

klesajúca až do — oo, pretože y(b, An) = 0. Podobné ' ' je 
p (Á) 

podl'a předpokladu neklesájúca a pre všetky A záporná alebo rovná nule. 
Existuje preto právě jedna hodnota parametra A = X0<^k0, pre ktorú 
sú si tieto dve funkcie rovné. Tým je však splněná podmienka (3') pre 
integrál y (x, A0)—Í/0, ktorý nemá v (a, b) nulový bod. 

Podobné ako vo vete 4 najdeme postupnost hodnot parametra A: A0, 
A1?. . ., Aw,. . ., ku ktorej existuje postupnost vlastných funkcií: 

Ho ? í / l ? í/2 ? ' • • j í/n > • • • > 

ktorá má žiadané vlastnosti. 

P o z n á m k a 3. Ak předpoklady vety 7 doplníme predpokladom 

O (x, A)^>M^>0 pre a ; G [ a , í ) ] a l 6 ( ~ oo, oo), móžeme potom vynechat před

poklad t51(A)/5(A) ^ 0, pretože sa dá dokázat, že lim — ' ,, '—- = 
z-^-oo Í / ( M ) 

= + co. (Pozři B o c h e r, Mélhodes de Siurm, 65.) 
Vypracované v semináři prof. B o r ů v k u . 

Došlo do redakcie 11. mája 1953. 
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