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MATE3VTATTCKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS SAV, IX, 4 - 1959 

0 MNOŽINÁCH V Z D I A L E N O S T Í M N O Ž Í N 
METRICKÉHO P R I E S T O R U 

T I B O R N E U B R U N N a T I B O R S A L Á T , Bratislava 

ÍT vod 

Nech (X, Q) je metrický priestor, A, B nech sú množiny A, B cX. Množinu 
všetkých čísel Q(X, y), zčA, y G B označíme znakom D(A, B) a nazveme ju 
množinou vzdialeností množin A, B. Speciálně, ak A — B, kladieme 
D(A, B) = D(A). Množinu D(A) nazýváme množinou vzdialeností množiny .A. 

Studium množin vzdialeností množin euklidovských priestorov viedlo k po
zoruhodným výsledkom a problémom, ktoré presiahli póvodný rámec proble 
matiky. Základom tohto studia boli práce W . S i e r p i n s k é h o , H . S t e i n -
h a u s a , S. R u z i e w i c z a a iných. Súhrnne o tejto problematike pojednává 
monografia [1] S. P i c c a r d o v e j . 

Táto práca obsahuje náčrt hlavných výsledkov zo studia množin vzdiale
ností množin euklidovských priestorov, ďalej niektoré zovšeobecnenia známých 
výsledkov na lubovolné metrické priestory a konečné niektoré ďalšie vlast
nosti množin vzdialeností množin metrických priestorov. 

V ďalšom znakom En označujeme ?i-rozměrný euklidovský priestor. zna
kom (X, Q) metrický priestor X s metrikou Q. 

§ 1. 0 mohutnosti množiny D(A) 

V monografii [1] sa odvodzuje súvislosť mohutnosti množiny D(A) s mo-
hutnosťou množiny A. Ukazuje sa, že pre konečnú množinu A C Ex platí 
(M značí mohutnosť množiny M) 

kde m =- A. Pre nekonečnu množinu ACEn, Á = n sa ukazuje platnost 

vzťahu: D(A) = n. 
Z nasledujúcej vety dostaneme súvislosť mohutnosti množiny D(A) s mo-

hutnosťou množiny A pre ACX. 
Veta 1,1. Nech {X, Q) je metrický priestor A, BC X, A, B nech sú nekonečné 

množiny. Potom ptati: 

ҖA, B)<ÇA X B ś. max (Á, B). 
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D ó k a z . Utvořme množinu A X B. Množinu A X B rozdělíme na dis
junktně triedy Td takto: Do tej istej triedy Td, d > 0 dáme všetky tie dvojice 
[x, y] €A x Ii, pre ktoré o(x, y) -= d. Zrejme je iP^-j-O vtedy a len vtedy. 
keď d£D(A,B). Nech 8 značí množinu všetkých neprázdných tried Td, 
d ^ 0. Potom 

D(ATB) -= § ^ A . B s: max (2",'S) 

(pozři 12], str. 96, 217). 
D ó s l e d o k : Keď A = B a A ~- u (A nekonečná), potom dostáváme 

7J(Ay< u. 

P o z n á m k a 1. Rovnost v predošlom vztahu nemusí platit. Nech napr. 
(X, o) je Hilbertov ]>riestor. Vezmime za A množinu A = {(0, 0, . . ., 0, 1, 0, 
0, . . . ) ] , teda množinu všetkých takých postupností, kde na k-tom mieste je 
jednotka' a na ostatných miestach sú nuly (k — \, 2, 3, . . . ) . Potom zřejmé 
1)(A) -~ [0, \2\ a teda J)(A)< A. 

2. Všeobecné vztahy platné pre 1)(A) 

Veta. 2.1. Nech (X, Q) je metrický priestor a nech pre t € T je At C X. Potom 
platí 

D(! At) = V D(At) + V D(At.Ar). 
t e T ti T t 1-. ť 

I. ť e T 

D o k a ž . Číslo d je prvkom D( ^ At) vtedv a Jen vtedv, keď existujú prvkv 
/ e T 

.r, // 6 ^ At tak, že ^ == O(.r, ^/). Uvažme, že x, y ^^At vtedy a len vtedy, ak 
íTrT teT 

existujú t, ť € T tak, že x € At, ?/ € ^4 r . Teraz už stačí len nahhadnuť, že buď 
t — ť alebo t 4= ť• V prvom případe d £ >̂ F^,), v druhom případe d € "> 2>(^4ť, 

ÍQT 1#Tr 
t, ť e T 

Ar). 
existujú množinové systémy At C X, t € _77 také, že oi)erácie D a U sú na 

nich záměnné, t. j . 
D&At) - V/)(/l (). (a) 

teT te T 

Dokážeme v tejto súvislosti tuto vetu: 
Veta 2.2. Nutná podmienka pre to, aby pre systém množin {At}, t € T platilo 

IH2. At) •-- ^íD(At) je, aby &upd(Af ,A.,) < $uvd(At), kde d(At,At,) pre t 4= ť 
teT / € T t 4= ť 1 ( T 

U V e T 

je sii]» {Q(X, ?/), x €At. y € At, J a f/(̂ 4ť) je priemer množiny At. 
D ó k a z . Označme p — supa 7 (J z . -4r)< (l "- supť/^A,). Nech /;, q < —00. 

t 4= t teT 
t, ť e T 
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Poznamenajme najprv, že rovnost (a) je ekvivalentná so vzťahom 

^D(At,Ar)C ^D(At) , (b) 
t^ť teT 

t, ť e T 

ako to okamžité vyplývá z vety 2,1. 
p — n 

Dókaz urobíme nepriamo. Nech p > q, teda -fc>-- > <>. Existujú ř1? l2 6 F 

tak, že d(Au, AtJ > p— ———. Ďalej existujú ~x,eAu, yeAt., tak. že 

Q(x,y) >d(Atì,A,y P
 4 

teda 

A = (*, y) > rf(4(1, ,4,.) - P ^ q > P - P < q - P+
2 " > <<• «•) 

Pretože Q(X, y) = Q e D(Atl, At.) existuje [podlá (b)J také l„ 6 7T, že O e I)(A,J. 
Teda d < d(^4,0) ^ g. Podlá (C) je d > q a to je spor. 

Pre q = -[-co je veta zřejmá. Ak /; = +CXD, íahko sa zistí, že a i q -j oř. 
P o z n á m k a 2. Podmienka uvedená vo vete 2,2 platí na])r. pre systém 

množin {^4ť}, t e T, ktorý má nasledujúcu vlastnost': K .'libovolným dvom 
množinám At,. At, ť, teT existuje množina Ar, ťeT tak, ž e . 4 r D 4 ř , . 
ArDAt. 

Teraz ukážeme postačujúcu podmienku pro záměnu D a S u istých systémov 
množin. 

Veta 2,3. Nech {A t}, teT je systém neprázdných množin takých, ie pre kaidr 
t e T je D(At) interval {to je splněné napr. vtedy, ak At sú súvislé}. Potom k tomu. 
aby platilo 

D(lAl)--=^D(Al) 
teT t e T 

stačí, aby 
supd(^4ť, At,) < sup d(At). 
ť =M' te T 

t,ťe T 

D ó k a z . Nech p < q (označenie ako v predchádzajiicej vete). 
Nech O e J; D(At. Ar), potom d e D(AU, AťJ, ř l ? t2 e 7\ tx > t2. O - Q(X. //). 

t -i V 
/, ť e T 

xeAtl, yčAlv, Ó < p < q. Z d < q vyplývá existencia t(), xl9 yx, t0eT; 

xl9 y, eAto, tak, že Q(XÍ7 y±) = ót > d, d1eD(At0). Pretože D(Ato) je interval 

a 0 eD(AJ, je aj deD(Ato) a teda 6 e lD(At). 

P ř í k l a d . Ak p = q? veta nemusí platiť. Nech napr. 
-4n = < °> 1) P r e n = °> 2> 4, 6, . . . 

Atl = (0, 1 > pre n = 1, 3, 5, 7, . . . 
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Potom p = q = 1, zatiar co D(^An) = <0, 1 > a %D(An) =-= <0, 1). 
o o 

Nech AiCX. i = 1, 2, . . ., n, 

AxDAoD . . . D 4 „ D 4 f t , 

n n 

potom 1'ahko nahliadneme, že D(llAi) = LlD(Ai). Toto nemusí platiť pre ne-
Í = I » = i 

konečný systém množin. Nech napr. 

4̂ =- {«-_, a2, . . . an , . . . } C X 

je (nekonečná) spočetná množina. Položme 

An — {an, an ,!, ati,..,, . . . }, H, =--- 1, 2, 3, . . . . 

zřejmé je 
00 

AlDA,3 . . . OAtlD ..., UAn = O, 

teda 1>(\IAH) = 0. Ale 0 6 Z)(A), » = V 2, 3, . . . 
H 1 

takže II D(.4J + 0. 
// i 

\r ďalšom ukážeme postačujúcu podmienku pre platnost uvedeného vzťahu 
pre nekonečnu postupnost množin. 

Vela 2,1. Nech _4.-(i = 1, 2, 3, . . .) sú kompakty v (X, O). 
AXDA2DA^D . . . DAnD . . . 

Potom platí: 
oo oo 

D(\\Alt) = II7)(A , ) . 
>< = 1 w ^ 1 

OO 00 00 

D o k a ž . 1. Ukážeme, že £ > ( I I ^ J C \lD(An). Uvažme, že HAnCAb pre 
n = l n = 1 n=\ 

OO 00 

každé k l. 2, 3, . . ., odtiaF ihned vyplývá D(HAn) C I I D(4 n ) . 
n = 1 n =• 1 

oc oo oo 

2. Ukážeme, že 11 D(An) C D( I L 4 J . Nech ti € I I D(.4 J , potom d = g(xn , yj. 
n--l a = 1 n -== 1 

/? = V 2, 3, . . . , ^ u ,H n €^4 M . Uvažujme postupnosti {xn}? (1), {,H;i}r (2). 

Všetky členy oboch postupností sú prvkami množiny Ax. Keďže Ax je kompakt, 

existuje postupnost {xn }^i vybraná z (1) tak, že #„,.—*- #€^4x. Z postup

nosti {/y.t, }í°=i vyberieme postupnost {?/ }^Li, tak, aby yn ->y£.Ax. 

Uvažme, že # -> .r. Je ti = o(xtli , ?//lf ) a pre všetky dosť velké l už # € Alw, 
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yit č Atn. Z kompaktnosti A nl vyplývá, že x. y 6 Ahl (w — V 2. 3, . . .), 
co 

teda X,'Í/ČIIAUSL keďže 
«-~ i 

d -= Q(X, y) --. Jim Q(XIU . ynr ). 

rx 

dostáváme odtiaf, že ť1 € J)(II Aj. 

P o z n á m k a 3. Z prvej Časti dókazu je jasné, že pre Tubovolný systém 
{At}. t € T množin z X platí: 

D(U At) C 11 D(At). 

$ 3. Množiny vzdialenosťí roznyeh druhov množin 

Je známe (pozři [IJ), že množina D(A) nemusí byť izolovaná, i keď A je 
izolovaná. Napr. 

A j i . l +J.-2.2 + y,...,n.n+ J„ . . . . j 

Ďalej sa dá uliázať (pozři | l | ) , že množina vzdialenosťí otvorenej množiny 
OCEn je množinou G(). Dókaz tejto skutočnosti sa zakládá na možnosti vy
jádřit (r ako zjednotenie spočetného systému otvorených intervalov a na 
vete 2,1. 

Označme v ďalsom znakoni d(M) priemer množiny M.. Potom }>!atí: 
Veta 3.1. Nech ACX. Potom d(A) =--- d(T)(A)). 
D ó k a z . Pre [libovolné x, y 6 A je o(x, y) <; d(A), teda pre každé O 6 D(A) 

je O < d(A) a keďže d(D(A)) = sup {d}, dostáváme odtiaT d(T)(A)) < d(A). 
ótA(T)) 

Naopak, ak d < d(A), d € D(A), potom existujú x, y € A, tak, že O < Q(X, y). 
Keďže Q(X, y) e D(A), vyplývá odtiaT vzťah ó <: d(D(A)) a teda d(A) <: 
+Zd(D(A)). 

DósJedok. D(A) je ohraničená vtedy a len vtedy, ak je ohraničená A. 
Veta 3,2. Nech A je kompakt v (X,Q). Potom D(A) je kompakt. 
D ó k a z . Ohraničenosť D(A) vyplývá z predošlej vety. Uzavretosť D(A) 

dokážeme takto: Nech dt € D(A), dn -> d. Potom dn — Q(XU, yn), xn, ytičA. 
Rovnako ako v dókaze vety 2,4 nahliadneme, že existujú postupnosti 
{xiti}^=], {yu }iZi vybrané z {#,}f> resp. {yn}T tak, že xt ->xčA, 
}Jn: : ' .-/ e ^ . teda 

d -- Jim (.x ,yn, ) =-•o(x,y)eD(A). 
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Množina D(A) móže byť hustá (pozři fl"|) i vtedy, keď A neobsahuje žiadnu 
neprázdnu husté rozloženu podmnožinu. Nech napr. I? je množina všetkých 
kladných racionálnvch říšel. 

Ì. 

Množina 
A =--- {rl7 i\ + r2, Tx 4- r2 + T3, . . . } 

zrejme neobsahuje žiadnu neprázdná husté rozloženu podmnožinu (je to izo
lovaná množina) a predsa D(A) = f0} + R je hustá v <0, +00) . 

Veta 3,3. Nech ACX7 A hustá v (X, Q). Potom D(A) je hustá v D(X). 

Dok a z. Nech d € D(X)7 třeba ukázat, že d e~Ď(A) (ĎjA) je uzávěr D(A) 

v D(X)). Keďže d — Q(X, y), x, y čA = X, existujú postupnosti {xn}?, 

\yn]t bodov z A tak, že x,t -> x, yn -•> y. Potom dn Q(XÍI7 yn) ~> Q(X7 y) —- (L 

přitom dn 6 D(A) (n =-- 1, 2, . . . ) : teda d € D(A). 

Veta 3,4. Nech Q^ACX. A súvislá množina. Polom. D(A) je interval 
s lavfpa koncovým bodom O.1) 

I.)6kaz. Pre každé a € A definujeme na množině A zobrazenie fa(x) = Q(X, a) 
do •((), +00) . fa je, ako ihned vidieť. spojité zobrazenie A do <0. + °°)-
Teda/,, (.4) je súvislá množina v < 0. 4-oo). KedzeD(A) == V fa(A) a 0 6 I I fa(A). 

aeA a e A 

je Í)(A) neprázdná súvislá množina v < 0 , + 0 0 ) , teda D(A) je interval obsa
huj úci bod 0, ktorý je zrejme jeho lavým koncovým bodom. 

Skúmajme teraz úplnost priestoru. D(X) (D(X) chápeme ako podpriestor Kx). 
Ak (X, o) nie je úplný, potom o úplnosti D(X) nemožno nič určitého tvrdit. 
Napr. ak A" je množina všetkých racionálnych čísel, potom D(X) = <0, + 0 0 ) . 
X nic je úplný priestor. Ak X je množina všetkých iracionálnych čísel, potom 
P(X) — \0, +00) je úplný priestor. 

Z úplnosti (X, o) nevyplývá úplnost D(X). Nech napr. X je množina vset 
kých postupností 

5- - {V 0,0, . . . . < ) . . . . } , 

{0,1 + -*-,o. . ..,0, . . . } , ... 
n^l 

[o, 0 , 0 , . . . , 1 + ^ , 0 , . . . } , . . . 
k^l 

Metrika Q(X7 y), x -^ {xk}i , y —•• {yk}T je definována takto: 

Q(y, x) = sup \xk — yk\. 
/,-1,2,3,.. . 

Zrejme je o(xi7 y}) > 1 pre i =4= ý a preto v (A, o) sú cauchyovské postupnosti 

"*) Slovo interval móže značit aj zvrhlý interval, t. j . jednobodovú množinu. 
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totožné s postupnosťami skoro stacionářnymi. Teda (X, e) je úplný priestor 
Ale 

,, - i 

1 . . 1 . 1 . V 1 

nie 

z)(X)={oJi + >-,i + A+-l---- i + £ "-'•••• 

u — l 

je úplný f pretože neobsahuje 2 --= lim I 1 -f \ -— I I . 

Definícia. Množina ACX sa nazývá monomorfná. ak neexistuje A'CA. 
A' 4= A taká, ze A' je izometrická s A. 

Teda ak A nie je monomorfná, potom existuje A'CA, A' 4̂  A tak, že 
D(A) = -D(^4'). Naskýtá sa táto prirodzená otázka: Ak A má tú vlastnost, že 
pre nejakú množinu 4 ' C i , 4 ' 4= 4 je D(A) = D(A'), možno potom tvrdiť. 
že A nie je monomorfná? Ivanko ukážeme, že to tak nie je. Necli napr. (X, O) 
je priestor s triviálnou metrikou (t. j . Q(X, y) = 0 pre x = H, o(x. //) — 1 pre 
x 4= y), X ^ 3. Nech A C X, A nech je právě troj bodová, \ezmime A/CA, 
A' nech je dvojbodová. Potom D(A) -= Z>(.4') =•• {0, 1 } a přitom A. A' nie sii 
izometrické. Zrejme A nie je izometrická so žiadnou svojou pravou pod
množinou, teda A je monomorfná. Existuje teda monomorfná množina A. 
ktorá má tú vlastnost, že obsahuje pravú podmnožinu A'CA tak. že 
D(A) = D(A'). 

Množina vzdialeností množiny ACEX majúcej kladnu Lebesguovu mieru 
obsaliuje interval, ktorého lavý koncový bod je 0. Tento výsledok je obsiah 
11 utý v práci [2] H. S t e i n h a u s a . W. S i e r p i n s k i ukázal (pozři |3j), že D(A) 
móže nebyť meratefná (F), i keď A je merateiná (L). Ak však A CEX i D(A) 
sii merateíné (L) a JU(A) > 0. je aj u(D(A)) > 0 podlá citovaného výsledku 
Steinhausovho. 

Třeba ešte poznamenat, že D(A) móže mať kladnu mieru. i keď A má mieru 0. 
Príkladom takej množiny je Oantorovo diskontinuum (\ ]>re ktoré D(C) 
-.---. <U i; (pozři [4|). 

$ 4 . Operária I) ako množinová funkcia 

Tvorenie množiny vzdialeností D(A) k množinám ji C X možno chápať ako 
množinová funkciu definovaná na systéme 2X, podmnožin metrického pries-
toru (X, O), ktorých oborom hodnot je systém podmnožin z 2 0 : c ) . Táto 
množinová funkcia (ďalej len funkcia) sa dá charakterizovat spomedzi všetkých 
funkcií uvedeného typu niekoikými jednoduchými vlastnosťami. Platí táto 
veta: 

Veta 4,1. Nech (X,Q)je metrický priestor. Existuje právě jedna funkcia F 
definovaná na 2X s oborom hodnot v 2 °<QC) , ktorá má následuj úce vlastnosti: 

(1) Pre každé 0 4= A € 2X je 0 € F(A) . F(0) = 0. 
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(2) Pre každé A, B £ 2X; A C B je F(A)CF(B). 
(3) Pre každé A € 2Y je d(F(A)) = d(A). 

(4) Ak {0,a}CF(A) potom existuje aspoň jeden kompakt KCA tak, že 
F(K) = {O, a}. 

(5) Pre {x, y} € 2-v je F({x, y}) uzavretá množina. 
Touto funkciou je právě funkcia D. 

D ó k a z : Funkcia I) skutoene uvedené vlastnosti má. Vlastnost (3) plynie 
z vety 3,1 a ostatně vlastnosti sú zřejmé. Dokážeme, že je to jediná taká funkcia, 
1. j . ak pre nejakú funkeiu F platí (]) —(5), potom F(A) = D(A) pre A€2A. 

Teraz dokážeme rovnost D(A) = F(A). Nech a € D(A), potom g(x, y) = a\ 
x.yeA. Kedze {x,y}CA, tak F({;r, y}) CF(A) (podlá (2)). Podlá (5) je 
F({x. ?/}) uzavretá a v dósledku (3) je d(F*{x, y})) = d({x, y}) = o(x, y) = a% 

teda F( {x. y}) je aj ohraničená v Ex, teda je to kompakt. Položme xx = 
------ iní F( {x. y}) a yx = sup F( {x, y}). Zrejme xl, yx €F1({x, y}) a yx — x1 = a. 

Protože 0 e F({x, y}) je x, = 0 a teda yA --. a. cize D(A)CF(A). 
Vve ])i*ázdnu množinu A je opačná, inklúzia zřejmá z (I). Nech množina A 

je neprázdná a nech a ; 0, a G F(A). Ak a = 0 potom a € D(A). Nech teda 
a > 0. Pretože 0 eF(A) je {0, a}CF(A). Podlá (4) existuje v A kompakt K 
tak. že F(K) = {0, a}. V dósledku (3) je d(K) = d(F(K)) = d({0, a}) = a 
a pieto v K existujú dva prvdry x, y tak, že Q(X, y) = a. Teda a € D(A) a 
pieto F(A)CD(A). 

Vlastnosti (1) — (5) nie sú nezávislé. Uviedli sme ich všetky len pre z jedno-
dusenie dókazu vety 4,L Ukážeme, ž<> vlastnost (5) plynie z ostatných vlast
ností. Teda na to, aby sme charakterizovali funkeiu D. vystačíme s vlast-
nostami (1) —(4). Formulujme to v tejto vete: 

Veta. 4,2. Nech F(A) má vlastnosti (1) —(4). Potom má aj vlastnost' (5) do-
konca v tomto zosilnenom tvare: 

(5') Obraz dvoj prvkové j množiny je dvoj prvková, množina. Vlastnosti (J)--(4) 
sť< nezávislé. 
D ó k a z : Nech {x, y}CX, x 4= y. Pretože F({x, y}) má kladný priemer, 

obsahuje okrem nuly aspoň jeden prvok xx. Ukážeme, že xY = d kde d = g(x, y) 
je priemer množiny {x, y} (a teda aj množiny F({x, y}). Ukážeme to tak, že 
dokážeme, že v množině F({x, y}) sa nemóže nachádzat žiadny prvok x2 

s])lnujúei nerovnost 0 < x2 < d. Kedze pre žiadne x2 z F({x, y}) neplatí 
x2 > d a kedze existencia prvku x, čF({x, y}) je zaručená, dokážeme tým, že 
x1 = d. Súčasne tým dokážeme, že je to jediný prvok z F({x, y}) rózny od 
nuly. 

Nech teda 0 < x2 < d, x2 čF({x, y}), potom k množině {0, x2}CF({x, y}) 
existuje podlá (4) kompakt KC {x, y} taký, že F(K) = {0, x2} teda d(K) = 
= d(F(K)) = d({0, x2}) = x2. To je spor, pretože v množině {x, y} sú len dva 
kompakty s priemerom 0 a d. 

Ostává ešte dokázat nezávislost vlastností (1)— (4). K tomu zostrojíme 
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4 příklady. Prvý bude ukazovat, že vlastnost (1) nezávisí od ostatných troch 
vlastností a ďalšie příklady budu po radě ukazovat to isté pre ostatně vlast
nosti. 

P ř í k l a d 1. Funkciu F(A) definujeme takto: Nech c > 0 . 

F(A) = {x : x = y + C: yeD(A)}. 

P ř í k l a d 2. 

{0, d\ ak A je neprázdnv koni])akt. (d je priemer A) 
F(A) = < 

J)(A ) pre ostatně A. 
P ř í k l a d 3. Nech k > 0 

PИ) = U : a: , | , / /€/)(A)| . 
I 

P ř í k l a d 4. Nech F(A) --=0, ťl>, kde A), r/ je interval v K, (J o je 
priemer množiny A). Nech F(0) --= 0, F( {a}) ~ {0] ])re jednobodovii množinu |O [. 

Podrobnou diskusiou týchto jednoduchých príklado\ sa nebudeme za-
oberaf. 

V súvislosti s pojmom množiny druliej kategorie vynára sa tento problém: 
Ak (X, o) je druhej kategorie v sebe, potom ešte D(X) nemusí byť druhej 

kategorie. Stačí vziať za o triviálnu metriku. Nech vsak je aj J)(X) druhej 
kategorie a nech A CX. Ak A je druhej kategorie v (A\ o), je potom nutné 
D(A) druhej kategorie v D(X)'( 

Iv tomuto problému poznamenáváme, že D(X) móže byť druhej kategorie. 
i keď X nie je druhej kategorie v sebe. Napr. X -• C, (\ ('autorova množina. 
(D(G) ,= <0, ' l» 

^ 5. Operáeia 8) a Hausdorťíova limita poslupnosii množin 

Vyšetříme ešte súvislost operácie D s Hausdorfíbvou limitou postupnosti 
množin metrického priestoru. 

Pre operáciu D a Hausdorffovu limitu platí zrejme tento vzťah: 
D(\'\n\ AJ C lim D(AJ, kde {A)k\^._i je [libovolná postupnost množin z X. 

Ak má platit pre nějak ú postupnost {AA}ti----v výrok: 

lim Au - A > lim D(AJ D(A). 

potom podlá predošlého je nutné a stačí, aby 

lim J)(AJ C D(A). 
Nutnost tejto podmienky je zřejmá. To, že je to ])odmienka ])ostačujúca. 

plynie zo vztahov: 

.D(lim AJ C lim D(Aí) C lim D(A J C D([\m A J. 
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Hovoříme, že operácia D(A) množinová funkcia je spojitá na 2X. ak platí 
výrok: 

lim An -= A: A:i, A € 2X => D(A) = lim D(An). 

L. Mi š ik upozornil na tento problém: 
1. Aká je nutná a postačujúca podmienka, ktorú má splňovat priestor (X, O), 

aby D bol a spojitá na X. 
2. Ako majú vyzerať postupnosti množin {^4,/}^, (v priestoroch, kde D 

obecné nie je spojitá), aby platila vyššie uvedené implikácia t. j . z An > A 
aby vyplývalo D(An) -> D(A). 

Otázku 1 rieši táto veta: 
Vreta 5,1. Nech (X,Q) je metricky priestor. Funkcia D(A) je spojitá na, 2A 

vtedy a len vtedy. ak X je konečná množina. 
D ó k a z : Nech X je konečná. Nech AnCX, (n = 1, 2, . . . ) ; UmAn = A. 

Skúmajme lim D(An). Stačí dokázat, že lim D(An) C D(A). Nech d €lim D(An), 
])otom d e D(Ank). (k = L 2. . . . ) , teda 

<l = (AXLk> yn;), x.H., y\k $• -4n;. (k =-: L 2. . . . ) . 

Pretože X je konečná množina, je X x X konečná.To znamená, že existujú 
vybrané postupnosti {xn. }Jti . {yrl! }?..-. \ tak, že 

Xuk. =--••• ^V y,,. = ?/0 P r e ) = Jr 2 ' ' ' 

Teda .r0 £ lim ^4H = lim A„ = A, y0 € A, Q(X0> y0) = d € J)(^4). 

Nech X je nekonečná množina. Vyberieme postupnost {xn}n=\ a pomocou 
tejto ])ostupnosti zostrojíme postupnost množin {An}™^\ tak, aby An CAnií. 

OC 00 

(n -- 1, 2, . . . ) . 7 ) ( I U j = 0, I K D ^ I J 4- 0. (Pozři příklad za větou 2,3.) 
n--\ n ••• i 

00 00 

Pretože 11-4,, - lim A;/. IIF>(A j =- lim i ^ 4 j je 
n =--1 /Í—>oc /í ^ I ><-->oo 

D(limAtl) :# lim D(An), 
/ f — > 0 0 H—>CO 

K 2 uvedieme tieto postacujúce podmienky: 

Vela 5,2. Na to. aby pre postupnost! množin {An}n.__.A_ AnCX. l im^4 / t =AÍ 
ri-> oo 

co 

platilo lim D(A j — D(A), štaci, aby množiny Bm — ^ ^ 4 U bO/^ kompakty. 
n — m 

D ó k a z : Stačí dokázat (podlá vyššie uvedenej poznámky), že 
lim D(A:i)CD(A). Z vety 2,1 a 2,4 dostáváme: 

oo oo a. oo o-. oo 

lim D{An) --=- II V (A j c II DC£A:I) = £>(H £ A ,) == 0~(limA~) = J)(A). 
m- 1 /< ^ ж ш - 1. н ---m 
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Veta 5,3. K platnosti lim AH = A -=> lim D(An) = D(-4) «tocí, ab?/ 
oo 

1° Množina T A.(1 6oto kompaktná v (X,Q), 

2° ^ ==2--»-

Dókaz . Ak d € lim Z>(-4n), potom d = Q(xur ylr), xUjr yn €AHk. 

Existujú postupnosti {xn^ }i"*Li, {ytik }/° i ^ak, že x k._ -> .r. 
oo 

//,, > ty. a;. ,y € ]>. .4,. t. j . .x, y 6 A. teda d € I)(A). 
" 7 W - - 1 
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О М Н О Ж Е С Т В А Х Р А С С Т О Я Н И Й М Н О Ж Е С Т В 
М Е Т Р И Ч Е С К О Г О П Р О С Т Р А Н С Т В А 

Г И Б О Р Н Е У Б Р У И II И Т И Б О Р IIIА Л Л Т 

В ы в о д ы 

В этой статьи автора дают обзор важнейших результатов касающихся расстояний 

множеств в Евклидовом пространстве. На другой стране дают обобщения некоторых 

результатов знакомых в пространствах Евклида, для произвольных метрических 

пространств и также некоторые новые результаты. 

Пусть (Л', ^) метрическое пространство. Пусть Л, В С X. множество всех чисел д(х, у), 

г € Л, у € /? обозначим ^(Л, В) и назовем множеством всех расстояний множеств Л, Н. 

Положим ^(Л, Л) -•-• О(Л) для Л С X. 

В первой части работы исследуется связь между мощностями множеств Л и ^(Л). 

Если Л бесконечно и Л 5^ п т о 1Л1) Хк п-

Во второй части п])иведены некоторые общие формулы для ^(Л) и дано необходимое 

(георема 2,2) и достаточное условие (теорема 2,о) для перемены операций ^ и X. 

Георема 2,2. Необходимым условием для того чтобы система Л*, I € Т, Л1 С X удовле

творяла равенству 

о(2--1.)-2^И|) о 
/ е Т / € Т 

является условно вир <1(Л*, А^) < вир <1(Л/). 
1ФЬ' 

где (1(Лг, Лг) = вир {д(х, у), х € Ль, у € Л / } ; 
1ФГ 

(1(ЛА) дпямстер множества Л/. 

Теорема 2,3. Если ^(Л^), (I € Т) является интервалом, то для выполнения (I) доста-

гочпо чтобы 
вир й(АиА(') < ъирсЦА^) 
!фГ 1еТ 
1,1СТ 

Аналогичная проблема решена для операций ^ \\ II. 

Теорема 2,4. Пусть Л г , (1 =- 1,2, . . . ) компакты в (X, р); Л 1 Э , 1 2 Э •••• тогда 
а; оо 

/>(П-и = иди») 
п = 1 п = 1 

В третей части исследуются множества расстояний различных видов множеств 

метрического пространства. 

Теорема 3,2. Если А компакт в (X, о) го ^(Л) компакт (в < 0, + 0 0 ) -

Георома 3,3. Если А СХ, А плотно в (X, о) то ^(у\) плотно (в <0, + ° ° ) 

Теорема 3,4. Если 0 Ф А С X, А связное множество, то ^(А) является интервалом 

левым концом которого есть нуль (слово интервал может обозначать тоже одноточенное 

множество). 

На примере показывается что из полноты пространства (X, д) не вытекает необходимо 

полнота ^(X). 

В далнейшем создается конструкция мономорфного множества А С X, которое со

держит собственное подмножество А' С А такое, что ^(Л) — ^(Л'). 

В четвертой части исследуются свойства операции ^ к а к функции множества. 

(Отображение пространства 2х в 2<о,+оо) . Показывается что ^ — к а к отображение I1 

пространства 2х в 2<о, фоо) можно характеризировать следующими свойствами: 
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1° Д л я всякого А. О 4= л € - А ' 1 Ш ( Ч ' Т Л 1 С ( Т О ° € ^ ^ Г ^ " °' , 
2° Д л я всяких двух А, В; А, В €2*; АсВ имеет место Р(А) С -?(Я) 

3° Если Л € 2А' то й(Г(Л)) - й(Л) 

4° Если {0, а}С1^(Л) то существует хотя бы один компакт К С Л л ли которого 

Р(К) = {0, а]. 

В конце этой части автора предлагают следующий вопрос: Пусть (Л , ^) метрическое 

пространство, пусть Т)(А) множество второй категории в < 0, 4-оо). Если 1 С-V» 1 

второй категории в (X, д), необходимо — ли также 4)(А) второй категории в Л(Л')? 

В пятой части изучаются некоторые вопросы на которые предупредил Л . Мишнк, 

касающиеся связи между операцией I) и хаусдорфского предела последовательности 

множеств в метрическом пространстве. 

Говорим, что В непрерывна в (X, д) если для пенкой последовательности \Ап}^ , 

ЛпС X, \ппЛп = . 1 , имеет место Нт4>(/1 д ) =--: В(Л) 
п—><х> п—>со 

В этой части дано необходимое? и достаточное условие для непрерывности О (конеч

ность пространства (А, д)) и также достаточные условия для того, чтобы для некоторой 

последовательности множеств {Лп}™__^, ЛпС А Л Н - * Л , выполнилось (2) (теорема V -

и 5,3). 

ON T H E S E T S OF D I S T A N C E S OF T H E S E T S 
I N A M E T R I C A L SPACE 

T I B O H N E U H R U N N a n d T I ' B O K H A L A T 

S u m m a r y 

I n th i s p a p e r t h e a u t h o r s give a rev iew of some i m p o r t a n t resu l t s re la t ing to t h e se t s 
of t h e d i s t a n c e s be longing t o t h e sets of t h e E u c l i d e a n space, on t h e o t h e r h a n d t h e \ 
give some genera l iza t ions of t h i s resu l t s for metrica l spaces n o t necessary Eucl idean 
a n d also some n e w results are g iven. 

L e t (X, o) b e a metr ical space. L e t A, B C X. T h e n we d e n o t e t h e set of all n u m b e r s 
o(x, y); x € A, y € B by m e a n s of t h e sign D(A, B) a n d we call it the set of all d i s tances 
of t h e se ts A, B. W e p u t D(A, A) - D(A) for A C X. 

In t h e f i rs t p a r t of the pape r t h e r e la t ion of t h e cardinal n u m b e r of the1 set A to t he 
cardina l n u m b e r of t h e set D(A ) is s tud ied . If A is infinite and A < n then I)(A) //. 

In t h e second p a r t some general formulas for D(A) a re g iven . The necessary ( theorem 
2,2) a n d t h e sufficient ( theo rem 2,3) condi t ions for t he change of opera t ions of I) and / / 
are in troduced. 

T h e o r e m 2,2. T h e necessary condi t ion for the val idi ty of the relation 

D(>]A.) - V D M . ) A) 

t,TrT tzT 

where t 6 T, A*CK is the va l id i ty of the relation 

s u p d ( A , , A t ' ) < sup d(At), where d(A,, At-) sup \o(.t\ ?/); r 6 A <, </ € Ar , 
l + l' ttT f.r.f 

d(At) is t he d i a m e t e r of t he set AL. 
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Theorem 2,3. Let for every t 6 T is D(A*) an interval. Then a sufficient condition for 
the validity of (1) is 

s u p d ( A / , A / ) < supd(Aj) 
W tt'T 

Analogical problem for the operations D and II is studied. 
Theorem 2,4. Let A;., (i ~ 1, 2, . . .) are compacts in (X, o), Ai D A2 3 

GO JO 

The.. D([\An) U D ( A „ ) 
a l // - l 

In the third part the1 sets of the distances of various kinds of the sets in a metrical 
space are studied. 

Theorem 3,2. If A is a compact in (X, o) then D(A) is a compact (in <0 -f- oo). 
Theorem 3,3. If A C K, A is dense in (X, o) then D(A) is dense in <0, -f-oo). 
Theorem 3,4. If 0 4= A C X, A is connect, then D(A) is an interval with the left 

end-point zero. (The word interval may significato also a one-point set.) 
An example is given showing that the completness of the space (X, o) does not in

fluence the completness of D(X). 
Further a construction of monoinorfe set A Q X containing a proper set A' Q A 

such that D(A) - D(A'), is given. 
In the fourth part are discussed the properties of the operation D as of a set function. 

(The mapping of the space 2X into <0, -f- co). I t is shown that D as a function of set F. 
which mapps 2*Y into < 0, -|-oo) may be described by means of the following properties: 

1° Vor every A, 0 4= A 6 2-r is 0 €F(A) . F(0) •= 0. 
2" For every A, B; A, B G 2 Y; A C B is F(A) C F(B). 
3° For every A € 2A* is d(F(A) -= d(A). 
4° If {0, a} C F(A) then there exits at least one compact K Q A such tha t F(K) -
{0, a\. 

At the end of this part the authors put this question: Let (X, o) be a metrical space 
and I>(X) is a set of second cathegory in <0, -f oo). If A C X, A of second cathegory; 
is then necessary also D(A) of second cathegory in D(X)? 

In the fifth part are are discussed some questions suggested by L. Misik. These 
quostionts relate to the relation of operation and the limit of a sequence of the sets in 
the sense of Hausdorf. 

We say that D is continuous in (X". o), if for every sequence {An}^v AnCX, 
lim A n A the relation 

limD(A„) D(A) (2) 
It—>oc^ 

is valid. 
Ln this part is given a necessary and sufficient condition for the continuity (finitness 

of the space (X, o))and further sufficient conditions for validity of (2) for a sequence 
of the sets {An)?-.) A« CX, An -> A (theorems 5,2 and 5,3). 
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