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MATEMATICKO-FYZIKALNY ČASOPIS SAV, 13, 2, 1963 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е П О Т Е Н Ц И А Л А 
ПО А Н А Л И Т И Ч Е С К И М СВОЙСТВАМ 

А М П Л И Т У Д Ы РАССЕЯНИЯ 

МИКУЛАШ БЛАЖЕК (М1ки1а8 В 1агек), Братислава 

В настоящей работе показан способ, по которому можно в случае нереляти-
вистского рассеяния двух бесспиновых частиц сотоставить амплитуде рассеяния 
такой потенциал, который ее воспроизводит. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Если известна амплитуда рассеяния, то можно определить также аналити
ческие свойства отдельных парциальных амплитуд. Что касается нерелятивист-
ского упругого рассеяния двух бесспиновых частиц, зависит парциальная 
амплитуда рассеяния при данном (физическом) моменте количества движения / 
только от энергии V = к2. 

В настоящей работе предлагается способ, по которому можно сопоставить 
потенциал вышеупомянутой гроблеме рассеяния, для которого нам известны 
аналитические свойства парциальной амплитуды рассеяния в верхней полу
плоскости импульса /с. До сих пор неясно, является ли метод, использованный 
в работе [1] для вывода основного интегрального уравнения для б'-рассеяния, 
удобным также и для решения обратной проблемы с ненулевым моментом 
количества движения [2]. В дальнейшем мы покажем, что с помощью другого 
способа можно вывести определенное основное линейное интегральное уравне
ние для любого (физического) значения момента количества движения. Из 
уравнения, полученного таким образом, вытекает уравнение Аграновича—Мар
ченко [1] как частный случай (для / = 0). В работе [2] показана также эквива
лентность уравнений Гельфанда—Левитана [3] и Аграновича—Марченко. 
В дальнейшем мы не приводим некоторые доказательства а также исследования 
некоторых свойств основных соотношений, которые можно делать подобным 
образом, как например в работах [1], [2] или [4]. 

Формализм, использованный в данной работе, можно распространить на 

определенную область комплексных значений момента количества движения /. 

Оказывается [5], что процесс рассеяния можно описывать не только с помощью 
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переменных V и г = —2г(1—со$ 3) (как в представлении Манделстама), но 
также и с помощью комплексных переменных / и к. Дальше выяснилось [6], 
что для определенных видов потенциалов (потенциалы вида Шарап—Фубини) 
можно выразить полную амплитуду рассеяния с помощью ее полюсов и вычетов 
в комплексной плоскости /. Поэтому можно ожидать, что хотя бы для некоторых 
видов потенциалов удастся найти решение обратной проблемы не только 
с помощью стандартных данных о рассеянии из комплексной плоскости им
пульса к [1,3, 7], но также с помощью данных о рассеянии из комплексной 
плоскости момента количества движения / (т. е. определить потенциал с по
мощью полюсов Редже). Однако предлагаемый метод нельзя прямо использо
вать для решения этой проблемы. 

Настоящая работа разделена следующим образом. Во втором разделе при
водятся некоторые функции и их свойства, необходимые для дальнейших 
вычислений. 

В третьем разделе работы мы покажем, что если уравнению Шредингера 

<12и Г , , /(М- 1) 
2 

drl 
+ \k - V \u = 0 (1) 

с краевым условием 
Пт щ(к, г) е{кг = 1 

г->оо 

удовлетворяет функция (к + 0) 

(2) 

ям = -krh'ЏҶкír,t)
kth'2){kt) 

•1+1 dt, Imfc < 0 (3) 

го потом функция К{(г, д) является решением дифференциального уравнения 
в частных производных (гиперболического типа) 

д2Kir,Q) /(/ + !) 
-> 2 

or 
Ki(r, Q) 

ГЩ*-Щl>.KÁr,4 
Õrг 

= V(r)K,(r,Q) 

(4) 

с условиями 

ţ / ( r ) = - 2 d ' ( r ' r ) -- K,(r) 
dr 

l i m , kth?Xkl). iíifcO _ W r , t ). * < í * 0 1 v _ 0 
kдt kдt 

(5) 

(6) 

(где 1г\2) — сферическая функция Ханкеля второго рода). Выполнение условий 
(1) и (3) эквивалентно выполнению условий (4), (5) и (6). 

В четвертом разделе работы мы выведем для функции К^г, д) основное 
линейное интегральное уравнение 
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(7) 

гдe 

K,(r, Q) + I K,(; t) . F,(t, Q) dt + Ft(r, Q) = O, 

r 

oo 

Ft(r, «,)=-- -L íd/c. [1 - S.(*)] \_-krh\2\-kr)-] \_-kgh?\-kQÍ\ 
— 00 

1 - s,(/c) 

(если нет связанных состояний). 

В пятом разделе работы мы покажем, что если выполняется интегральное 

уравнение (7), то будет выполнено соотношение (6) и имеет место уравнение 

д2к,(r,в) 1(1 + 

õr2 r 
».кír.tì-\ąi'Л-SШÌ.кir.ã 

L ÔQZ Q 

= -2Щ^±.KI(Г,Q). 

Таким образом, если мы определим потенциал с помощью соотношения (5), 

то согласно третьему разделу работы будет выполнено также уравнение 

Шредингера (1) [с потенциалом (5)]. В следующем разделе приводится дискуссия 

и начерченный пример. В заключении формулируется основное уравнение (7) 

с помощью полной амплитуды рассеяния. В конце работы имеются математи

ческие дополнения. 

2. ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ 

Уравнение Шредингера для радиальной части волновой функции можно 

писать в виде 

а 2 

£ + [и-iü±!)-кИ н - • • ( 8 ) 

аг 

где V = У(г) — центрально симметричный потенциал. 

Известно [4], что если существует первый и второй абсолютный момент 

потенциала, т. е. если справедливы соотношения 

00 0 0 

| г \У(г)\ с1г < оо, | г2 \У(Г)\ О> < оо, (9) 
о о 

то для уравнения Шредингера (8) имеет место: 
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1 ° Существует решение //(&, г), которое определяется соотношением 

\kr lim/ J(A:,-)e ," ř-- 1 (10) 

Функция? удовлетворяющая условию (10), является при г > 0 аналитической 
ФУНкписн импульса к для 1т к < 0. На вещественной оси она имеет разрыв 
в т0чке к = 0. Для свободной частицы (V = 0) эта функция имеет вид 

fГ(Kr) = 
krh\2)(kr) 

(П) 

2° Существует регулярное решение </>_(/с, г), которое ведет себя в окрестности 
начала (г = 0) как — /л + 1 и определяется с помощью краевого условия 

Нш Щ^ = 1. 
г->0 Г/ + 

Решение срг(к, г) является для фиксированного г аналитической функцией 
переменной к, регулярной для всех конечных значений к, т. е. является целой 
функцией переменной к (ср. является целой функцией переменной к2). Для 
\к\ -» оо имеет место^) 

14 

r (Pi(k,r) ,. krjÁkr) 1 . / . 1 . . 
l i m ^ -TV7T = A™ ———- = r sin \kr - — ni , 
-•„ ( 2 /+1 ) ! ! ^ fc'+i fc«+i l 2 ' ' 

(12) 

равномерно относительно г. (О функциях 1г1 я]1 смотри в дополнении А.) 

3° Регулярное решение </>.(&, г) можно выразить с помощью функции//(А:, г) 
следующим образом 

причем 

<Pi(k, r) = -2iJT- Ui(k) •/,( -Kr)- f,( - fc) .f(k, r)], 

f,(k) = l im(2/+ 1 ) r ' . /,(/<, r). 
r - 0 

(13) 

(14) 

С1) Из рассуждений, сделанных в [4] на стр. 323 и 326 вытекает, что имеет место также 

_Ф,( /с, г) кг.Цкг) 
kl + 1.krjj(kr). 

_ ( 2 / + l ) ü ^ ' 0; 0 0 (12') 

(равномерно относительно г), и дальше, если нет связанных состояний (т. е. /)(&) Ф 0 для 
1т к < 0) имеем 

kgji(kg). krj^kr) 
(21 + 1)!! 

!(*) ' ./.(*) 
(равномерно относительно г и о). 

- i 0; | f c | - o o , I m / c g O (16') 
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Для свободной частицы (V = 0) имеем 

(21±Г2П> 

V (1к)1 

Функция ^|(к) является аналитической функцией переменной к, регулярной 

в открытой нижней полуплоскости и непрерывной на вещественной оси. Нуле

вые точки функции /(А:) на отрицательной части мнимой оси к являются про

стыми и определяют энергию связанных состояний. Дальше мы имеем (') 

iim 
1*1-«> L 

(2/+l)!Í/,(/c)J ~ *' 
(j/v m л l _ f I m f e ^ O . (16) 

С помощью функции ^(к) можно выразить элементы ^-матрицы следующим 

образом 

Для вещественного к имеем дальше 

$,(*) = е2!-"(А>, /.(*) = | / . ( * ) | • е" , (*\ (18) 

где г]1 и дь представляют /-тый реальный сдвиг фазы. Если в (13) подставим 

асимптотическую форму функций /^к, г) и воспользуемся соотношением (18), 

то после некоторых преобразований получим 

Нт <рг{к, г) = Щ^-- МП (кг - у тс/ + Д ^ - у п1 = 5г. (19) 

3. ЗАМЕНА У Р А В Н Е Н И Я ШРЕДИНГЕРА 

В дальнейшем мы будем предполагать, что существует первый и второй 

абсолютный момент потенциала. Потом решение Иоста /г(к, г) уравнения 

Шредингера можно записать с помощью функции //0)(А:, г) для свободной 

частицы (11) следующим образом 
оо 

/,(*, г) = /}°\к, г) + | К^г, ()/}°\к, I) а7 . (20) 
Г 

Это соотношение определяет функцию Кг{г, I) для / <̂  I. Дальше мы определяем 

АГ,(г, /) = 0, для г > / . (21) 

Соотношение (21) мы используем в следующем разделе работы. Для свободной 

частицы имеет место К[°\г, I) = 0. 

В дальнейшем мы найдем основное дифференциальное уравнение для 

функции Кг(г, I). Введем следующие обозначения 
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кг1г\2\кг) = Е12\кг) 

кг = ц, к( = с 

К,(г,0 = К , ( - | - , ^\ = к.С(ц,с). 

В переменных ^, ^ уравнение Шредингера (8) имеет вид 

й2и 

dц2 + u Ж+Л + Л v 
Ц2 k2 ' 

« = 0 

(22) 

(23a) 

(235) 

(24) 

и соотношение (20) запишется в форме 

со 

>'+'/, = Е12\Ц) + \ с(ц, о Е!2\О д$ = еЬ). 
ч 

Уравнение (24) преобразуем с помощью (25) следующим образом 

(25) 

d2g 
+ g {[^il + il]^) + [ ^ + ^ J c ( l „ Ә E l , 

В уравнение (26) подставим вместо первого члена выражение 

СО 

__% _ К1 + 1) 
оУ 

XQdZ}- = 0. 

(26) 

= - ^ ^ ) - E?\n) + \^-E\2\0d, - [^]E\ (ц) 

E\2^n) + ^ E \ 2 \ n ) \ -

C^>ri W2), 
E\'\Ц) 

и вместо второго члена выражение (смотри в дополнении Б) 

(27) 

- £ < 2 > ( - . ) + 2 [ + ! £ : ún) = E\2\n) - c(n,n)E\2Mn) + [ ^ ^ é ^ 1 

+ J[(il)2^]^l-£^)+^^^] 
+ iim |c(,, o E\I\(O - [~ ^ # ] r1^^)} • 

tf.Oi)] + 

d£ + 

(28) 

После сокращений (смотри в дополнении Б) мы получим из уравнения (26) 
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-JrJn„["._.^]. 
co 

+ lim { _ í 2 > ( 0 - ^ | ^ - + Cfo, fl[_íi>.(0 - ^ U ( 2 , ( - ) ] } = 0. (29) 

Это уравнение уже имеет искомый вид. Из уравнения (29) мы получаем условия 

2 со,, о 
д2^-Щ^сЫ)-\^--^сы)]-^сЫ) = о, 

а . 2 ч2 I ^ <* ] /с2

 ( 3 0 а ) 

К = - 2 ^ ^ ? ) - , (305) 

Если теперь вернемся к первоначальным переменным г, г по (23), то из условий 

(30) получим(2) 

вг Г I- 5< < ^ (31а) 
К ( г ) = - 2 - ^ 1 = К . ( г ) , (315) 

. ™ { - М ^ ) ^ ^ - ^ 0 ^ _ 1 } - а (зи, 

Можно показать, что если функцию ^ ( г , 1), которая удовлетворяет условиям 

(31), подставим в (20), то функция (20) удовлетворяет уравнению Шредингера (8) 

[с потенциалом (31(5)] и, повидимому, также краевому условию (10). 

(2) В уравнение (24) можно также подставить вместо (25) регулярное решение в виде 

г 

Х1(к, г) = кг,'{кг) + $ Щг, I) *(/,(*/) (1г. (25') 
О 

Дело в том, что при выводе условий (31) мы использовали такие соотношения, которым 
удовлетворяют не только функции Н\2\ но также функции у̂ . Поэтому уравнения (31) спра
ведливы также и для функции ^(г, (), если в них сделаем с учетом (25) и (25') следующие две 
замены: К-> — N и Пт -> Нт. В частности, соотношение (31 в) приобретает вид N^,0) = 

1*->оо г->о 

= 0, поскольку имеет место [Ц/'/Ш^ = о = 0. И аналогично из (31 в) можно получить условие: 
К^г, оо) = 0. Уравнения (31) для функции ^(г , () приводятся, например, в работе [4]. 
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4. Л И Н Е Й Н О Е И Н Т Е Г Р А Л Ь Н О Е У Р А В Н Е Н И Е ДЛЯ Ф У Н К Ц И И #,(г, е) 

В этом разделе работы мы выведем линейное интегральное уравнение, 

которому удовлетворяет функция Кь(г9 д)9 введенная соотношением (20) и (21). 

Будем исходить из соотношения (13) 

*'>-f mЬi-k.r)-J^-m XM]-
Поскольку имеет место 

( - i y A # = s,(-fc), 
Чк) /,(к) 

получаем 

Ф.(*. г) —^ = / , ( - * , г ) - ( - 1)' 5,( - к)/,(к, г) + ( - 1)' [/,(/<, г) - /,(к, г)] 
^^\К) 

(последние два члена представляют добавление нуля), или же 

Нк,Г)~Ш = (" , ) , + ,Ш^'-) + (-0'+7(-/<,'-)[1 - 5,(-/с)]}. 

В это соотношение подставим функцию /ДА;, г) в виде 

по 

//(А", г) = Г ( ' + 1 ). \Е\2\кг) + | К,(г, I) Е12\к<) Аг]. 
г 

Получим 

со 

2^(М = Е ( 2 ) ( Ь ) + ( . 1 ) ' + 1 Е { 2 ) ( ^ Л г ) + Г ^ ( Г , 0^ (2)(^)С1Г + 

00 

+ (-1) ( + 1 [нг,1)Е\2\-к1)сМ - Е\2\кг){_\ - 5,(-/с)] -
Г 

'.Г 

- Гс1^,(г,0^2)(/с0[1-5((-/с)]. 
Г 

Поскольку (смотри в дополнении соотношение (А 4)) 

Е{2)(кг) + (— 1)'+ 1 . Е\2)(-~ кг) = 2/сг/Д/сг) , 

получаем 

2^(/с, г) _ = 7 7 / з + , ( 3 2 ) 

•'•//(/С) 

где 
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/, =1К,(г,0Е\2Хк()й1, 
Г 

12 = (-1)1+1]к1(г,()Е!2Х-к1)й1, 
Г 

/3 = - / ± / 2 ) ( к г ) . [ 1 - 5 ( ( - к ) ] , (33) 
00 

/4 = - 1 61. Кь{г, (). Е12\Ш). [ 1 - 5 , ( - к)} . (34) 
Г 

Преобразуем эти четыре выражения. 

Поскольку, согласно (21) будет Кг(г, I) = О для г > **, то имеет место сле

дующее равенство 

\ /Г,(г, О Я/2)(А:0 йг = | #-(г, 1) Е12\-Ш) <к = 0. (35) 

С помощью (35) можно легко доказать, что 

с..[К.(г,0 + ( - 1 ) ' + % ( г , -0][Е/ 2 ) (/<0 + (-1)! + 1ь12>(-/<0].(36) 

+ 00 

I. + l2 = -* 

Преобразуем выр1жение (33) 
+ (Г) 

/, = — | с)к . ЕрХ-кг) [I — 5,(|с)] <5(к + к). 

Поскольку й-функцию можно записать в виде (смотри в дополнении соотноше
ние (А 16)) 

% + к) = ~Ь\ **№гХ-к1) + (-1), + 1Е, ( 2 (к/)] [ Е ; 2 \ / С О + (-1) ' + 1Е ( 2>(-/сО], 

-*1 (37) 

получаем 
+ О0 

1 
/ з " 4iт 

Гс1к[1 -5,(к)]Е, ( 2 >(-кг) х (38) 

+ оо — 00 
г» 

х 1с1г[Е!2»(-кО + (-1) ' + 1 г ! 2 ) (кО][4 2 ) (/сО + (-1)' + 1 ^ 2 ) ( - к О ] . 

— 00 

Чтобы избежать дальнейших осложнений, будем предполагать, что функция 
8г(к) удовлетворяет соотношению 

-~-~^- < оо Для к -> 0. (39) 
/<2/ + 1 

Дело в том, что в таком случае подинтегральное выражение в (38) хорошо 
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определяется на всей вещественной оси к и поэтому можно изменить порядок 
интегрирования. Этим мы воспользуемся и в дальнейшем. Если обозначить 

F,(r,t)= -
1 

2it 

00 

ÍdK[l - S,(K)]E<2,(-Kr)E,2)(-K/), 

то из (38) получим 

+ оо 

/3 = ~ [<1/[Е,(г,/) + (-1)' + ,Е,(г, -/)][Е<2)(/с/) + (-1)' + ,Е<2)(-/с/)]. (40) 

- 00 

Наконец мы преобразуем выражение (34) 
ОО 

и = - 1 ̂  • К,(г, з) . Е,<2)(Ь) [1 - 5,(-к)}. 
Г 

Согласно (33) и (40) имеем . 

- £ , 2 ) ( f c s ) [ l - S , ( - f c ) ] = 

ľdí[Ғ,(s,/) + ( - l ) , + 1Ғ,(s, -í)][£í2)(fct) + ( - l ) ' + ,E t 2 \-fc/)] 

и поэтому /4 можно записать в виде 

+ X 00 

Ғ 
1 ľdí Г ľds Kt(r, s) Ғ,(s, /) + ( - 1)'+» ľds Kt(r, s) Ғ,(s, - t)l x (41) 

x[£;2 '(fc/) + ( - l ) ' + 1 E , 2 \ - f c t ) ] . 

Теперь подставим преобразованные выражения (36), (40) и (41) в соотношение 

(32). После небольших преобразований мы получим 

2fc'+>,(fc,r) 
(21 + 1)!! 

(2[_+_l_)M 

Jikf.fÁk) 
1 , -,,,.+iГ ^ ' r ) _ i r •!<(/c'Л = 

J + 2k L( 2 ' + 1)'-! ^ + r J 

= 1 ľd/[M,(r,/) + ( - l ) ' + ,.M,(r, -/)][£,,2)(fc/) + (- l ) '+ , .£í2 )(-fcř)], 

гдe 

M,(r, /) = Kt(r, t) + j Kt(r, s) . Ft(s, t) ds + Ғ,(r, /). (43) 

Уравнение (42) умножим на выражение 

Е\2)(ко) + ( - ! ) ' + ' Е\2)(-кд) = 2кд],(кд) 
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и интегрируем | ...ё/с. Получим 
— оо 

+ 00 

ю.(к А ... Г(11 4- 1 1М 

J (21 + 1)!! ^Цi/0'.jA) J 
— гjr-

+ 00 

•мjd*ť-^ад[^-мy.]-
+ СГ 

= \ [<к[м.(м) + (-1)' + 1М,(г, -0] х 
— 00 

+ О0 

х ^6к[Е\2\к1) + (-\)> + ' Е\2\-к{)}[Е\2\кв) + (-\)1 + 1 Е\2](-кв)]. 

— 00 

Если в (44) интеграл |...с!1 от двух членов считать суммой двух интегралов, то 
правая сторона соотношения (44) примет вид 

X'i + 00 

dřMí(/%o[d/c[£Í2)(/,-0 + (-i)'+1£Í2,(-/<ò][£!2Vф) + (-i) ' + 1£í2 )(-^)] + 

I 
dtMúr, -t) d/c [E\2\-kt) + ( - 1)'+* E\2\ktj\ x (45) 

х [Е\2\к0) + {-\Г1Е\2\-ко)1 

Если используем для й-функции выражение (37), то первый интеграл §...д.к 
в (45) равняется выражению Апд({ — о), а второй интеграл равен 4тс . 6(1 + ^). 
Учитывая это выражение, можно записать соотношение (45), т. е. правую 
сторону уравнения (44), в виде 

правая сторона уравнения (44) = 47т . Мх(г, о). (46) 

Интегралы, которые находятся на левой стороне уравнения (44), можно 
выразить следующим образом. В комплексной плоскости к замкнем путь 
интегрирования этих интегралов с помощью нижней полуокружности. Если 
ее радиус неограниченно возрастает, то учитывая (12') и (16') получим, что 
оба интеграла равны нулю, поскольку оба подинтегральных выражения яв
ляются аналитическими функциями на всей нижней полуплоскости (если нет 
связанных состояний)(3). Итак в данном случае имеем 

левая сторона уравнения (44) = 0 . (47) 

(3) Используя теорему вычетов можно включить в рассуждения также существование 
связанных состояний, подобно как в [1]. 
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Учитывая (46) и (47) получаем конечное уравнение 

00 

М,(г, о) = К,(г, в) + _[ К,(г, *) Р,(5, Я) & + ^,0; (?) = 0 , (48) 

гдe 

ř'.0\e) = ~ [ákl\-Slk)\tí?X-kr)EťX-kQ), 

" £}*>(_-) = zíť\z). 

(49) 

Функцию 5/(/с) можно выразить с помощью парциальной амплитуды рас
сеяния А{(к) по формуле 

л1(к) = ~[\ - а д . 

Если считать парциальную амплитуду Ах функцией энергии V = /с2, то ядро 

Г{(т, о) можно записать в виде 

Hr>Q) = — 2/тi dvA ( (v )£ | 2 , ( - г V v ) £Í 2 , ( -öV v ) (50) 

при предположении, что 
/4,(v)~ v' ( v - 0 ) . 

Кривая интегрирования С изображена на рис. 1. Значения энергии в (50) мы 

рассматриваем на первой Римановой поверхности (1т Л^V > 0).(4) 

A lm v 

г\6 V Рис. 1. Путь интегрирования для интеграла 
(50) и (50'). 

Уравнение (48) является искомым линейным интегральным уравнением для 
функции К^г, д). Дело в том, что если известны аналитические свойства функции 
5{(к) (или же А^)) в верхней полуплоскости импульса к (или же на первой 
Римановой поверхности энергии V), то можно определить ядро Рг(г, о) с по
мощью (49) (или же (50)); путь интегрирования замыкаем обычно верхней 

(4) В некоторых случаях представляет обойденная положительная часть вещественной 
оси V физический разрез амплитуды рассеяния. 
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полуокружностью радиусом Я; на этой полуокружности для I? -* оо будет 
Е{2)(— г) -> 0. Если нам известно ядро Р_(г, д), то решая уравнение (48), можно 
найти функцию Кь(г, д). Забегая в следующий раздел работы можно сказать, 
что потом с помощью Кг(г, д) мы орпеделим потенциал по (315) я соответству
ющее решение Иоста уравнения Шредингера по формуле (20). 

Для / = 0 уравнение (48) представляет собой уравнение Аграновича-Мар
ченко [1], которое обсуждалось в работе [8]. 

5. Ф У Н К Ц И Я К_(г,д) И УРАВНЕНИЕ Ш Р Е Д И Н Г Е Р А 

В настоящем разделе работы мы покажем, что если выполнено уравнение (48) 

Мг(г, д) = 0 
ос 

М,(г, о) = К,(г, в) + | К{(г, I) Г,((, в) й{ + Рг(г, о) 

с ядром (49) 

F,(r,Q) = 
1 

2я 
dic[l - S^K)]E\2X-Kr)E\2X-KQ) 

и если выполнено соотношение (315) 

д К ,(,;,•) 
2—JlLLLL=V(r), 

C1Г 

го будет выполнено также уравнение (29), которое представляет собой в данном 
случае уравнение Шредингера. 

Частные производные выражения Мь(гу д) можно записать следующим 
образом: 

д'М^д) = д'Р^^д) + д%(г,в) + 

дг2 дг2 дг2 

+ 
d A ' ' ( Г ' ' ' ) V<r n\ Vír Л ÕF^Q) [JL ЌLLU F(r n\\ 4-

+ 
" ťK,(r, t) 

~"dr2 ~ 
F,(t,Q)dt; 

~______ę)_ = f____., в)_ + P!_ЧjjЯL + 
ÕQ2 ÕQ2 t>Q2' " 

Ur, t) ?________ 
do2 

dt; 

т. e. 

___Щr, Q) _ д2M,(r, Q) = õ__F_r, Qj_ _ ___F____QІ д2Kjr, Q) _ д2Kjr,в) + 

ÔГ2 "~ÕQ2~~~ ' ÕГ2~ ÔQ2 ÕГ2 CQ2 
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+ {...} + 
ö__v,(r,0 _ ô2K_r_t) 

õr2 õt2 
Ғ,(í, g) dř + 

+ 
* • " - . ) Ґ Г — ^ ' 

JL SЃ 
F,(t, Q) - K,(r, t) 

ÕQ2 
dř. (51) 

Поскольку имеет место соотношение (смотри формулу (А 11) в дополнении) 

д2Е\2\-кг) 

дr2 
KJ+Л 

..2 
- K 2 \ E\2\-Kr), (52) 

то получаем 

d2Fl(r,Q) _ 1 f w . , v . P ( ' + 0 . _2 l p(2>, .^ .,(2), 

ðr2 2тt 
j dK[ l - S ( ( / C ) ] ^ 0 - K2y2\-Kr)E\2\-KQ) 

и аналогично для д2Е{(г, д)/дд2. Поэтому можно писать 

^2f/('-^l _ ð____,e) 
дr2 дg2 

Fi(r, Q). (53) 

С п о м о щ ь ю (53) преобразуем последний интеграл в соотношении (51) сле

дующим образом 

""д2 *,(/•,.) 
дt2 

F,(t, в) - Kt(r, t) 

lK,(r, t) 

+ 

Ft(t, e) - Hr, t) 
дt ôt 

1(1+ 1) _ 1(1+ 1) 
.2 2 

M l d ŕ = 
ÔQ2 ] 

S2FÁt,Q)ldt 

K,(r, t) Ғ,(ř, Q) dt = 

r 

, V dK_[r,ť) _ , , w , OFr(l,_»)~| 

- l'Z [—k-L F'(l-"' - ^ " —k^J -
-[y_rL]_,Flr.<>)+Kt'.r)¥&- + 

(54) 

Выражения (53) и (54) подставим в (51). Воспользуемся соотношением 
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d_í,(r, r) 

dr 
дK HЛ^L 

и после небольших преобразований получим из (51) 

д2М,(г,д) д2М,(г,в) _ 02Х,(г,е) <52К,(г,е) 

Ôr2 ÕQ2 дr2 ÕQ2 + 

+ 

00 

Í 
ô2Kt(r,t) д2Kt(r,t) 1(1+1) Ю + l) 

Õr2 Õt2 + — 

+ i__Г-*í_-
r-coL õt 

Kt(r, t) 

F,(t, Q) - X,(r, í) 

*i(M)] Fi(t,Q)dt + 

ôľ,(t, Q) 1 
ðř J + 

+ p+_)____LÜ_2__^]f,(-e). <56) 

В последний член уравнения (56) подставим вместо функции Р{(г, о) ее вы

ражение по (43) 
оо 

р,(г, (?) = м,(г, _) - к,(г, е ) - | *,(г, О. *.(*, е ) Ли 
г 

Если обозначить 

' 2 _ _ V . 
,2 -D _t„(„, ,и _ | £ . - f f - '(' ţ_> + ІÍ--L-1 + 2 í « 

то из (56) после небольших преобразований получим 

ОС 

&[м,(г, о)] = <е\кх(г, е)] + 1 ^[к,(г, .)] г,((, _) _»• + я„ 
г 

где 

Я, = ш(^>-Ц1,е)-Чг,1)ВР«'0У 

ЩÄ(X,У), 

õt 

Учитывая (57) можно считать соотношение 

R, = 0 

õt 

(57) 

(58) 

(59) 

краевым условием для функции К{(г, I). Выражение (58) можно еще преобразо
вать следующим образом: в (58) подставим функцию Р1(^9 о) по (49) и исполь
зуем соотношение (смотри соотношение (А 12) в дополнении) 

dE\2\-Kt) 
(jt 

E\%\(-Kt) + ±±±E\ .2)(-*o} 
После некоторых преобразований мы обнаружим, что 
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R,= -
1 

2)i 

дKt(r, t) \шЫг\kt)^^-+Ur,t) 
kdt 

dfc[l - S,(-fc)]£I
(2)(fee)A: x 

) 

ІSÍ^ÍЛ/) - -Ц^-L .єí2>(fc/)J}. 

Учитывая соотношения (Б 6) и (Б 7) из дополнения, получаем дальше 

R,= 
2тt 

00 

dfc[l - SJi-k)]E<2\ke)kUm {tfXkt)™^ - Ur,t)d-^P-}. 

Если в (59) используем выражение (60), то получим 

B m W* 0_^_K l (,. 0_m}_o 

(60) 

(бi) 
к д1 ч ' ' к 01 

а это и есть условие (31 в). Потом вместо (57) мы имеем уравнение 

со 

-?[л/,(г, <?)] = ._?[АГ,(г,_)] + | ._?[/_,(-, 0] /=-,(/, б) а*. 
г 

Если предположить, что выполнено основное интегральное уравнение (48), то 

имеет место 52\Мх(г, о)\ — 0 и мы получаем уравнение 

со 

&[К,(г, о)] + | _?[__.(-, /)] . /-,(/, в)<Н=0, 
г 

о котором можно, однако, доказать, что имеет только нулевое решение, г. е. 
справедливо 

&[Кх(г, <?)] = 0 . (62) 

Таким образом выполнено также и уравнение (31а). Поскольку мы предпола
гаем еще выполнение условия (315), то теперь выполнены все условия (31) 
и поэтому справедливо уравнение (29), или же уравнение Шредингера (8), и его 
решение /х(к, г) можно получить с помощью Кх(г, д) по формуле (20). 

6. Д И С С К У С И Я 

Если примем амплитуду рассеяния за основную величину, описывающую 
рассматриваемый процесс рассеяния, то можно считать полученное интеграль
ное уравнение (48) основным исходным уравнением. Из него мы вышеприве
денным способом получим уравнение Шредингера. Однако, чтобы в конечном 
итоге получить потенциалы, обладающие первым и вторым абсолютным 
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моментом, мы должны предположить, что амплитуда, или матрица, рассеяния 
имеет определенные свойства. 

Например, мы предполагаем, что для / = 1 функция 8г(к) имеет три полюса 
в точках к = /с5, 1т к8 > 0(5* = 1, 2, 3). Ядро Рх(г, д) уравнения (48) мы опре
делим из соотношения (49) таким образом, что путь интегрирования замкнем 
полуокружностью радиусом К в верхней полуплоскости импульса к. Если 
предположить, что интеграл (49) на этой полуокружности в пределе (К -> оо) 
равяется нулю, то с помощью теоремы вычетов получим 

ЕЛг, б) = 2 > , • Е\2\-к$г) . Е[2\-к,. в), 
8=1 

где 

а8 = 1 . К е з З Д ) . 

Если будем предполагать функцию Кг(г, д) в виде 

Кх(гчв)= X М8(г).Е[2\-кя.а\ 
л - 1 

ю из (48) получим 
ОС' 

М.(г) + а, X МАГ) [Е[2\ - к,д) Е[2\ - кгв) ёд + о,Е[2\ ~ Кг) = 0. (63) 

Г 

Интегралы, которые фигурируют в (63) можно вычислить с помощью (А 13—14). 
Предположение (39), т. е. 

\\т ~-^- < оо, (64а) 
к-*о к 

которое мы использовали при вычислении ядра Рх(г, о), приводит в данном 

случае к условию 

1пп (г . Л) = 0, (65а) 
г-^0 

где Л — определитель системы (63). Можно показать, что независимо от того, 

будет ли условие (65а) справедливо или нет, существует второй (и несуществует 

первой) абсолютный момент потенциала, полученного вышеприведенным спо

собом. Если условие (65а) недействительно, то для функции/^/:, г) имеет место 

равенство Пт/Д/с, г) = коп81. Если же (65а) действительно, то существует 
г-+0 

предел 1пп г ./х(к, г), который вообще говоря отличен от нуля. 
г->0 

Если мы дальше потребуем, чтобы выполнялось соотношение (16), т. е. 

Нш МО- = копЫ = 1, 1т к < О, (643) 
ь-*<°А°\к) 
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то нужно выполнить еще одно условие: 

Н т ( г ^ ) = 0. (655) 

Можно показать, что если выполнены условия (65а, б), то существует также 
и первый абсолютный момент потенциала (выполнение одного только условия 
(656) недостаточно). В рассматриваемом случае условия (65) имеют вид, 
показанный в дополнении В. 

К двум условиям (65) добавляется еще одно условие, которое должно га
рантировать в нашем случае отсутствие связанных состояний. Это условие 
можно получить, например, с помощью [9]. Если рассматривать в случае 
/^-рассеяния три и больше полюсов функции З^к) (1т к > 0), то эти условия 
можно выполнить. Потенциалы, полученные этим методом, на больших рас
стояниях от начала падают экспоненциально до нуля. 

В случае более высоких моментов можно подобным способом найти условия, 
аналогичные условиям (65а, б). 

Наконец упомянем еще один случай, когда функция 8^к) имеет разрыв 
в определенном интервале импульса /с, например для к = \х, 0 < ц < х < оо. 
Если предположить, что в интеграле (49), замкнутом в верхней полуплоскости 
большой полуокружностью, линиями вдоль сечения и малой полуокружностью 
в окрестности точки к = 1/л, интеграл вдоль упомянутой большой и малой 
полуокружностей в пределе равен нулю, то можно сравнительно легко пока
зать, что полученный потенциал можно записать в виде 

rf 

V(r) = co z(x)e"^A Tdx, 0 < r < oo 

или жe 

- 2xr 

Притом функции со,(л"), &г(х) связаны с разрывностью функции 8г(к) в упомяну
том интервале. (К этой связи смотри напр. [11].) 

Если используем вышеприведенный метод в случае релятивистского потен
циального рассеяния, то получим потенциалы, зависящие от энергии. 

7. З А К Л Ю Ч Е Н И Е 

Мы показали, как можно сопоставить потенциал V -= Уг(г) данной парциаль

ной амплитуде рассеяния. В конце работы мы еще покажем, как можно перейти 

от основного интегрального уравнения (48), в котором фигурирует парциальная 
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амплитуда рассеяния, к уравнению, в котором фигурирует полная амплитуда 
рассеяния. 

Определим новую функцию с7(г, 9) 

00 

^(^, д) = Щг, |"П . п2) - X (2/ + 1) Г,(г) Р , ( ^ . п2), 
1 = 0 

где /?!, п2 — два единичных вектора, Р1 — полиномы Лежандра, и У((г) — по
тенциалы, полученные из соотношения (316). Дальше мы определяем волновую 
функцию 

ф(к, г, 9) = ф(к, г, пх . п2) = | (21 + 1) ~-^~- Р,(пу . п2), 
1 = 0 ' 

где и^к, г) является решением уравнения Шредпнгера (1). С помощью функций 

^ и ф можно выразить член взаимодействия в уравнении Шредингера Нф — 

= (Т 4- 0) ф = Еф в виде 

Оф = Щг, щ .~п) ф(к, г,~п . ~п2) 
4я 

Как видно, этот член является нелокальным в угле.(5) 

Дальше мы определяем функции Ж, 2? и _УГ 

00 

Ж(г, е; И1. ^ 2 ) = X ( 2 / + 1) А Ч>%е)Р& . ̂ ) , 
/ = 0 

оо 

&{г, е ; ^ . ^ 2 ) = X (2/ + 1) Р(г, е ) Р , ( ^ . ^ ) , 
.- = 0 

Ж(г, е ; V; /ь . Й = Е (2/ + 1) Е, ( 2 )(-г ^) Е\2\-в^) Р{(пу . п2). 
1 = 0 

Тогда можно основное уравнение (48) записать в виде 

00 

61 ~ФГ х ( ' % ' ; " » • " " ) ^(*>в;~" • " - ) + ^(Г> е; й! • й = о, 
г «-Г (48') 

где 

j f ( r , Q;nľ .n2) 

&(Г,Q;П1.П2)= —^r- ìdv\^^(vSi^n)Җr,Q;v'^i.n2). (50') 

C n-

(5) Если потенциал У(г) не зависит на 1, то взаимодействие 6!у является локальным в кон
фигурационном пространстве ({Уу = У(г)у)). 
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В соотношении (50') мы ввели полную амплитуду рассеяния Л/(У, со$ 9) 

- > - • °° - > - > 

•йф', >>1 • п2) = I (2/ + 1) ,4,(У)/>-(*!! . п2)9 
1 = 0 

где Ах представляет собой парциальную амплитуду рассеяния. В данном 

случае соотношение (316) имеет вид 

-* -> <\Ж(г,г\п^.п2) 
Щг9п± .п2) = -2 — с1г 

где Ж является решением уравнения (48'). Уравнение (48') позволяет определить 

функцию Ж с помощью ядра ЗР (50'), в котором фигурирует в явном виде 

полная амплитуда рассеяния з&'. 

Таким образом, с помощью предложенного метода можно использовать для 

определения потенциала полную амплитуду рассеяния, которую, повидимому, 

можно выразить различнымихпособами (например представлением Редже [5]). 

Д О П О Л Н Е Н И Е А 

Сферическая цилиндрическая функция г,(л'), соответствующая цилиндри

ческой функции 7. (х), определена следующим образом(6) 

к W-JÏГ^.W 

Связь между сферической функцией Бесселя )х(х) и сферической функцией 

Ханкеля первого рода А/(1)0*) и второго рода 1г\ \х) такова 

/«(*) = 4 г л № ) + л{2,(*)1 (А1> 

Справедливы следующие соотношения 

./,(-*) = ( - 1 ) ' ../,(*), Н\1\-х) = ( - 1)'. к\2)(х). (А 2) 

Обозначим теперь, как мы это сделали в (22) 

хН\л(х) = Е1п(х); ./ = 1 , 2 . (АЗ) 

Мы имеем 

Е(2)(х) = Г1с~!х ^ 
, ^ 0 (IX)" 

E(2)(x) = Гlc~ix í BÁl) 

(6) Основные соотношения для сферических цилиндрических функций вэяты иэ работы [10]. 
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гдe 

например 

и(ñ- l ( / + s ) ! -

IX 
Е(

0

2\х) = к-1'; Е[2)(х) = -.-"И + 4 -

*;ад_-_-[. + 4 + 7 _ ) . : 
Если учтем (А 1), (А 2) и (А 3), то получим 

2х],(х) = Е\2\х) + ( - 1 ) ' + 1 . Е\2)(-х). (A4) 

С помощью рекуррентного соотношения для функции И^х) мы обнаружим, 
что для функции Еь{х) справедлива следующая формула(7) 

Ei + 2(
x) = El+1(x) - E,(x). (A5) 

Это соотношение мы будем в дальнейшем обозначать следующим образом 

___(/ + 2 ) - > ( / + 1),/]. (А 6) 

Дальше имеем 

или жe 

$х,+1Е,(х)±х = х1+1Е,+1(х) 

-|-г [х'_,(„)] = х_,_ 1(х). 

С помощью (А 8) мы приходим к соотношениям 

(A7) 

(A8) 

__________ 
dx dx 

.-..v-ВД 
- / 
т+{x%(x) + _ - _ . „ ' - ' _ / _ l ( j c ) (A9) 

_ _ ^ _ - _ _ _ ± _ - _,(х) - ± _._.(х) - - Ц - 1 - _,_ .(х) + Е,_2(х). (А 10) 
ах х х х 

Если последний член в (А 10) заменим согласно (А 6) следующим образом 
Е[(1 — 2) -» (/— 1), / ] , то получим 

d2£,(x2 

dx2 

/(/ + 1) 
1 вд. (A 11) 

(7) Если мы не приводим верхний индекс, то приведенные соотношения справедливы для 
обеих функций Е^ и __*/2;. 
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Подставив в (А 9) согласно (А 6) соотношение Е[(1—1)-»/,(/+ 1)], пс-
лучаем 

6Е{(х) / + I 
£,(.v)-£1 + 1(„). (A12) 

с!л' л* 

Приведем еще два соотношения, которым удовлетворяют функции Е^х): 

—~02 № ( « * ) Е,_ .(/..V) - аЕ,_ ,(ах) _-,(/?„)]; | а | Ф | /? 
а — р 

£,(а.v) E,(B.v) dx 

[£,(аx)]2dл- = — x {[E,(а.v)]2 - £,_ ,(а.v) £ / + .(аx)}. 

(AIЗ) 

(A 14) 

С помощью сферических цилиндрических функций мы можем выразить 
также и (5-функцию, т. к. имеет место соотношение 

<5(a — ß) .= y/aß Jp(at) . Jp(ßt) t d/. 

где ^р функции Бесселя (первого рода). Если сюда введем сферические функции 

Бесселя^, то получим 

ö(a - ß) 
2aß 

U*t)j,(ßt)t2àt. 

oo +oo 
Используя (А 2) мы получим | -> ^ . [, т. е. 

0 - oo 

+ O0 

%-Ю = т - [Iш.j^tЂllßt.jißЩdt. (A15) 

Если в (А 15) подставим (А 4), то получим 

ò(a -ß) = 
4я dř[£í2 ,(a t) + ( - l ) ' + 1 £ í 2 ) ( -« l ) ] ÍE\2W + ( - l ) ' + 1 £ í 2 ) ( - / ? . ) ] . 

(A 16) 

Напомним еще, что согласно (А 4) подингегральное выражение в (А 15), 
а значит и в (А 16), регулярно для / -> 0, т. к. имеет место у/*} ~ х1. 

X-+0 

Д О П О Л Н Е Н И Е Б 

Выведем уравнение (29). 
В соотношении (25) мы ввели функцию %(ц) 

gW^EľXrì + ţCiъOčГiödţ. ( Б l ) 
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Вычислим теперь ё2#/(л) сЬ?2. С этой целью мы запишем #0?) следующим образом 

оо 

ф) = - г Ц1Е\2\ц) + [ с ^ , О Е\2\0 Ъ. 

Используя (А 8), мы придем к соотношению 

t = íkWKn) + -iWv-í-W + f - ^ - ^ O d í - % # W«i) dr/ f 

и дальше уже определяем д2^)/^2 прямым способом. В эту вторую произ

водную мы подставим согласно (А 6) соотношения Е[(1— 2) -• (/— 1), /] 

и потом Е[(1—1 )->/,(/ -V 1)]. Таким образом мы получим для й2§(г])/дг] 

выражение, приведенное в основном тексте в соотношении (27). 

Дальше мы выразим функцию (Б 1), осуществив обозначенное в ней ин

тегрирование. Поэтому сначала выразим (Б 1) следующим образом 

«(»ł) 

00 

= £í2,(t/) + J-^f^í+1IÍÍ2)fâdí. (Б2) 

Используем (А 7) и потом согласно (А 6) соотношение Е[(1 + 2) -> (/ + 1), /]. 
После двухкратного интегрирования (по частям) в (Б 2) получим для функции 
%(г\) выражение, приведенное в тексте в соотношении (28). 

Если таким образом вычисленные функции §(ц) и д.28(ч)/йг]2 подставим 
в уравнение Шредингера (26) для функции §(ц), то после простых (несколько 
кропотливых) преобразований получим уравнение 

..£(->(.,)/dCM) , l~gcfo + L ^ J«=-+ L 
00 

_ Г /(/ + !) . V 

àC(ц, £) 
~ Ő Г - î -ч 

V 
+ I Г > + 

_2_%_0 _[(J_±Y c(n,0 
LU íj ^ T ^ 

zl + 2 

f + ť 
lat/, a} + 

4- lim \c(цЛ)E\Ш) ~ \^^Џf\^lE?m + 
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+ 

+^2,+ii-VïA+ 
oo 

(БЗ) 

Дальше путем интегрирования по частям можно убедиться, что последние два 

члена в (Б 3) можно писать в виде 

EГЛ(П)-{-} + J^.EП\(0. {•••} = 

00 

= -(2/ + з) Jdг £:í->(a[^ C | ^ ] ^ + 

+ ^tíkф] ^/7(2) EìШ (Б4) 

Используя соотношение (55) для функции С{ц, <!;), а также соотношение (Б 4), 

можно записать (Б 3) в виде 

i 
E\2>(Ц) V + 2к 

2 dC(ц,ц) 

àц + 

+ \^E\2\Q mti\) d2c(n, .) 92c(tj, O 

+ lim 
{-»00 

дцг 

д C(цЛ) 
\_дţ č ' + i " 

кl+1 21 

+ 
__.___. _ __ ___. _ K 

£ 2 ^ 2 ' fc2 

(B5) 

C(»/, . )} + 

ţ±E\l\(ł) ~ £#_(.)] + C(„, 0 ££>.(£)} = 0. 

Если в последнем пределе соотношения (Б 5) используем рекуррентную фор
мулу (А 5) и проделаем обозначенное дифференцирование, то получим, что 
для предела выражения, которое фигурирует в (Б 5) имеет место равенство 

lim {...}= lim \E\2\0dC{n,ií) 

S-oo ç-ЮO ð. 
+ C(ц, o E\l\(0 - ^ EfXO 

Если в соотношении (Б 6) используем (А 12), то получим 

- С(г,, о ( Б 6 ) = i i , , . .<£«>({) ^ * « - « d E " ' < » 
£-00 <_ d. 

(Б6) 

(Б7) 

Если теперь подставим в (Б 5) соотношение (Б 7), го получим уравнение (29), 
приведенное в основном тексте. 
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Д О П О Л Н Е Н И Е В 

Если функция 5х(к) имеет в случае /?-рассеяния три полюса в точках к = к8, 
1т к8 > О (8 = 1, 2, 3), то условия (64) можно записать в виде (65а, б). Обозна
чим гк3 = С,. Условие (65а) имеет вид 

oxo2 

oxo2oъ 

C — C 

2(Q + C2) ' V~"^iČ7 
CX(CX - C2) 

+ ^CxC2C 

oxo2o3 

СХС2СЪ 

и условие (656) 

C2 /^2 /^2 
1*^2^3 

(C 1 + C 2 ) (C 2 + C3)(C3 + C1) 

+ cykl(2, 3,1) + cykl (3,1,2) = 0 

C|C2 

c, + c2 

+ 

(Bl) 

2(7^ 
(7,(72 C - c, J + C.C, 

-F 
<7l<72<T3 

2Č\Č\Č\ 
i 

(C. + C2) (C2 + C3) (C3 + C.) - C,C2C3 + 

+ 
2(7.o-2ff3 2CJC\C\ - 3C?C2C3 + 3C?C| 
3c?c[cf' Tc7+ c2)(c2 + c3)Tč7Tč1") 

2(7^(72(73 

C 2 J^2 s-^2 
1 * ^ 2 ^ 3 

+ cykl(2,3, 1) + tykl (3,1,2) = 0. 

.c. C 2 C 3 

c7 + c 
2 

_ 1 + 

(B2) 

Два последних члена в приведенных соотношениях представляют собой цикли
ческую перестановку индексов 1, 2, 3. 

В случае более высоких моментов и большого числа полюсов будут условия, 
аналогичные приведенным условиям, сложнее. 
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D E T E R M I N A T I O N O F T H E P O T E N T I A L BY M E A N S O F T H E S C A T T E R I N G 

A M P L I T U D E A N A L Y T I C P R O P E R T I E S 

Mikulas B l a z e k 

S u m m a r y 

It is known that by means of the analytic properties of the scattering amplitude it is possible to 

determine the analytic properties of the partial scattering amplitudes Ax. In this paper, in the case of 

the nonrelativistic scattering of two zero-spin particles, it is shown a method which permits to 

determine the potential into the Schrodinger equation if there are known the analytic properties of 

the partial scattering amplitude in the upper half plane of the complex momentum k, for the physical 

values of the angular momentum /. It is shown that one can determine the potential V(r) as 

V(r)=-2^lL=yAr) (31b) 

where K/(r, Q) is the solution of the linear integral equation 

K,(r, Q) + J Kt(r, t) F,(t, Q) dt + F,(r, Q) = 0. (48) 
r 

If there is no bound state the kernel of (48) is given by 

FІГ,Q)= i к 

+ rr. 

1 

provided that 

dk [1 - S,(k)] [-krh\2\-kr)] [-kQh\2\-kQ)] (49) 

lim І-£4A '}- < oo. (39) 
k -> o k 

The h\2^ s are the spherical Hankel functions of the second kind [10]. 

If we replace the S-matrix elements S^k) by the partial scattering amplitudes 

we obtain the following expression in the energy variable v ^ k2 for the kernel Fj(r, o) 

t-i(r,Q) = - ^ - J dvA ((v)£!2»(-rv7)£!2)(-eVv); E\2\z) = zh\2\z) (50) 
• • 

c 

provided that 
At(v) - v\ v -> 0 . 

The integration path C for (50) is shown in Fig. 1. The existence of the bound states can be taken in 

considerations in similar way as in [1]. According to (50) the kernel Fj(r, o) can be determined by 

means of the analytic properties of the partial scattering amplitude in the first Riemann energy 

sheet (Imyjv > 0). In many cases one recognizes that in (50) the physical cut is avoided. 

For s-scattering (I = 0) we have from (48) the known Agranovitsch-Martschenko equation [1] 

which is equivalent [2] to the Gelfand-Levitan equation [3] and which was discussed in [8]. 
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We deal with this matter in the following way. After introduction there are given the basic functions 
with their properties. In the third section it is shown that if the Schrodinger equation 

I I I I I -4- I I I 

U = 0 (1) 
d u 

+ e-«'±'i-v 

with the boundary condition 
lim ut(k, r) eikr = i (2) 

is fulfilled by the function („Ansatz") 

Ä*.D- *1^>-+ f«м)'-«'-')- d, (3) 

then the function Kf(r, Q) is the solution of the partial differential equation 

?*£,<) _щ:).ЧГtвì. 
'K,(r,e) / ( ( + ! ) 

-- 2 
C j^ 

Чľ, Q) 

with the conditions 

V(r) = 

im \kth\~\kt) 
kдt 

dҶr,r) 

dг 

-Чr.í)-

V,(r) 

r2>,,„^tf.(r, í) ^ ^ v\_kth\2\kt)'\ 

kôt 

= V(Г)ЧГ,Q) (i) 

(5) 

= 0. (6) 

The fulfilement of (1) and (3) is in this case equivalent to that of (4), (5) and (6). 
In the next section we derive for Kj(r, o) the basic linear integral equation (48) (the occurence of 

the bound states can be included in considerations similarly as in [1]). In the fifth section we show 
that from the fulfilement of the integral equation (48) it follows the relation (6) and it is valid the 
following equation 

д~к,(r,в) 
Õr2 

Kl +AK,(r,e)-\^l-'^}-K,M 
r" L VQ Q~ 

, dK,(r.r) . . 
(62) 

Hence, if we define the potential by means of (5) then according to the third section it is fulfilled also 
the Schrodinger equation (1). 

We derived the integral equation (48) under the asumption that the first and second absolute 
moments of the potential exist, i.e. 

J r | V(r) | dr < oo, J r2 | V(r) | dr < ooч 
0 0 

(9) 

It is therefore interesting to investigate the connection of these two conditions with the showed 
method for solving the inversion problem. 

For instance we discusse in the sixth section the p-scattering case provided that the function S^k) 
has three poles in the upper half momentum plane (for k -- kv, Im ks > 0, s = 1, 2, 3) and that the 
integral (49) vanishes on the large semicircle CR in the upper half plane (in the limit R-> oo). The 
requirement of two following conditions 
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l i m i_S-(A;) < oo, lim ^}p- = 1 (Imfc < 0) (64a, b> 
fc-0 fc /c-co f[\k) 

[thef(k)'s are the Jost functions] leads us to the conditions 

lim (M) = 0; hm ( r-^-J = 0 (65a, b) 
r-^0 r-+0 V / 

where J is the determinant of the system (63). In this case the conditions (65) have the form (B 1 2) 

where Cs - ik s (the terms cykl. (2, 3, 1) etc mean the cyclic change of the indices 1, 2, 3). And further, 

the conditions (9) follow from (65). In large distances the obtained potentials approach exponentially 

zero. 

If the function St(k) is discontinuous on an interval in the upper half momentum plane, we can 

obtain the class of potentials which can be expressed in the form 

V(r) 
e - 2 л r 

iż,(x) d.x 

with appropriate Ot(x) functions connected with the discontinuity of St(k). 
Applying this method to the relativistic potential scattering we obtain the energy dependent 

potentials. 
We define a new function U(r, cos# ) by the relation 

CO 

U(r, y) = U(r, ^ . /?,) = X (2/ + 1) V,(r) f , K . n2) 
i = 0 

where nv, n2 are two unit vectors, the Px 's are the Legendre polynomials and Vj(r) are the potential 
functions defined by (5). Further we define the wave function 

4>(k, r, j) = iP(k, r, ^ . n2) = £ (2/ + 1) - < ^ L f Pt(nv . n2), 
!--0 f 

where ut(k,r) is the solution of the Schrodinger equation (1). 

Then the interaction term Uy> in the Schrodinger equation 

H\\f = (f + 0)\l/ = Eij/ 
can be written in the form 

UiJ/ = U(r, n\ 7n) *//(/<, r,~n . rT2) ~^-

°n 
i. e. it is non-local in angle (5). 

We define further the functions JT, .¥ and .Ar 

CO 

X-(r,Q;n1.h*2)= X (-' + \)K(r,Q)P,(n1.n2), 
/ = o 

,<¥(r, Q;n,. n2) = £ (21 + 1) t{r, Q) P^n, . n2), 
1 = 0 

Mr,Q\v;nl.n2)= £ (21 + \) E(2)(-r ^v)h\2\-Q^~v)P{(n, .n2). 
1 = 0 
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Then the basic integral equation (48) can be written in the form 

tf{r,Q\nv .n2)+ \dt\ —~-X(r,t;nx .~n) #"(«, Q\n .n2) + &(r, Q; n̂  . n2) = 0, 
i l (48') 

l£n 

where 

^ ( r , e ; ^ . ^ 2 ) = ------- dv - - - ^ ^ ( v , ^rw)^(r,e;v;"n."n2). (50') 

We introduced in (500 the total scattering amplitude ^(v, cos #) 
co 

sf(v9 nx . n2) = X (2/ + i) ^ ( v ) f , ( ^ . ^ ) , 
z = o 

where At are the partial scattering amplitudes. 
In this case the relation (5) has the form 

r . / -> ~^x ^ djfYr, r ; Hi . w2) t y ( r , « 1 . « 2 ) = - 2 V ?
d r

 1 2 ; - , 

where JtT is the solution of the equation (48'). 
The equation (480 admits to determine the function Jf by means of the kernel ^ in which the 

total scattering amplitude .rf appears. This can be very usefull for various representations of the 
scattering amplitude can be investigated by this method (e. g. the Regge representation [5]). 
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