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MATEMATICKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS SAV, 13, 2, 1963 

O J E D N E J SÚSTAVE K Ó N G R U E N C I Í 

POZNÁMKA K PREDCHÁDZAJÚCEMU ČLÁNKU J. SEDLÁČKA 

ŠTEFAN SCHWARZ, Bratislava 

V predchádzajúcom článku [1] položil J. Sedláček tuto otázku: Nech Tp je 
těleso tried zvyškov (mod p). Pýtáme sa, či sústava rovnic 

x + y + z=\, (1) 

xyz = 1, 
má riešenie v tělese Tp. 

Sedláček ukázal elementárnou úvahou, že pre prvočísla tvaru 4k + 1 a prvočísla 
tvaru 8/c + 7 riešenie vždy existuje. Pre prvočísla tvaru 8/c + 3 našiel, že riešenie 
neexistuje pre p = 3, ale existuje pre p = 11 a p = 19. 

V tejto poznámke ukážeme, používajúc přitom velmi neelementárne výsledky 
z teorie kongruencií, že případ p = 3 je celkom výnimočný. Platí totiž: 

Veta. Pre každé p + 3 má sústava (1) riešenie v tělese Tp. 

Do kaz. V případe p = 2 je úloha triviálna. V ďalšom budeme preto predpokladať 
P * 2. 

Sústava (1) je ekvivalentná s rovnicou xy(\ — x — y) = 1, t. j . s rovnicou 

yx2 + (y2 - y) x + 1 = 0. (2) 

Pri pevnom y + 0 (z tělesa T ) má táto kvadratická rovnica v x riešenie v tělese Tp 

vtedy a len vtedy, ak jej diskriminant (y2 — y)2 — 4y je štvorcom nějakého elementu 
z Tp. To nastane vtedy a len vtedy, ak rovnica 

y4 - 2y3 + y2 - 4v = l2 (3) 

má v tělese Tp riešenie (y, 1), v ktorom y + 0. Označme znakom N počet riešení 
rovnice (3) v tělese Tp. Nutná a postačujúca podmienka pre riešitelnosť sústavy (1) 
je teda splnenie podmienky jV > 1. 

Teraz použijeme jeden hlboký výsledok z teorie kongruencií, ktorý znie takto: 
Nech je daná kongruencia 

«oy4 + «iy 3 + «2y2 + #3y + aA = t2 (modp), aQ + 0. (4) 
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Nech polynom 4. stupňa na favej straně nie je násobkom štvorca nějakého kvadra
tického polynomu (modp). Potom pre počet Nt (navzájom inkongruentných) 
riešení kongruencie (4) platí: 

\Nl -(p- \)\ _ 2 V P -

Výsledky tohto druhu sú uvedené v knihc H. Hasse [2] (str. 163—188). Podrobné 
dókazy možno nájsf v literatuře citovanej v íejto kníhej1) 

Polynom na íavej straně rovnice (3) sa nedá písať v tvare násobku štvorca kvadra
tického polynomu nad Tp, lebo z rovnosti 

/ - 2y3 + r - 4y = c(y2 + ay + b)2 

by nutrie vyplývalo b = 0, co však vedie k rozporu, keďže najnižšia mocnina y na 
lávej straně je — Ay (a to je v Tp rozne od nuly), zatial co na právej straně vystupuje y 
až v mocnině ^ 2. 

Zo vztahu (5) vyplývá preto jV _̂ p — 1 — 2 v p . Pre p _ 11 je p — \ — 2^'p > 1, 
teda sústava (1) má riešenic. Pre F = 7 je nesením írojica (4, 5, 6), pre p — 5 je rie-
šením (1, 2, 3). Pre p — 3 sa bezprostředným dosadením přesvědčíme, že riešenie 
neexistuje. Tým je naše tvrdenie dokázané. 
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( ] ) Poznamenajme, že pre náš účel by sme mohli v podstatě vystačit' i s menej ostrými odhadmi, 
ktoré našiel prvý L. J. M o r d e l l ([3]). M o r d e l l sa zaoberal otázkou o počte riešení kongruencií 
tvaru f(y) : ť"(rnodp), m _ 2. Pri dókazoch používal jednoduchšie metody; v případe m — 2 sú, 
pravda, jeho výsledky slabšie než odhad udaný v texte. Vyplývá z nich však bezprostředné, že existuje 
také číslo p0 > 0, že pre prvočísla p > p0 má sústava (1) vždy riešenie. (Pozri aj prácu [4].) 
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