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P R I S P E V O K K T E O R I I 
EULEROVSKÝCH POLYÉDROV 

A N T O N K O T Z 1 0 , B r a t i s l a v a 

1. Z á k l a d n é p o j m y 

Nech ffi je konečná n e p r á z d n á m n o ž i n a p r v k o v. Př i řaďme k a ž d é m u p r v k u 
a € W p rávě j edno z čísel 0. 1, 2. Číslu t a k t o p r i r a d e n é m u p r v k u a b u d e m e 
hovoriť r o z m ě r p r v k u a. P r v k o m d v o j r o z m ě r n ý m ( p r v k o m r o z m ě r u 2) 
b u d e m e hovoriť p l o c h y , j e d n o r o z m ě r n ý m h r a n y , n u l r o z m e r n ý m u z l y . 

Nech každej (neorientované]") dvojici p r v k o v m n o ž i n y ;l)c\ k t o r é sú rózneho 
rozměru, je pr i radené právě j e d n o z čísel 0, l a nech o t o m t o zobrazení 7 
platí : 

(*) Ak a. b sú rubovolné d v a p r v k y rózneho rozměru z s.Vu p o t o m je b u d 

cp(a, b) = cp(b, a) = 1 
alebo je: 

(p(a, b) = cp(b, a) = 0. 

(**) Ak H je uzol, // h r a n a , p p locha z množiny s))l a plat í : 

(p(u, h) = 1; cp(h. p) = 1 ; 
])otom platí aj 

(p(u, p) = 1. 

O dvoch prvkoch a, b € s))l budeme hovoriť, že sú i n c i d e n t n é právě v t e d y . 
ak sú rózneho rozměru a ])latí: 

cp(a, b) = 1. 

Množina S))L pre k t o r ú je d a n ý rozklad na t r iedy prvkov rozměru 0. L 2 
a d a n é zobrazenie (p o v lastnost iach (*), (**), n a z ý v á sa n s p o r i a d a n ý m 
k o n i ] ) l e x o m . 

O pos tupnos t i // (n k 2) prvkov u s p o r i a d a n é h o k o m p l e x u SM axa% O,. 
hovoříme, že tvoří c e s t u v e d ú c u z ai do an, k e d prvok a, je inc identu v 
s p r v k o m al ; i (pře v še tky í = 1, 2, . . ., n — 1). O dvoch prvkoch a. b € \])l 

hovoříme, že sú v i s i a. a k existuje cesta, k t o r á vedie z a d o h. O k r e m t o h o plat í . 
že každý prvok 6 s))l súvisí s á m so sebou. 

O u s p o r i a d a n o m komplexe s))l hovoř íme, že je s ú v i s K . ak k a ž d á dvojica 
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jeho prvko v súvisí. Usporiadaný komplex 1W nazývá sa d o k o n a l e súvislým. 
ak má tieto vlastnosti: 

((\) 1U obsahuje najmenej jeden uzol. jednu hranu, jednu plochu. 
(0) S)R je súvislý. 
(y) Ak a je uzol alebo plocha z 9JČ, potom množina prvko v z sJJc incident ných 

s a je súvislý komplex. 
Pod p o l y e d r i c k ý n i u z a v r e t ý m k o m j i l e x o m rozumieme usporiadaný 

komplex, ktorý spíňa tieto podmienky: 
(a) Každá hrana je incidentná právě s dvoma uzlami a právě s dvoma 

plochami. 
(b) Ku každej incidentnej dvojici, pozostávajúcej z uzla u a plochy />. 

existujú právě dve také hrany h1? h2 komplexu, ktoré sú incidentná aj s u aj s />. 
(c) V komplexe sa nevyskytuje taký uzol, resp. taká ploclia. ktorá by 

nebola incidentná so žiadnou hranou. 
Nech SW je polyedrický, uzavretý, dokonale súvislý komplex (t. j . nech NJJi 

je tzv. normálny komplex — pozři S t e i n i t z , ,,Vorlesungen liber die Theorie 
der Potyeder" Berlin 1934, str. 113). Ak o počte jeho uzlov p.(U), hrán p(H). 
ploch p(P) platí: 

p(U) - p(H) + u(P) = 2. 

potom hovoříme, že sJJt je e u l e r o v s k ý k o m p l e x . 
Nech SM je [libovolný polyedrický, uzavretý, dokonale súvislý komplex. 

h12 pevné zvolená jeho hrana, ktorá je incidentná s uzlami u1<u2 a s plochami p. p 
(teda tiež plocha p je incidentná s uzlom u2). Podlá deřinície polyedrického 
komplexu [vlastnost (b)] existuje ešte právě jedna hrana (označme jn h2.Á). 
ktorá je incidentná aj s u2 aj s p. Hrana A2,3 je však okrem uzla u2 incidentná 
ešte právě s jedným uzlom % . Ak tuto úvahu opakujeme po konečnom počte 
krokov, bude unil --= ux, t . j . dostaneme istú postupnost: 

u^ hli2,u2,h2tz, uz, . . ., u„, hnA. 

kde ut sú uzly, h^^ (kde hn>n rl = hn>1) sú hrany komplexu sJJt všetky incidentné 
s plochou p, pričom hrana hiyi+l je incidentná s uzlami ux•, ut•. {r (i = 1,2 n; 
kladieme un^x — ux). V eulerovskom komplexe prvky takejto postupnosti sú 
všetky rózne a tvoria množinu K všetkých prvkov z 9Jt incidentných s p. 
Množina K je v tomto případe usporiadaným komplexom (súvislým) bez ploch, 
kde každý uzol je incidentný právě s dvoma hranami. Takémuto komplexu 
(pri pevné zvolenej ploché p jednoznačné určenému) hovoříme e l e m e n t á m y 
k r u h i n c i d e n t n ý s p l o c h o u p. 

Plocha p, ktorá je incidentná s elementárnym kruhom o v hranách (resp. 
o n uzloch), hovoří sa často w-uholník. Teda v eulerovskom komplexe každá 
plocha je w-uholník, kde n > 1. 

Názov w-uholník súvisí s dalším názvom, převzatým z geometrie (přitom 
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opať ide len o názov: pojmom plocha, hrana, uzol, kruh tiež neprisudzujeitie 
běžný geometrický obsali). 

Incidentná dvojica v polyedrickom komplexe, pozostávajúca z uzla u a 
plochy /;. nazývá sa u li lom. u nazývá sa vrcholom uhla, p ])lochou ulila. 
Dvojici hrán incidentné j s u aj p hovoříme ramena uhla. 

Pod c y k l o m C i n c i d e n t n ý m s u z l o m u v polyedrickom uzavretom, 
dokonale súvislom komplexe rozumieme komplex pozostávajúci z hrán a ploch 
incidentnýcJi s uzlom u. Obdobná úvalia, akú sme použili při odvodzovaní 
pojmu n-uholníka. ukazuje, že cyklus incidentný s uzlom u v eulero vskom 
komplexe možno opísať istou postupnosťou: 

y V hwl. p2,h2,s, . . . , pn,hnA\ 

v ktorej sa vyskytujú všetky prvky incidentné s u, pričom každá hrana hlti , 
je incidentná právě s plochami pl,pl ; i cyklu (i = 1. 2, . . . , n: kladieme 
hn^l ~ /',;,! í Pn l = Vl)' 

Číslu a(u) (resp. c(p)) udávajúcemu počet hrán, s ktorými je incidentný 
uzol u (resp. plocha p), hovoříme tiež s t u p e ň u z l a u (resp. plochy p). 

Pod e u 1 e r o v s k ý m p o ly é d r o m budeme rozumieť eulerovský komplex . 
ktorý nemá ])lochu ani uzol druhého stupňa. Pretože eulero vský komplex 
zrejme nemóže mať plochu ani uzol prvého stupňa (pozři vlastnosť (b) poly-
edrického komplexu), to znamená, že každá plocha, resp. každý uzol eulerov-
ského polyédra je najmenej tretieho stupňa. 

2. P o m o c n é v e t y 

Pre usnadnenie ďalšieho postupu odvoďme si niektoré pomocné vety. 
Lemma 1. Nech ^p je lubovolný eulerovský polyéder, ktorý má aspoň jeden 

n-uhohiík. kde n > 3. potom existuje eulerovský polyéder SP*, ktorý má tieto 
vlastnosti: 

(a) SP* obsahuje všetky uzly z SP a len tieto uzly. 
(b) s p * obsahuje všetky hrany z s p. 
(c) l^Ol u a hrana h z ty sú incidentné v SP* právě vtedy. ak sú incidentné v ty. 
(d) Všetky plochy v S P* sú trojuholníky. 
D o k a ž : Označme znakom TU,- počet ?-uliolníkov polyédra SP, (? — 3. 4, 5, . . .) 

a označme znakom r(ty) číslo ťikto definované: 

r(ty) = ~x -f 2K, + 3*6 + . . . 

Nahrát line \' lubovornoni eulero vskom polyédri ty, ktorý obsahuje plochu 
?ť-tého stuf)ňa (n > 3), iiicidentnú s elementárnym kruhom K, tuto plochu 
plochami //, p" takto: 1. k ty ])ridáme ďalšiu hranu h', incidentnú s takými 
dvoina uzíami u. v, v kruhu K, ktorých obe cesty v K, vedúce z u do v, majú 
váčší počet hrán ako jednu: 2. plocha p' nech je incidentná s hranou h' a so 
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vset kým i p r v k a m i jednej z ciest v K, vedúcej z u do c\ 3 . plocha p" nech je 
inc identná s h r a n o u h' a s p r v k a m i druhe j cesty v A\ vedúcej z u do v. J e 
z n á m e , že t a k t o k o n s t r u o v a n ý komplex je opáť eulerovským polvédrom. 1 

P o d l á předpokladu je r(ty)> 0. N e c h t e d a plocha p € s}> je n-uholník 

(n > 3) inc iden tný s e lementá rnym kruhom opísaným postupnosťou jeho uzlov 
a h r á n : 

H!, hlt2. n2. h2>:,, . . . .?*„. hnA 

(kde h r a n a h,>; je incidentná s uzlami &,-. u}). U t v o ř m e polyéder ty' t a k t o : 
A. Pridajme k polyedru ty ďalšiu h r a n u hln x incidentnú s uzlami u.. u71 l . 
B. Plochu p n a h r a ď m e p l o c h a m i p'. //', pričom plocha p' nech je i n c i d e n t n á 

s hranou hln 1. s h r a n a m i h 1 2 . h 2 3 , . . ., hn 2>n L a s uzlami u^. n2 n t ! x: 
plocha p" nech je inc identná s h r a n o u hín x a s h r a n a m i hn l n . hnl. ďalej 
s uzlami u1ull x, un . 

Polyéder ty' bude mať teda r o v n a k ý počet uzlov ako S P. o j ednu h r a n u a 
•o jednu plochu viac ako ty, t e d a bude opáť platiť: 

ii(l?) -\p(H)+ 1] + \,i((P) + 1 | --= 2. 

Uvažme, že pri u t v á r a n í ty' sa s t u p e ň ž iadneho uzla z s)> nezníži (ty' obsahuje 
všetky h r a n y z ty a má tie isté uzly ako ty — dokonca pri dvoch uzloch. n^ 
u„ ! sa s t u p e ň zvýši o j e d n o t k u ) . PokiaT ide o s tupeň ploch, pr i u t v á r a n í s)>' 
d o c h á d z a k t ý m t o z m ě n á m : 

1. u b u d n e právě jeden H-uholník (K'H = ~n — 1) a 2. p r i b u d n e právě (n — 1 )-
uholník a p r i b u d n e ešte t ro juhoiník. 

T e d a o čisle i(ty') bude platiť: 

r(tyf) -= 2 - I ; ( Í - 3) - ]>*,•(/ - 3) + <n - ] - :*) - (» ~ : 5 ) r^ r ^ ) - L 

/ = 4 ; = 4 

Krok. k t o r ý sme urobili, aby sme přešli od ty k ty', možno o p a k o v a t (pokiaí 
polyéder obsahuje plochu vyššieho s t u p ň a ako t r e t i e h o ) : ukazuje sa teda . že je 
možné zostrojiť p o s t u p n o s t eulerovských polyédrov: 

sl> sl> sl> • 
F o ? F i -> • • • > F m ? 

[kde SP - S P U : S P' - s>\ m = T(ty)] t a k ú . že: 
1. p l a t í : r(ty-) = T(^>„) - i. 
2. s~p, obsahuje všetky uzly a len uzly z ty. 
3. ^ obsahuje všetky h r a n y z ^p. 
4. uzol H a h r a n a h G ty sú inc identné v SP, p r á v ě v tedy . ak sú inc identné v s}.\ 

1 Vec sa podává často tak, že ide o rozděleni© n-uhohríka novou hranou ..uhlo-
pr iečkou" na ///-uholník a (n — m -f 2)-nholník (rť^>m ^ 3 ) v y h ý b á m e s i te j to for-
mu lácii. pretože snaha po názornost i móže viesť k iiedoroziuneniu. pokiaí ide o všeobecnost" 
pojmov, k t o r ý m d á v a m p názvy převzaté z geometrie. 
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Pre m-tého člena p o s t u p n o s t i [m = r( sP)] musí n e v y h n u t n é p l a t i t : r(sP,„) = 
-" 7(N;Po) - r ( s P ) = °. To však z n a m e n á , že SP„, n e m á p lochy vyššieho s t u p ň a 

ako t re t ieho, cize v š e t k y jeho p lochy sú t ro juholn íky, p r e t o SP„, = S P * je 
polyéder . k torý m á v š e t k y p o ž a d o v a n é v las tnost i . 

Lenini<t 2. Nech SP je lubovolný eulerovský polyéder, ktorý má aspoň jednu 
plochu vyššieho stupka ako tretieho a má tuto vlastnost': ak sčítáme stupně tých 
droch uzlov, ktoré sú incidentné s lubovolnou hranou h 6 SP, tento súčet je vždy 
rdcsí ako isté prirodzené číslo r. Potom existuje eulerovský polyéder s p * , ktorý má 
lieto vlastnosti: 

1. S P * obsahuje všetky uzly z SP a len tieto uzly. 
i\ S P * obsahuje všetky hrany z S P . 
3. thol u a hrana h€ty sú incidentné v SP* právě vtedy, ked sú incidentné v S P . 
4. Všetky plochy v S P * sú trojuholníky. 
f>. Ak sčitame stupně tých dvoch uzlov, ktoré sú incidentné s lubovolnou hra

nou h € SP*, tento súčet je vždy váčŠi ako r. 
D o k a ž : V dókaze l e m m y 1 sme ukázali , že ak SP m á aspoň j e d n u plochu 

vyššieho s t u p ň a ako t re t ieho, p o t o m možno zostroj i t p o s t u p n o s t eulerovských 
polyédrov SP„, s P l ? . . ., SP„; [kde S P 0 = S P; m = T ( S P ) ] t a k ú , že l u b o v o l n ý člen 
pos tupnos t i má v lastnost i 1.. 2., 3., pr ičom číslo i sa od člena k členu znižuje, 
až SP„, m á v l a s t n o s t 4. 

Stačí p r e t o dokázat , že a k m á člen SP, v las tnos t 5., možno v ž d y člen SP, M 

k o n s t r u o v a t t a k , že aj SP, t m á v las tnost 5. a o s t a t n ě v las tnos t i zos tanú za
chované. 

Převeďme dókaz. N e c h S P ; je i-tý člen pos tupnos t i t a k ý , k t o r ý m á v las tnost i 
1., i\, 3., 5. a pre k t o r ý p l a t í : 
,-(sP.) = 7+P) — i; i < m. T e d a SP, m á aspoň j e d n u plochu p s t u p ň a n > 3. 

N e c h plocha p je i n c i d e n t n á s e l e m e n t á r n y m k r u h o m K o p í s a n ý m p o s t u p -
nosťou: 

ux, h1>2, u2, A2 j 3, . . ., un, hnA\ (n > 3) 

(kde h r a n a //•,-,,} x je i n c i d e n t n á s uzlami ul, ul V1\ k lad ieme hn>n V1 = hnA\un vl = Uj). 
1. T v r d í m : existuje a spoň j e d n a dvojica uzlov k r u h u K ua, uai2 (x = 

-- \.2 n) (kladieme un <rl = ul9 ; H . 2 = u2), o ktore j p l a t í : 

^ K ) + a(ua 1-2) > r. 

Dókaz t v r d e n i a r o z d ě l m e n a dve čast i : 
A. N e c h n = 4. P o d l á p ř e d p o k l a d u (pretože uzly u,, u-t •. x sú i n c i d e n t n é s t o u 

istou h r a n o u ) je : 
a(u±) -f o-(H2)> r 
a(u2) -f- a(uti)> r 
tf^s) + <r(uj> r 
a(ux) + G(H1)> r 

( i ) 
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Siže: /l i , 
2 ^ a(Ui) > 4 r; ]T a(ui) > 2r' (2) 

Pre nahradenie uvažovaného štvoruholníka dvoma troj uholníkmi přidáním 
novej hrany máme iba dve možnosti: bud bude nová hrana incidentná s uzlami 
ux, u3 alebo s uzlami u2, u4. Ak by tvrdenie nemálo všeobecnú platnost, t. j . 
ak by súčet stupňov pri incidentných uzloch mal byť v tyi+1 v oboch prípadoch 
menší alebo rovný r, znamenalo by to (uvažme, že v uzloch incidentných 
s novou hranou sa stupeň zvýši), že platí súČasne: 0(1^) -* o(u3) + r: 
o(u2) + o(u4) <+ r, cize: ak sčítáme Favé a pravé strany týchto nerovností. 
dostáváme: 4 

2 o(Ui) < 2r. 

To je však spor s (2), preto aspoň jedna z možností pridania hrany (a pří
slušných ploch f', p") vytvára polyéder S P / , 1 ; ktorý má vlastnost 5. 

B. Nech n > 4. Podlá předpokladu platí: 

(3) 

a(ux) + a(u2)> r 
G(U'l) + °"(^3)> r 

a(u3) + a(uA)> r 
a(ux) + a(u-0)> r 

teda: 
a(u±) + 2a(u2) + 2a(u3) + 2a(uA) + a(ub) > 4 r. (4) 

Ak by platilo 2 + a(u2) + a(ux) > r, potom stačí novů hranu volit tak. 
aby7 bola incidentná s uzlami u2, ux; ak platí a(u2) + o(u±) + 2 <: r, t. j . ak je 
2r ^ 2a(u2) -f- 2a(uA) + 4; potom nevyhnutné je [pozři (4)]: 

a(ux) + 2a(u3) + a(uh) > 2r 

a nemóžu preto súcasne platit obe tieto nerovnosti: a(ux) + a(u3) ^ r; a(u3) + 
+ a(ub) ^ r; čiže platí aspoň jedna z týchto nerovností: G(%) + a(u3) > r: 
a(u%) + o(u$) > r- Preto je možné novů hranu voliť tak, že súčet stupňov 
v incidentných uzloch s novou hranou (ux, u3 alebo u3, u-0) bude váčší ako r. 
Teda existuje vždy aspoň jedna dvojica uzlov ua, ual.2 v K, pre ktorú platí: 

<?K) + °(ua .-2) > r. 

I I . Ukázali sine, že ak eulerovský polyéder tyt má vlastnost 1., 2., 3., 5. 
a přitom i(ty,) = r(ty) — i, že existuje potom aj eulerovský polyéder ty,•. i x , 
ktorý má vlastnosti 1., 2., 3., 5. a platí: T(tyihl) = T(ty) — (i + 1). Pretože 
ty = ty() má uvedené vlastnosti, existuje postupnost ty{), tyx, . . ,, tynr v ktorej 
posledný člen tytfl = ty* [m = T(ty)] má okrem vlastností 1., 2., 3., 5. aj vlast
nost 4., co bolo třeba dokázat. 
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џ(P) = ^ҡ,; 
A Q 

џ(U) = = 2 ̂ " 
ñ Q 

potom platí: 

2џ(H) = 

2џ(H) = 
00 

= 2ІQi 

Připomeňme si ešte definíciu r e c i p r o k ý c h p o l y e d r o v. 
O dvoch eulerovských polyédroch SP, SP' hovoříme, že sú k sebe reciproké, 

keď existuje také prosté zobrazenie polyédra SP na polyéder SP', že: 
(a) Obrazom uzla € *p je plocha 6 SP', obrazom hrany 6 SP je hrana € SP', 

obrazom plochy 6 ^ je uzol € $P'. 
(b) Obrazom každej incidentnej dvojice prvkov a len takej to dvojice prv

ko v 6 SP je incidentná dvojica 6 <p'. 
Je známe, že ku každému eulerovskému polyedru existuje eulerovský 

polyéder reciproký. 
Uveďme ešte niektoré známe vzťahy v eulerovskom polyédrí: Nech SP je 

eulerovský polyéder. Ak označíme znakom TZ1 (resp. D.) počet tých ploch 
(resp. uzlov), ktoré sú stupňa i (i = 3, 4, . . .) a znakmi JU(P), /u(H), JU(U) 
celkový počet ploch, hrán, uzlov polyédra SP? t. j . ak je: 

oo oo 

(6) 

(7) 

Ukažme teraz, že pomocou lemmy 1 možno lanko odvodit tuto (známu) 
vetu: 

Lemma 3, Kazdy eulerovský polyéder má aspoň jednu plochu a aspoň jeden 
uzol nizšieho stupňa ako šiesteho. 

D ó k a z : T. Tvrdím, že neexistuje taký eulerovský polyéder, ktorého všetky 
plochy sú trojuholníky a všetky uzly vyššieho stupňa ako piateho. Predpo-
kladajme naopak, že tvrdenie nie je správné a že existuje polyéder SP, ktorého 
všetky plochy sú trojuholníky a všetky uzly vyššieho stupňa ako piateho. 
Je teda JLL(P) = ~3, 2JU(H) = 3iz3 a pretože ide o eulerovský polyéder, platí: 
JU(U) — ju(H) + JU(P) = 2. Ak do tejto rovnice dosadíme podlá zisteného 
vzťahu JU(P) = *JU(H), po úpravě dostaneme: 

^(U)-2^(H)= \2 (8) 

a po dosadení podlá (6), resp. (7) dostaneme: 

% , + % i + 95 - 12 + O7 + 2OS + . . . + (k - 6) O, + . . . (9) 

To je však spor, lebo sme předpokládali, že O3 — O4 = O5 = 0 a čísla o, 
nemóžu byť záporné. 

II . Predpokladajme, že existuje eulerovský polyéder SP, ktorý má aspoň 
jednu plochu vyššieho stupňa ako tretieho a pre ktorý platí: D3 -= ox = O5 = 0. 
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Podlá lemmy 1 potom existuje eulerovský polyéder SP*, ktorélio vsetky plochy 
sú trojuholníky, má tie isté uzly ako SP a stupeň uzla v s p* nie je nižší ako 
stupen toho istého uzla v SP. Je teda opat O* -= o* — Q*. = 0, To je vsak spor, 
lebo podlá I nemóže takýto eulerovský polyéder existovat. 

III. Predpokladajme, že existuje eulerovský polyéder ty, ktorý nemá plochy 
nižšieho stupňa ako šiesteho. Potom však existuje polyéder ty'. reciproký k s)>. 
v ktorom vsetky uzly sú vyššieho stupňa ako x>iateho, a to je v rozpore s tým, 
co sme dokázali v I. a I I . časti dókazu. Tým je lemma dokázaná. 

3. H l a v n é v e t y 

Nech h je 1'ubovolná hrana eulerovského polyédra ty, u1, u.2, uzly € s]> inci-
dentné s h; px, p2 plochy incidentné s //. Přiřaďme hrané h číslo aH(h) a číslo 
oP(h) takto: 

aH(k) = a(u±) + a(u2) \ 

aP(h) = a(Pl) + a(p2) f ( 1 0 ) 

Teda každej hrané z ty sú priradené (jednoznačné) dve čísla: súčet stupňov 
s ňou incidentných uzlov a súčet stupňov s ňou incidentných ploch. Lemma 3 
nám hovoří, že v žiadnom eulerovskom polyedr i nepřekročí stupeň uzla, ktorý 
má v polyédri najnižší stupeň, číslo 5. Naskýtá sa otázka, či existuje obdobné 
obmedzenie pre minimálny súčet au(h). resp. aP(h) pre hranu eulerovskélio 
polyédra. Na tuto otázku zodpovedajú vety, ktoré si ďalej dokážeme. 

Veta 1 : Každý eulerovský polyéder má aspoň jednu hranu h, pre ktorú })latí 
aH(h) ^ 13 a aspoň jednu hranu h', pre ktorú platí aP(h') < 13. 

D ó k a z : I. Tvrdím, že neexistuje eulerovský polyéder ty, ktorého vsetky 
plochy sú trojuholníky, v ktorom by pre každú hranu h platilo aH(h) > 13. 

Predpokladajme, že tvrdenie nie je pravdivé, t. j . že existuje polyéder s)>. 
ktorého vsetky plochy sú trojuholníky a pre vsetky jelio hrany platí aH (h) > 13. 
Podržme označenie, ktoré sme zaviedli při ciókaze lemmy 3. Podlá předpokladu 
platí: 

2/iíff) -= 3 - ; i - 3/4F) (11) 

a po dosadení do rovnice /i(U) — fi(H) I ,n(P) ~- 2 dostaneme (ak použijeme 
Qo 

rovnice ju(U) = ^ č?/): 

3<?3 +• 2QX + o, - 12 -f- n7 |- 2OS | . . . |- (k - iS) n, |- . . . (12) 

Uvažme teraz, že ak s istou hranou je incidentný uzol tretieho (resp. štvrtého, 
resp. piateho) stupňa, potom druhý uzol, s ktorým je táto hrana incidentná, je 
podlá předpokladu najmenej jedenásteho (resp. desiateho, resp. deviatelio) 
stupňa. 
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Nech u{) je lubo\ olný uzol stupňa 2k(k > 5) a nech jeho cyklus opisuje po

stupnost: 
hl9 Vl,2>K> P2.3Í • • "h2k>P2k,l 

(hl sú hrany, pliivi — kladieme p2k,2k+i = P2k,i ~ trojuholníky). Druhý uzol, 
s kterým je incidentná hrana ht (jedným z uzlov, s ktorými je h, incidentná, 
je uzol u()) označme znakom ut. Pretože ^ obsahuje len trojuholníky a teda 
existujú hrany, které sú incidentná aj s uzlom ut aj s uzlom u-^vi (i = 1,2, . . ., 
2k\ u.lk, l -~ w2), nemóžu žiadne dva susedné členy postupnosti uzlov 

ul9u2, . . ., u2k, ux 

byť oba tretieho stupňa. Cize v cykle uzla u{) móže byť najviac k takých hrán, 
ktoré sú incidentná s uzlom tretieho stupňa. 

Z obdobnej úvahy pre lubovolný uzol u() stupňa 21 + 1 ^ 11 vyplývá, že 
v cykle uzla u{) nemóže byť viac takých hrán, ktoré sú incidentná s uzlom 
tretieho stupňa, ako l. 

Pre počet o;(4, 10) takých hrán, ktoré sú incidentná s jedným uzlom stupňa 
nižšieho ako štvrtého a s jedným uzlom stupňa vyššieho ako desiateho, vyplývá 
z nasej úvahy nerovnost: 

ro(4, 10) < 5On + 6o12 + 6O,, + 7<?14 + 7o15 + . . . (13) 

Každý uzol tretieho stupňa je však incidentný právě s tromi hranami, druhý 
uzol. s ktorým je [libovolná z týchto hrán incidentná, je podlá předpokladu 
najmenej jedenásteho stupňa. Pretože počet uzlov tretieho stupňa je O;5, z toho 
vyplývá (vzhladom na to, že žiadna hrana nie je incidentná s dvoma uzlami 
tretieho stupňa): 

<»(4,10) = 3L)Z. (14) 

Obdobnou úvahou úvahe, ktorú sme vykonali, zistíme, že pre počet c>(5, 9) 
takých hrán. ktoré sú incidentná s jedným uzlom nižšieho stupňa ako piateho 
a s jedným uzlom vyššieho stupňa ako desiateho, platí: 

^(5, 9) .< 5O10 + 5On + 6o12 + 6O13 -+- 7O14 + 7O15 + . . ., (15) 

piičoin (uvažme, že hrana nemóže byť incidentná s dvoma uzlami nižšieho 
stupňa ako piateho) platí: 

,0(5,9)^-3^ + 4 ^ (16) 

a napokon pre počet o,(6, 8) takých hrán,ktoré sú incidentná s jedným uzlom 
nižšieho stupňa ako šiesteho a s jedným uzlom stupňa vyššieho ako osmého, 
vyplývá: 

</,(f>, 8) :-_: 4o9 + 5^,, + 5on + 6O12 + 6Oi:5 + (17) 
pričom 

"(6, 8) = 3O3 + 4D4 + 5^5. (18) 
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" t f l * + • • • (ü») 

" У l õ + • • • (20) 

"<?13 + .. • (21) 

Po úpravě d o s t á v á m e : 

3O3 ^ 5On + 6O12 + 6^3 -f- lo1A + 

3<?3 + 4Í?4 --- <">£l() + 5í>n + 6^12 + 6?13 + 7 0 1 4 + 

3O3 + 4O4 + 5O5 < 4O;) + 5^10 + 5 p n + 6O12 + 6O13 4 7O14 + 

Násobme te raz nerovnost (19) p ia t imi , nerovnost (20) t romi , nerovnost (21) 

d v o m a a porovnajme súcty lavých a p r a v ý c h s t r á ň nerovnost i . D o s t a n e m e : 

3 0 ^ + 20o 4 + 10O5 < 

< 8O9 + 25O10 + (50On + 60<?12 + 60^3 + 70^ 1 4 + 70o 1 5 + . . .) (22) 

P o d l á (12) však je: 

3 0 ^ + 20^ 4 + 10ť;5 = 120 + 10O7 + 20O8 + 30O9 + 40^,, + . . . (23) 

cize (porovnaj (22), (23): 

120 + 10t>7 + 20tí8 + 22Q9 + 15o1(1 + lOg., + "> c,Ui á 0. (24) 
/ = 1 4 

kde ct sú čísla celé, nezáporné. To je v šak spor, lebo čísla £>. nemóžu byť záporné. 
Neexis tu je p r e t o eulerovský polyéder, k t o r é h o vše tky p lochy sú t ro juhol-

n í k m i a t a k ý , žeby o každéj jeho h r a n é plati lo aH(h) > 13. 
I I . P r e d p o k l a d a j m e , že existuje eulerovský polyéder SP, k t o r é h o nie v š e t k y 

plochy sú t ro juholníkmi, pri k t o r o m o každej jeho h r a n é p la t í aH(h) > 13. 
P o d l á 1 e m m y 2 p o t o m existuje eulerovský polyéder S P * , k t o r é h o vše tky plochy 
sú t ro juholníky, t a k ý . že pře lubovolnú jeho h r a n u h opáť p la t í aH(h) > 13. 
To je v šak spor s t ý m , čo sme už dokázal i v prvej časti d ó k a z u . 

P r e t o k a ž d ý eulerovský polyéder m á aspoň jednu h r a n u h t a k ú , že p la t í : 

aH(h) < 13. 

I I I . Teraz už lanko dokážeme, že k a ž d ý eulerovský polyéder m á aspoň jednu 
h r a n u h t a k ú , že p la t í : 

aP(h) < 13. 

K e b y t o m u t a k nebolo, t . j . k e b y existoval eulerovský potyéder s p . pri k t o r o m 
o každej z jeho h r á n h by plati lo aP(h) > 13, p o t o m eulerovský polyéder s p 
reciproký k SP b y bol t a k ý , že o ktore jkolvek jeho h r a n é h b y p lat i lo aH(h) > 13-
a t o sme dokázal i , že nie je možné. P r e t o k a ž d ý eulerovský polyéder m á aspoň 
j e d n u h r a n u h t a k ú , že p la t í : 

aP(h) < 13. 
T ý m je dokaž v e t y 1 v y k o n a n ý . 

Veta J hovoří, že v k a ž d o m eulerovskom polyédri existuje aspoň j e d n a 
h r a n a , pre k t o r ú p la t í au(h) < 13. U k a ž m e , že exis tu jú eulerovské polyedre, 
pr i k t o r ý c h pre k a ž d ú h r a n u h p la t í aH(h) ^ 1 3 . P r í k l a d o m móže byť t e n t o 
eulerovský polyéder : 
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Pri takzvanom pravidelnom 20-stenu trojuholníkovom rozdělme každý jeho 
trojuholník na tri steny tak, že v ťažisku každého póvodného trojuholníka 
vytvoříme nový vrchoJ spojený s póvodnými tromi vrcholmi dalšími novými 
hranami. 

Množinu vrcholov taltto vzniknutého mnohostěnu považujeme za množinu 
uzlov, množinu lirán mnohostěnu za množinu hrán a množinu stien za množinu 
plócJi istého komplexu SP, pričom uzol bude incidentný s hranou € SP právě 
v tedy, keď vrchol Ježí na lirane mnohostěnu, lirana incidentná s plocliou v s~p, 
ak hrana Ježí na stene mnohostěnu. Potom ty je eulerovský polyéder. Každý 
trojuholník tohto eulerovského poJyédra je incidentný s tromi uziami, z kto-
rých dva sú desiateho stupňa, jeden tretieho stupňa, teda pre každú hranu 
h € ty platí buď oH(h) = 13 alebo oH(h) = 20. 

V eulerovskom polyédri, ktorý je reciproký k opísanému polyedru, l)ude 
zase o každéj hrané platit buď oP(h) = 13 alebo oP(h) = 20. 

Uvedený příklad nás přesvědčuje o tom, že hornú hranicu pre minimálny 
súčet stupňov uzlov (resp. ploch) incidentných s hranou eulerovského polyédra 
nie je možné už vo všeobecnosti znížiť. 

Avšak situácia vyzerá ináč, keď sa pri svojich úvahách zameriame na isté 
s p e c i á l n ě eulerovské polyedre. Doteraz sine sa zaoberali eulerovskými poly-
édrami, t. j . eulerovskými komplexmi, pri ktorých každý uzol, resp. každá 
plocha je najmenej tretieho stupňa. To znamená, ak dodržíme doteraz použité 
označenie O,, resp. T:., pre počet tých uzJov (resp. ploch), ktoré sú v komplexe 
i -tého stupňa, že sme požadovali, aby platilo g2 = r.2 = 0. 

Položme si teraz otázku, aká bude horná hranica pre minimálny súčet 
stupňov uzlov incidentných s hranou v eulerovskom polyédri, keď každý uzol 
polyédra bude vyššieho stupňa ako tretielio (t. j . ak O3 — 0). Je zaujímavé, že 
pri zvýšení hornej hranice pre minimálny stupeň uzla v polyédri zníži sa horná 
hranica pre minimálny súčet stupňov uzlov incidentných s hranou polyédra-
Dokážeme si tieto vety: 

Veta 2: V kazdom eulerovskom polyédri, ktorého každý uzol je napru ne j 
štvrtého stupňa, < xistuje aspoň jedna hrana h, pr ktorú platí: 

oH(h) . ^ 1 1 . 

Veta lil V kazdom eulerovskom polyédri, ktorého plochy sú najmenej Štvrtého 
stupňa, existuje aspoň jedna hrana h, pre ktorú platí: 

oP(h) <Y\. 

P o z n á m k a . Podlá analogie s větou 2 by sa daio čakať: ak žiadame, aby 
polyéder mal len uzly stupňa vyššielio ako štvrtého (t. j . O2 = o3 = £4 = 0), 
že číslo 11 z vety 2 možno opáť znížiť. Tomu však tak nie je. Existuje eulerovský 
polyéder taký, že O2 = D3 — o4 = 0, ale číslo oH(h) ^ 1 1 pre každú hranu (t. j . 
číslo 11 z vety 2 nemožno nahradit číslom menším). Príkladom je polyéder, 
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k t o r ý d o s t a n e m e t a k t o : K a ž d ý t ro juholník prav ide lného d v a d s a t i s t e n u t ro j-
uholníkového rozdělme n a 4 t ro juholníky t a k , že spojíme s t ř e d y h r á n . T a k t o 
v z n i k n u t ý polyéder m á 12 uzlov p i a t e h o s t u p ň a a 30 uzlov šiesteho s t u p ň a . 
T e d a aH(h) je b u d 11 alebo 1 2, pretože k a ž d á h r a n a je i n c i d e n t u á aspoň s j e d n y m 
uzlom šiesteho s t u p ň a . 

I ) o k a z v e t y 2. I . T v r d í m , že neexistuje t a k ý eulerovský polyéder. k torý 
by m a l t ie to v las tnost i : 

a) v še tky uzly £ ty sú s t u p ň a najmenej š tv r tého (V j . g:] -- 0). 
b) všetky plochy sú trojuholníky, 
c) o každej jeho h r a n é plat í aH(h) ^ 12. 

P r e d p o k l a d a j m e , že naše t v r d e n i e nie je pravdivá, t . j . p redpoklada jme. že 
existuje eulerovský polyéder ty, k t o r ý m á vlastnost i a), b), c). Ú v a h o u obdobnou 
ú v a h e , k t o r ú sme vykonal i pr i dókaze vety V zist íme, že pre počet ť- (5, 7) 
t a k ý c h h r á n , k t o r é sú inc identné s j e d n ý m uzlom s t u p ň a nižšieho ako p i a t e h o 
a s j e d n ý m uzlom s t u p ň a vyššieho ako s iedmeho, plat í : 

o (5, 7) <Z 4D8 + 4O9 + 5o 1 0 + 6OU + 6o 1 2 + 6o 1 3 + . . . . (25) 

])ričom (vzhladom n a to, že ž iadna h r a n a nemóže b y t ])odl'a p ř e d p o k l a d u inci-
d e n t n á s d v o m a uzlami s t u p ň a nižšieho ako p ia teho, ])latí): 

o>(5, 7 ) = 4O,,. ( 2 6 ) 

Dalej pre počet </>(6, 6) t a k ý c h h r á n , k t o r é sú inc identné s j e d n ý m uzlom 
s t u p ň a nižšieho a k o šiesteho a s jednyhn uzlom s t u p ň a vyššieho ako šiesteho. 
p l a t í : 

o>(6, 6) <; 3O7 + 4O8 + 4O9 + 5O1() + 5o : l l + 6o 1 2 + ()gv] + . . . . (27) 

pr ičom (vzhladom n a to, že p o d l á p ř e d p o k l a d u neexistuje h r a n a , k torá by bola 
i n c i d e n t n á s d v o m a uzlami nižšieho s t u p ň a ako šiesteho) p la t í : 

(o(6,6) -=- 4O. + 5O5 (28) 
čiže: 

±Q\ ^ 4č?s + 4Í?9 + % n + ^Q\\ + 6í?i2 + iUJv.\ + • • • (->) 

% i + 5^ 5 ^ 3o7 + 4O8 + 4O9 + 5gU) + 5On + 6O12 + ijgr^ + . . . (30) 

P l a t í v šak (lebo je O3 = 0 a všetky plochy v ty sú ])odl'a p ř e d p o k l a d u trojuhol
níky) : 

-Q* + Q- = 1- + í>7 + 2^8 + • • • + (* - « ) Qk + • • • ( : U ) 

Ak v y n á s o b í m e nerovnost (29) t r o m i a nerovnost (30) d v o m a a p o r o v n á m e 
súčet Tavých s t r á ň so súčtom p r a v ý c h s t r á ň , d o s t a n e m e : 

20O4 + 10O5 < 6o7 + 20O8 + 20o 9 + 25o1() + 25O.. + 3 0 ^ . -| 30o l : 5 •+ . . . (32) 

112 



alebo po dosadení namies to 20o4 -+- 10o5 p o d l á (31) a po ú p r a v 

120 -+- 4o7 -{- lOoc, -f 15r>1(, — 25OU + 40o 1 2 + ^ CÍQÍ ^ ()> 

kde ť. sú čísla celé. kladné. 
To je však spor. lebo čísla Q-t nemóžu byť záporné. 

Preto neexistuje eulerovský polyéder, ktorý by mal vlastnosti a), b), e). 
I I . Předpoklad a jme, že existuje eulerovský polyéder s^>, ktorý má vlast

nosti a), c), pri ktorom nie všetky plochy sú trojuholníky. Podlá 1 e m m y 2 
existuje však potom eulerovský polyéder SP*. ktorý opáť má vlastnosti a), c) 
a okrem toho má aj vlastnost b). To však, ako sme už dokázali, nie je možné. 
Pretovkaždomeulerovskom polyédri, kde O3 ---- 0, existuje aspoň jedna hrana h, 
o ktorej platí alt(h) -1 11. 

Do k a z v e t y 3. Ak by existoval eulerovský polyéder s}>, pri ktorom -.> .— 0 
a pre každú jeho hranu by platilo aP(h) ^ 1 2 . potom eulerovský polyéder SP', 
reciproký k s)>, by mal tieto vlastnosti: 

d) každý uzol € ^f má vyšší stupeň ako 3. 
e) pre všetky hrany € SP' platí au(h) ^ 12. 
To však je v rozpore s dokázanou větou 2. Preto, ak pre polyéder SP platí 

-., = 0, potom existuje hrana G s~p. o ktorej platí aP(h) J 11. To bolo třeba 
dokázat. 

Došlo 10. N. 1954. 
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Л IIТ О II К О Ц 11 Г 

В ы в о д ы 

В статье доказываются следующие теоремы: 
1. Во всяком полиэдре Эйлера существует по крайней море одно ребро такое, что 

сумма степеней вершин, принадлежащих этому ребру ^ 1 3 . 
2. Если полиэдр пмеет только вершины степени ^ 4, то число 13 в предыдущей 

теореме можно понизить на И . 
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