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MATEMATICKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS SAV, VI, 2 — 1956 

POZNÁMKY 
K U-AXIÓME V TOPOLOGICKÝCH GRUPÁCH 

L A D I S L A V M I Š I K 
Katedra matematiky Slovenskej vysokej školy technickoj v Bratislavo 

K 75. narodoninám akademika Jura Hronca 

Množinu L nazýváme priestorom s konvergenciou, ak pre každú postupnosť 
{an}>™i prvkov z L je definované, či má limitu, t. j . je jej priradený nějaký 
prvok z L, a či nemá limitu, t. j . nie je jej priradený žiadny prvokz L. Vtakomto 
priestore postupnosti, ktoré majú limitu, nazýváme konvergentnými, postup
nosti, ktoré nemajú limitu, divergentnými. Limitu konvergentnej postupnosti 
{aj^i označujeme lim an. To, že postupnosť {a,,},,00! je konvergentná a má za 

n->oo 

limitu prvok a, označujeme tiež K J ^ r ^ f t . Priestor L s konvergenciou nazývá
me £*-priestorom ([1], str 83 — 84), ak platí: 

i) každá postupnosť {a,,},,00,, kde pre n = V 2, 3, . . . je an = a a a € L. je 
konvergentná a lim atl = a; 

n-ycn 

ii) pre každú rastúcu postu[)nosť{kJ„x
i prirodzených čísel a pre každú kon-

vergentnú postupnosť {ťx,,},,00,, pričom an € L, je postupnosť {akn}t^l, tzv. vy
braná postupnosť z postupnosti {a,,},,00,, konvergentná a lim ak = lim an: 

n->oo n-^-Jc 

iii) pre každú postupnosť {an}n^x, atl€L, ktorá nemá za limitu prvok O, 
existuje rastiíca postupnosť {-i,.},,00! prirodzených čísel, že pre žiadnu rastúcu 
postupnosť {k,,},,00, prirodzených čísel postupnosť {a{ }„(X)

l nemá za limitu 
prvok a. 

S*-priestor L nazýváme topologickou fi-grupou ([2]), ak každéj dvojici 
prvkov x, y € L je tak priradený jeden a len jeden prvok z £ L, ktorý nazýváme 
súčtom prvkov x a y a označujeme z = x + y, že sú splněné následovně pod-
mienky: 

1) pre každé prvky x, y, z č L platí (x -f- y) -f- z = x -f- (y -\- z); 
2) v L existuje taký prvok, ktorý označíme 0, že pre každý prvok x t L platí 

x-\-0=QJ
rx=x; 

3) pre každý prvok x £ L existuje v L taký prvok, ktorý označíme — x. že 
x + (—-#)---: — ÍC -f- x = 0; 

4) ak postupnosti {#,,},, ̂  a {H",,},,00!, xn 6 L a H„ € L, sú konvergentně, potom 



aj p o s t u p n o s t i 1 {xn + / / + , * , a {xn — yn}™x sú k o n v e r g e n t n ě a p la t í lim (xn + 

+ //„) - lim xtl + lim //„, l im (xn — //J — lim xn — l im //,ř. 
/i->x /<—>oo n->cc n—>oo n—>oo 

Topologická i !-grupa n a z ý v á sa k o m u t a t í v n o u , a k pre k a ž d é d v a p r v k y x, 
// G L ])latí # + y = y + x. 

Nech A C L, k d e L je S*-priestor, p o t o m Á je m n o ž i n a p r v k o v a G L, pre 
ktoré existuje aspoň j e d n a k o n v e r g e n t n á p o s t u p n o s t {a„}n

cc
l, an G A, k t o r á m á 

za limitu prvok a. Ak pre k a ž d ú m n o ž i n u ACL p la t í A = Á, hovoř íme, že 
y*-priestor L splňuje t r e t i u K u r a t o w s k é h o a x i ó m u alebo /7-axiómu. Množina 
H C L volá sa h u s t o u v L, ak H = L. Ak H C L, k d e L je fi*-priestor, p o t o m B 
splňuje / ' -axiómu, a k pře A C B p l a t í ÁnB = ÁnBnBsbB nesplňuje 
/ '-axiómu, ak existuje a spoň jedno A C B, že p l a t í Á n H + Á n H n B. 

Nech O(.t\ //) je reá lna funkcia def inovaná p r e k a ž d é x, y G L a nech m á vlast
nosti : 

I. p re x. y G L je ó(x, //) ^ 0 a d(x. //) = 0 v t e d y a len v t e d y , keď x — //; 
I I . pre .r. // G L je ó(x. //) — O(//, x); 

LM. ])re .T, //, z G L je ó(#, 2;) g O(:r, //) + $(//, 2), p o t o m funkcia O(a;, //) 
nazývá sa metr ikou p r e L. Ak H C L a O^(^\ //) je m e t r i k a pre L, p o t o m H je 
h u s t á pri ó(x, //), a k ku k a ž d é m u e > 0 a k a ž d é m u a € L existuje b € H, že 

/>("• ^) < ť- Hovoř íme, že topologická i í-grupa L m á v las tnos t (d) p r i m e t r i k e 
O(.r. //) ])re L, ak ])latí : ak {a;,,},,00,, #,, G L, {//J,,00!-^, //n G L a {á(#,,, / / J } , ^ - ^ , 
p o t o m p o s t u p n o s t {xn}ll

cc
[ je k o n v e r g e n t n á a m á za l i m i t u x ([3], s tr . 234). 

J e zřejmé, že v k a ž d o m £*-pr ies tore sp lňu júcom U-axiómu, k a ž d á jeho pod
množina splňuje U-ax iómu. Ak £*-pr ies tor L nesplňuje U-axiómu, p o t o m 
zrejme exis tu jú aj t a k é ])odmnožiny, k t o r é splňujú U-axiómu. Ak L je k o m u -
t a t í v n a topologická i?-grupa nesp lňu júca /7-axiómu, p o t o m k a ž d á m n o ž i n a 
H C L, k t o r á je tiež g r u p o u v z h l a d o m n a operáciu s ú č t u def inovánu v L a k u 
ktorej existuje t a k á m e t r i k a d(x, y) p re L, že L m á p r i nej v la s tnos t (d) a H je 
pri nej h u s t á v L, nesplňuje U-ax iómu (veta z [3], s t r . 234). V te j to p r á c i sú 
uvedené najprv dve vety súvisiace s U-axiómou v k o m u t a t í v n y c h topologic
k ý c h i !-grupách a p o t o m je u d a n ý p ř í k l a d t a k e j k o m u t a t í v n e j topologické] 
y-grupy ne šplhu fúce. j U-axiómu, u ktorej existuje taká hustá podmnožina, 
ktorá je súcasne podgrupou a splňuje U-axiómu. 

V y*-])riestore L dvo jnou p o s t u p n o s ť o u n a z ý v á m e funkciu def inovánň pro 
všetky dvojice (ti, k) p r i rodzených čísel, p r i č o m každe j t a k e j dvojici p r i r a d e n ý 
prvok je z množiny L. Ak t e n ])rvok označíme a„^k, p o t o m t ú dvo jnú p o s t u p n o s t 
označíme nás ledovně {(i,t.-}„™\* K a ž d ú p o s t u p n o s t {a,,-,^}™^ k d e {H,},00, 
a {k,}/°\ sú r a s t ú c e p o s t u p n o s t i p r i r o d z e n ý c h čísel, n a z ý v á m e d i a g o n á l n o u 
postupnosťou u t v o ř e n o u z dvojnej p o s t u p n o s t i {anmk\,™ ,. B o d a G L n a z ý v á m e 
bodom s v las tnostmi O([4], str . 3), ak existuje t a k á dvo jná p o s t u p n o s t {&,,.*}«* 1 > 

1 x ; ( //) b u d e m e ticž znači t x —-- y. 
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ank £ L, že pre n = 1,2, 3, . . . je pos tupnos t {an.A.}/X
L konve rgen tná a má za 

l imi tu p rvok a, ale ž iadna z nej u t v o ř e n á d iagonálna p o s t u p n o s t n e m á za l imitu 
p r v o k a. K o m u t a t í v n a topologická £ -g rupa L splňuje U-axiómu v t e d y a len 
v tedy, keď ž iaden jej bod n e m á v las tnost Q ([4], str. 8, v e t a 3). 2 

Veta 1. Nech L je komutatívna topologická 2-grupa nesplňujúca U-axiómu 
a nech H je hustá podmnožina, ktorá je súcasne podgrupou. Potom nutná a posta
čuj úca podmienka, aby II nesplňovila U-axiómu, je nasledovná: ku každému 
x 6 L existuje taká dvojná, postupnost {xl)k}nA L, xnJ, € H, ze pre n = 1. 2, 3. . . . 

je postupnost {xnk}k
cc

l konvergentná a má za limitu x, ale žiadna diagonálna 

postupnost z nej utvořená nemá za, limitu x. 
D ó k a z . D o k á ž e m e , že p o d m i e n k a je n u t n á . Nech H nesplňuje U-axiómu. 

K e d ž e H nesplňuje U-axiómn, existuje t a k á dvojná p o s t u p n o s t {xn.,}„,A
X ,, t a k á 

p o s t u p n o s t {xn}„00
l a t a k ý prvok xčH, x k € II a xnčH, že {x,!./.}/,

:c
1 -+ xtl. 

{xn} T \->x a ž i a d n a d iagonálna p o s t u p n o s t u t v o ř e n á z {xnJ},}A , nemá za l imitu 
x. Ale z t o h o vyplývá, pre tože // je p o d g r n p a L, že existuje t a k á dvo jná p o s t u p 
nost {a„,/-}w,r i, ank€H, že pre n= \, 2, 3, . . . je fa,,.,.}..00, -> 0 a ž iadna 

d iagoná lna pos tupnos t u t v o ř e n á z {x,,^},™ L n e m á za l imi tu 0. N e c h // € L. 

p o t o m existuje t a k á pos tupnos t {yn},™\, ;?/,, € II, že {f/,,},,^-* ?/. Ale ])otom dvojná 

pos tupnos t {yk -f- anJ}n™ , m á t ie to v las tnos t i : p re n = 1. 2, 3. . . . je p o s t u p 

nost {y.: -f- ank}k
fí

l konve rgen tná a m á za l imi tu / / , / / , + anA. € H. a ž iadna 

d iagoná lna pos tupnos t u t v o ř e n á z {;//,. -f- alhk}„™ L n e m á za l imi tu y. 
D o k á ž e m e , že p o d m i e n k a je pos tačn júca . N e c h {anJ)„A , je t a k á dvojná 

p o s t u p n o s t , že ank 6 H, p r e H — 1, 2, 3, . . . p o s t u p n o s t , {tt,i^}/l
x

l je konver
g e n t n á a m á za l imitu 0, ale ž iadna d iagoná lna p o s t u p n o s t z nej u t v o ř e n á nemá 
za l imi tu 0. f)alej je zřejmé, že k u p r v k u x € H musí ex i s tova t t a k á pros tá 

pos tupnos t {xn)>l
(X3

] p r v k o v roznych od x z II, že {x,},*^ x. Uvažujme teraz 

množ inu A v še tkých t ých p r v k o v xn -f- an_,r..k . , k to ré sii rózne od prvku x. 

Zrejme je xn € Á p re n = V 2, 3, . . . . 

K e b y p rvok x bol Á, po tom b y musela ex is tova t t a k á pos tupnos t p r v k o v 

z A, k t o r á by konvergovala k x, cize by exis tovala pos tupnos t {xn. -f- an . . k _1}i
:r',. 

že {xtl.-\-an.n,{j,_í}i
ac

i-^ x. Množina členov p o s t u p n o s t i {H, -f- k, — l},-^ musí 
byť zre jme nekonečná. J e t e d a m o ž n é v y b r a t t ú p o s t u p n o s t d o k o n c a t a k , a b y 
{n, -f- kt — l}i

cc
í bola r a s t ú c a p o s t u p n o s t pr i rodzených čísel. Z t o h o , že p o s t u p 

nos t {#„},,*! je p r o s t á p o s t u p n o s t p r v k o v roznych od p r v k u x, vyplývá, že 
m n o ž i n a clenov p o s t u p n o s t i {n},00^ musí byť tiež n e k o n e č n á . T e d a je možné 
t ú p o s t u p n o s t {xn. -\- an , k...x}™y t a k v y b r a t , že p o s t u p n o s t i {?*.,},-* a {n, — l\ --

— l}iTi sú r a s t ú c e p o s t u p n o s t i pr i rodzených čísel a {xr + ^«,../.,.rA-,.-i},.x. — .r. 

Ale p o t o m p l a t í l im ayi.tH.4A.._. ---- lim [(a;,.. _)_ a,,.,^., ;-.-i) — #,..] = lim (x,it -f-
'Á—>00 i - * 00 /—• X 

2 V práci [4] je pojen i diagonál nej pos tupnos t i utvorenej z dvoj nej pos tupnost i defi
novaný t r o c h a inác. Ale definície bodu s v lastnos tmi o sú ekviva len tně pri ])oužití tyc l i to 
dvoch T'óznych deíinícií diagonáln(\j pos tupno s t i . 
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f- an.i;,.w.._.j) — lim xu. = O, Čiže existuje diagonálna postupnost konvergujúea 
i-> 00 

k O utvořená z {a,.,-.},,,? i a to je spor. Teda x G A. 
Tým sine ale zistili, že existuje 4̂ C H n x č H, ze platí x C i n Ji a x* 6 

A n 7/ n H, čiže ÁnH=\=ÁnHnH a z toho vyplývá, že H nesplňuje 
U-axiómu. 

Vola 2. Nech L je komutatívna topologická Q-grupa, ktorá nesplňuje U- axiómu, 
potom neexistuje taká metrika d(x, y) pre LJ, pre ktorú by platilo: 1. ak {xn}^ { 

konverguje k x, potom {d(x, x,}™^ konverguje k 0; 2. topologická 2-grupa L má 
vlastnost (d) pri metrike d(x, y). 

Dok a z. Nech L je komutatívna topologická £-grupa, pre ktorú existuje 
taká metrika Ó(x, y), že 1. ak {x,},,00^ má za limitu prvok x,potom {d(xn, x)},™ { 

má za limitu číslo 0 a 2. Topologická £-grupa L má pri metrike d(x, y) vlastnost 
(d). Nech !>',.,*}„,? j je taká dvojná postupnost, že x,,hk £ L a pre % = 1, 2. 3, . . . 
])ostu])iiost {xnk}k

0C
L je konvergentná a má za limitu x. Potom dvojná postup

nost {()(xl{ k.x)}„ A°° i reálných čísel je taká, že pre n — 1 , 2 , 3 , . . . je lim d(xn k,x) ~ 
/f-^00 

— 0. Ale množina reálných čísel pri obvykle j konvergencii splňuje U-axiómu, 
čiže číslo 0 nemóže byt bodom s vlastnostou O. Musí teda existovat taká diago
nálna postupnost {d(xn, 7,.. x)}i=l, že konvergujek 0. Z toho, že postupnost {y,},f i, 
kde pre n — \, 2, 3, . . . j e yn — x, je konvergentná a má za limitu x, a z pred-
chádzajúceho vyplývá na základe vlastnosti (d) topologickej S-grupy L ])ri 
metrike ó(x, ?/), že postupnost {#,..,,..} Z30, je konvergentná a má za limitu x. 
Z tejto úvahy je zřejmé, že v komutatívnej topologickej S-grupe L neexistuju 
body s vlastnostou p a teda podlá už citovanej vety 3. z práce [4] komutatívna 
topologická i}-grupa L splňuje U-axiómu. Tým je veta 2. dokázaná. 

Nech R je těleso racionálnych čísel, nech X{, . . ., X,n sú nějaké reálné čísla, 
potom nech R(ÁL, . . ., Xin) je najmenšie těleso nad telesom racionálnych čísel. 
ktoré vznikne z něho adjunkciou čísel X{, . . ., k,„. Nech {p,},l

(x>
] je taká rastúca 

1 1 1 1 

postupnost prirodzených čísel, že Rn = R(2^ , . . . . 2^") 4= R(2^, . . ., 2i}"-! ' ) — 
R n ; , ])re % = 1. 2, 3 3 Nech reálné číslo x je z množiny L0 vtedy a len 

:{ T a k á p o s t u p n o s t musí existovat aspoň jedna. Pr ídeme k nej n a p ř í k l a d t a k t o : Nech 
y>, 2. Nech /;,, . . ., pn sú už take prirodzene čísla, že pre i < j < n je />• < p}- a R: 

h> \2* , . . ., 2pi ) + lt\2'p\ . . ., 2pi ) = Rj. V telese Rn ----- R \2Pi , . . ., 2pn ) podlá 
Abelovej ve ty ([5], ve ta 22., str. 174) o p r imi t ívnom elemente, musí existovat pr imit ivný 
element o ť R.n, ktoreho rád v z h í a d o m n a teleso rac ionálnych čísel nech j e r. Podlá ÍJLCJ 
Abelove j ve ty (| 5], veta 3., str. 287) j e rovnica xp -- 2 —- 0, kde p j e prvočíslo, irredu-

1 

eibilná n a d te lesom racionálnych čísel a rád čísla 2V nad te lesom racionálnych Čísel j e 
1 

rovny p. Xech pn i i > pn j e t a k e prvočís lo, k toré j e vačšie ako r, potom, číslo 2P" : l nie 
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vtedy, k e d existuje konečné mnoho rac ioná lnych čísel r}, . . . , r s a k o n e č n é 
i 

m n o h o členov p. , . . ., p{ z ])ostupnosti {pt},?°-i, že p la t í x = i\ . 2P\ -f- . . . - ) -

-f- rs i • 2 s ' 1 + r*- P o s t u p n o s t { !̂},,
QC

1, #,, € L0, je konve rgen tná a m á za l imitu 
co 

x € L0 v t e d y a len v tedy , k e d exis tuje t a k é pr i rodzené číslo k, že U {x,} C R.k 
n = ] 

co 

(pričom p o d z n a k o m u {x,} b u d e m e rozumieť m n o ž i n u členov tej p o s t u p n o s t i 
n = \ 

{x,},™^ a k e d k t o m u číslu x konverguje p o s t u p n o s t {xn}n
cc

l aj pr i obvykle j 
konvergenci i v množině reá lných čísel. 

Veta 3. Priestor L{) s konvergenciou, ktorú sme právě uviedli, je &*-priestor 
a vzhladom k súctu reálných rísel je komutativnou topologickou ^-grupou, ktorá 
nesplňuje U-axiómu. Množina, všetkých racionálnych čísel je v L{) hustou podmno
žinou, ktorá je podgrupa a splňuje U-axiómu. 

D ó k a z . K e d ž e p r e p o s t u p n o s t {a,},,™^ p r i k tore j je a„ = a ])ven = 1, 2. 3,. . . 
co 

a a€L0, vždy existuje t aké prirodzené číslo k, že je u {a,} C Rk a k e d ž e 
n = l 

{a,},™/v t o m t o p ř í p a d e vždy konverguje v obvykl o m z mysle k číslu a, kon
verguje u v a ž o v a n á p o s t u p n o s t {a,,},,00\ v Ly) k číslu a. 

Ak {a,},^x, an € L0, konverguje v L{) k číslu a a ak pre pr i rodzené číslo k je 
co 

u {a,} C Rk, p o t o m pre každú ras túcu p o s t u p n o s t {k,},^ x pr irodzenýc l i čísel je 
n = l 

co 

p o s t u p n o s t {a/. }t,°°i k o n v e r g e n t n á v L0 k číslu a, p re tože u{a, } C R a {ak },*l 

n = \ 

konverguje aj v ob vykloní z mysle k číslu a. 
co 

Ak p o s t u p n o s t {a,},^ nekon verguje v L() k číslu a, p o t o m je b u ď u {an} — R, 
n = \ 

pre každé pr i rodzené číslo k n e p r á z d n á m n o ž i n a alebo p o s t u p n o s t {a,},t
x
l ne-

konverguje k číslu a v obvyk lom zmysle. V p r v o m p ř í p a d e je zřejmé, že exis tu j ú 

t a k é dve r a s t ú c e p o s t u p n o s t i {Í,},ZL & {k,}™ \ p r i r o d z e n ý c h čísel, že p r e k < kn 

je a,- £ R/. a a,. € R . Z definíoie pos tupnos t i {a, } , l
c c

l je zřejmé, že pre k a ž d ú 

r a s t ú c u p o s t u p n o s t {rJ /
0 C

l p r i rodzených čísel a p r e k a ž d é p r i r o d z e n é číslo k je 

m n o ž i n a u {a, } — Rk n e p r á z d n á m n o ž i n a . V d r u h o m p ř í p a d e existuje taká 
n = l 

v y b r a n á p o s t u p n o s t {at. }„00
1, že z nej k a ž d á v y b r a n á p o s t u p n o s t n e k o n verguje 

v o b v y k l o m zmysle k číslu a. T e d a z t o h o vyplývá, že v o b o c h p r í p a d o c h exis tuje 
taká v y b r a n á p o s t u p n o s t {ah i,,00!, ktorej k a ž d á v y b r a n á p o s t u p n o s t nekonver-
guje v LQ k číslu a. 

T ý m sme zistili, že L{) je i3*-priestor. 

je z tělesa Hn (to vyplývá napr. z |5] vety 24., str. 176). Na základe upínej indukeio 
je z toho zaručená existencia as])oň jednej takej postupnosti. 
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Ak p o s t u p n o s t {an},™l konverguje v L „ k číslu a a p o s t u p n o s t {bn}n
cc

L konver-
oo 

guje v L{) k číslu b a a k pre pr i rodzené číslo kx je u {an} C Rkx a pre pr i rodzené 
00 n = 1 

číslo k2 je u{b„} C RAo5 p l a t i a p r e pr i rodzené číslo k = m a x (k 1 ? k2) vzťahy 
71 = 1 ' 2 

./ 00 
u {<*,, + ^.} C RA a u { a„ — bj C Rk. Z t o h t o a z v las tnos t í obvykle j koli
ze i « = i 
vergencie ])ostupností reá lných čísel vyplývá, že {a„ -f- bn}M°\ konverguje v L„ 
k číslu a -\- ba {H,( — b,,},,00, konverguje v L() k číslu a — b. K e d z e F 0 je pr i operách 
súčtu k o m u t a t í v n o u grupou, vyplývá z t o h t o n a základe predchádza júce j ú v a h y , 
že L() je k o m u t a t í v n o u topologickou 2-grupou v z h l a d o m k operácii súčtu . 

í 1 7 ) X 

Uvažujme dvoj mi p o s t u p n o s t <--- • 2 y)/í > . U nej p r e n = 1, 2, 3, . . . 

í 1 7 ) °° 
p o s t u p n o s t ] • 2Vn \ konverguje v L{) k číslu 0. Pre k a ž d é p r i r o d z e n é číslo i 

1 k i k L 

a každú d iagonálnu p o s t u p n o s t • 2 ;\-J> u t v o ř e n u z dvojnej p o s t u p n o s t i 
l k í.s I 

I 1 

[ • 21'" [ p lat í , že m n o ž i n a u l . • 2V»A — Ri je n e p r á z d n á množina . 

Z iol i lo vyplývá, že ž iadna d i a g o n á l n a p o s t u p n o s t u t v o ř e n á z dvojnej p o s t u p -
i 

( 1 | ^ 
nost i ! • 2Vn\ nekonvergu je v L{) k číslu 0. Číslo O je t e d a v L{) h o d o m 

l k f„fk , 
s v lastnosťou O a p o d l á ve ty 3. z [4] nesplňuje U - a x i ó m u . 

J e zřejmé z deřinície konvergencie v L 0 , že m n o ž i n a v š e t k ý c h r a c i o n á l n y c h 
čísel je h u s t á v L0 a t iež je zřejmé, že je p o d g r u p o u L{). Zre jme tiež ])latí, že 
p o s t u p n o s t rac ioná lnych čísel {aj,,00, konverguje v La k číslu a € L0 v t e d y a len 

v tedy , k e d konverguje k t o m u t o číslu v ob vyk loní zmysle. Ak dvo jná p o s t u p 
nost {«-,,.*.},,.r.i j e t a k á , že jej členy sú len rac ioná lně čísla a pre n = V 2, 3, . . . 
p o s t u p n o s t . {a)lk}k

cc
l konverguje v L{) k číslu a, p o t o m existuje a s p o ň j e d n a 

d i a g o n á l n a p o s t u p n o s t , k t o r á konvergu je v L{) k číslu a ( toto v y p l ý v á z tej 
skutočnos t i , že v m n o ž i n ě r e á l n ý c h čísel p r i obvykle j konvergenci i ž iadne 
reá lné číslo nie je b o d o m s v las tnosťou O). T o t o m á za nás ledok p o d l á v e t y l., 
že m n o ž i n a r a c i o n á l n y c h čísel splňuje U-ax iómu. 
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З А М Е Т К И О И - А К С И О М Е В Т О П О Л О Г И Ч Е С К И Х 
Г Р У П П А Х 

Л Д Д И С Л А В М И Ш И к 

В В1 в о д ы 

Топологической ^-группой называется гакое множество ^, которое является ^•-про

странством и группой, в котором групповая операция является непрерывной функцией 

двух аргументов, и в котором операция строения обратного элемента является непро

рывной функцией своего аргумента. 

Если А^, потом А состоит из тех элементов ае1'„ для которых а = П т ап, г/„€Д. 
П->сс 

Говорим, ЧТО множество Ас^ выполняет [/-аксиому, если для всякого множества ВсЛ 

справедливо равенство В п А п Л = ВпА. Множество Нп^ плотно в ^, если Н = ^. 

К о г д а {х»,к}н™ 1 является двойною последовательностью, потом всякую последо-

вагельность {.т/(./^,}.0о

1 , где {/>;}/

2С

1 , возрастающие последовательности натураль-

пых чисел, называем диагональной последовательностью построенною из 1.Г„.Л,-„.А И 

Пусть 3 (х, у) будет метрика определенная в топологической ^-группе ^ и пути, 

всякая последовательность {х»}(,
сс

1 элементов из ^, для которой существует последо

вательность {г/п}м

ос

1элементов из Ь сходящаяся к элементу xе^, причем П т 5 (.г,„///() = 
п—>х 

= 0, сходится тоже к элементу х. Потом говорим, что I, обладает свойством (а) при 
метрике 5 (х, у). 

В статье доказываются следующие две теоремы: 

Пусть ^ коммутативная топологическая # -группа не выполняющая [/-аксиому, и пусп. 

Н плотная подгруппа. Д л я того, чтобы Н не выполняла [/-аксиому, необходимо и до

статочно, чтобы для всякого х^ существовала такая двойная последовательность 

{хп,Лп™ 1 элементов из Н, чго для всякого п последовательность {хп.г}„* {

 С М ) ~ 

дится к х но х не является пределом для никоторой диагональной последовательности 

построенной из {#».,А}„* ,. 

Пусть для топологической Г р у п п ы I, существует метрика 3 (х, у) обладающая свой

ствами: 

1. Если П т хп= х, хпеЬ и хеЬ, то П т 8(хп.х) = 0. 
п—*• оо п-^> со 

2. Топологическая Ь-группа 1^ обладает свойством (с!) при метрике 5 (х, у). 

Потом ^ не выполняет [/-аксиому. 

На конец в статье дан пример топологической ^-группы не выполняющей [/-аксиому. 

в которой существует плотная подгруппа выполняющая [/-аксиому. 
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