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UBER EINIGE EIGENSCHAFTEN DER LOSUNGEN
DER GLEICHUNG

\%
<

a4 b ct)e =0, cff) 2

MILAN GERA

In diesem Artikel untersuchen wir die oszillatoricchen und andere Eigen-
schaften der Lésungen der lit caren Differentialgleichung dritter Ordnung

Lo = 2" 4+ ()" bt)r + e(t)xr — 0.

Wir werden Bedingungen (not vendige und hinreichende) fur die Existenz
der oszillatorischen Losungen der Ditferentialgleichung La = 0 ableiten, .
mit Riicksicht auf das Benehmcn ihrer nichtoszillatorischen Lésungen.

Uber die Koeffizienten «(t), 1(t), ¢(f) werden wir voraussetzen, dass diese
<tetice Funktionen im Intervall [ :o <t <C oo, o 2 — oo sind.

Eine lincare homogene Differentialgleichung n-ter Ordnung werden wir
diskonjugiert im Intervall J neanen, wenn jede ilre nichttriviale Losung
in ./ hochstens n I Nullstellcn, die Vielfachheit inbegriffen, hat.

Eine Losung der gegebenen Differentialgleichung nennen wir oszillatorisch
in J, wenn in irgendeinem Intervall (5, o) N J, wo 3 aus dem Inneren des
Intervalls J ist, diese Losung uaendlich viele Nullstellen, welche alle einfach
<sind, hat.

Wir sagen, dass eine Differentialgleichung im Intervall J oszillatorisch ist,
wenn diese wenigstens eine oszillatorische Losung hat. Wenn die Differential-
2leichung keine oszillatorische Ldsung hat, sagen wir, dass sie in J nichi-
oszillatorisch ist.

In der vorliecgenden Arbeit s nd hauptsachlich einige sich auf den ersten
Teil des Artikels [1] bezichendcn Ergebnisse verallgemeinert, wo die Diffe-
rentialgleichung Lx 0 unter ¢ er Voraussctzung a(t) = 0, b(t) < 0, c(t) > 0
in [ untersucht wird. Es wird gezeigt, dass die Voraussetzung b(t) < 0 (te7)
far cin gewisses Verhalten der Losungen der Gleichung Le = 0 nicht wesent-
lich ist und dass diese durch die Voraussetzung, dass die Differentialgleichung
zweiter Ordnung



lv = 0" + a(t)r” + bty 0
im Intervall 7 diskonjugiert ist, ersetzt werden kann.
Bezeichnen wir:
S () (&L (J)) sei die Menge nichtnegativer (nichtpositiver) und ste
tiger Funktionen im Intervall .J;
FL o) (L)) — sei die Menge der Funktionen aus -7 (J) (& (J)), welche
in keinem Teilintervall des Intervalls J identisch gleich Null sind;

lto =" + at)’ b (H.
wo b (1)  max {0,b(t)} fur tel ist:

t
E{t.r)  exp|a()dy fir (,)el x I.

T

1. Hilfssatz 1. Es sei b(t) € (L) und es gelle

() [E(y,s)ds o (yel).
Ferner sei die Differentialgleichung v 0 im Intercall 1 diskonjugiet. Fio
deren Losung vo(l), welche in der Zahl ty € [ den Anfangshedingungen vo(lo) 0.
oo(to) = 1 entspricht. gilt dann in (ty, ®)

'

@()(t) > 0, ’U“(t) > 0.

Beweis. Da die Differentialgleichung v — 0 im Intervall [ diskonjuziert
ist, ist vo(t)>0 fir t>ty. Aus dieser Tatsache, sowie daraus, dass b(t) & ([
ist, folgt fur ¢ > ¢

(1 (v (OE(t, to)) — — DHE(L, to)ve(t) = 0.
Wir zeigen, dass vj(f) = 0 in (f, oo) ist. Indirekt. Bs existicre cine solche
Zahl b > to, dass v(')(tl) < 0 gilt. Dann erhalten wir aus (1) fir ¢ =2 4

vo(t) < wo(h)E(h, 1),

daraus
t
vo(l) £ vo(h) + wolth) [ E(t- ) ds, ¢ = 1.
I

Aus dieser Beziehung und aus (I8) folgt. dass fiir ein gentigend crosse~ t
vo(f) < 0 ist. Dies aber steht im Widerspruch zu »o(t) > 0 in (4. oc) Ao
ist im Intervall (ty, 00) wy(t) = 0.

Bemerkung 1. Wenn b(f) € & (1) gilt, dann ist die Differentialeleicht ne
) 0 im Intervall [ diskonjugiert und fir ihre Losung vo(/) mit der icen-

schaft vo(fo)  oi(fe) 1 — 0 (toel) in (ip, 00) gilt vo(t) > 0. 2(t) > 0
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Hilfssatz 2. Es sei die Bedingung (E) erfullt und die Differentialgleichung
wweiter Ordnung Vo 0 set im Intervall T dishonjugiert. Dann gilt fir die Losung
vo(l) der Differentialgleichung lv = 0, welche in der Zahl tyel den Anfangs-
hedingungen wvo(t) 0, wi(fo) = 1 entspricht,

vo(t) > 0, wy(t) = 0 in  (lo, ).

Beweis. Aus dem Vergleich der Differentialgleichung v — 0 mit der
diskonjugierten Differentialgleic wung It 0 in I geht hervor, dass auch
die Differentialgleichung v — 0 im Intervall I diskonjugiert ist. Aus diesem
Grunde ist vo(f) > 0 fiir £ > {y. Es sei ¢o(f) die Losung der Differentialgleichung
I'v 0 mit der Eigenschaft ro(fo) = vy(fo) — 1 = 0. Dann ist wo(t) > 0,
rolt) > 0 fiwe t € (fy, o) (Hilfssatz 1). Aus dieser Tatsache geht hervor, dass
fir die Cauchysche Funktion KN(t, s) der Differentialgleichung 7 » 0 fiw
[ s >

ok (t, s)
K(t, s) >0, =20
ol

eilt. Ks sei b (1) — min {0, b(¢)} v t € 1. Da v(t) die Losung der Differential-
oleichune v 0 ist, ist

”

eo(t) = atyyt) o (Hee(t) — — b (Oro(t) = 0 far ¢ = fy.

Davon haben wir

!
vo(t) = vo(t) — | K(t. $)b_(s)vo(s) ds
lo
und
i

’ ’ 81’([7 S)
v(t) = vy (f) — y b (s)vo(s) ds = 0
¢
o
far 1 > 1,

Folgerung. Wenn die Voraussetzungen des Hilfssatzes 2 erfullt sind, dann
wistiert etne solche positive Lésurg vo(t) der Differentialgleichung lv = 0 in I,
diss vp(t) =2 0 fir tel gilt (siehe auch [2]).

Dic Differentialgleichung v = 0 sei im Intervall I diskonjugiert. Dann
hat die Differentialgleichung Iy 0 eine positive Losung vo(f) in I [3] und
s oilt

E(t(), t) d . d (A

v = vs(E( ¢ fir t=1(toel).
o) dt oJE o) ’



Auforund dieses Ergebnisses kann die Differentialgleichung Ly 0 (L.

= [+ ' ¢(t)r) auf folgendes Differentialsystem

g = ot
I; — U,g(f)E(fo, t)as,
vy — — c(E)E(t, to)vo(t)ar

iberfuhrt werden, wo (1) w(f), (1) — wo(t)e2(t), 2" ()  (E(fo, t)as(l)

o)L’ (1)) /vo(t) fir t € I ist. Sind dabei die Voraussetzungen des Hilfssatzcs 2
erfiillt, kann vorausgesetzt werden, dass v(f) 2 0 in [ ist (Folgerung les
Hilfssatzes 2). Aus dicsen Tatsachen erhalten wir aufgrund der Theoric i~
em Kapitel XIV [2, Seite 591—596] folgende Hilfssitze-

Hilfssatz 3. Die Differentialgleichuny weilcr Ordnung lv - 0 sei im I nicriall [
diskonjugiert und es sev c(t) € L (I). Fir die Lisung xo(t) der Diff cicutial

gleichung Ly 0, welche in der Zahl tye I den Anfangsbedingungen

volfo) — vo = 0, wglle) — 0, ai(fe) — g Z 05wy ap >0

enlspricht, gilt dann im Intervall (=, ty)

’

2o(t) >0, wy(t) < 0.
>

Hilfssatz 3. Es seien die Voraussdzungen des Hilfssatzes 2 cifallt vnd o«
glte c(t)e L,(L). Dann gilt fir die Lésung xvo(t) der Diffcrcntialgleichun g
Ly 0, welche in der Zahl tye 1 den Anfangsbedingungen

vollo) — w0 = 0, wi(ty) g =0, an(te) = 0;

’ "
Xo— Xy 1 Ly >0

entspricht, im Intervall (o, to)
xo(f) > 0, an(t) < 0.
Hilfssatz 4 [4]. Es sei b(t)e & (1), c(t) e Ly(I). Dann gilt fir die Lisang
ao(t) der Differentialgleichung Ly - 0, welche in der Zall toe I den Anfang-

bedingungen

cote) = w0 = 0, wy(fe) wp £ 0, agll) oy Z 05

2o — J“I) I[/), > 0
entspricht, i Intervall (o, to)

Zo(t) =0, ai() <0, wg(t) > 0.
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Satz 1. Die Differentialgleicl ung zwciter Ordnung lv = 0 sei im  Infervall T
diskonjugiert und es sei c(t) € S (I). Dann existiert eine Losung w(t) der Diffe
rentialgleichunyg Le 0 mit filgenden Figenschaften

w(t) = 0, whw') =9 fur tel, limw{) ke(—w0, 0);
R dee]
wohed w'(t) hichstens in einer Zahl t € I glcich Null is1. Ist dabei die Bedivgung
() erfillt wund dic Differentealgleichung 1 v — 0 ist em Intervall T diskonju giert
dann gilt v'(t) = 0 fur allete ]

Beweis. Die Existenz der Losung w(/) der Differentialgleichung L» 6
mit der Eigenschaft w(t) & 0, c(t)w’(t) £ 0 fur ¢ e I geht aus der Folgerung 2.4
des Satzes 2.1 [2, S, 5392—596] und aus der Folgerung 2.1 des Hilfssatzes 2.3 [3]
hervor.

Jetzt wollen wir zeigen, dass w'(t) hochstens in einem ¢ € / gleich Null sein
Lann. Indirekt. Es sollen solche ty, t2 aus [ (f; < 12 existieren, dass w'(f1)

w'(l2) 0 ist. Ohne Verlust an der Allgemeinheit kénnen wir voraussetzen.
dass im Intervall I w(t) > 0 ist. Da w'(t) e C(I) wnd w'(t) < 0 fur t e [ ist,
st w’(f) 0. Auf Grund de: Hilfssatzes 3 ist dann w'(t) < 0 fur t € (=, &)
Das ist aber im Widerspruch zu der Voraussetzung w'() 0.

E~ Dbleibt uns noch zu beweisen, dass wenn (E) gilt und die Differcntial-
eleichune I v 0 in I disko3jugiert ist, dann gilt w'(¢) = 0 fur tel. Zur
(ewissheit sei wieder w(f) > ) in  und es sei w'(r) — 0 fiur irgendein 7/
Zeicen wir zuerst, dass in jeder Umgebung oo eine Zahl #p (fp > 1) existiert,
in welcher y(fy) > 0 ist. Dies sei unwahr. Dann ist w”(t) < 0 in [7, o2) fiu
irgendein 7 = t. Dies ist ab r nicht mdéglich, weil dann in einer gewissen
Umegebung oo w(f) < 0 ware. Also exist ert eine solche Zahl ). Auferund
des Hilfssatzes 3" erhalten wi aus diesen Tatsachen, dass w'(f) << 0 in jedem
Intervall («, #p) ist. Dies aber steht im Widerspruch zu unserer Voraussetzung
w(t) 0. Damit wurde gezeigt, dass in diesem Falle w(t)w'(t) << 0 fir alle
tel wilt.

Satz 1. Es set b(t)e & (I) und c(t)e L y(I). Dann existicrt eine Losinng
wo(t) der Differentialgleichung Lx — 0 mit folgenden Eigenschaflen

wo(tywy(t) <0, wolthwg(t) >0 in I,
(2) wo(t)(wo(E(, 10)) € Ly(I)  (to=1);

(3)  lim wo(t) — ko € (— 0, 0), lim wy(t) — 0, lim wy(t)E(t, t)) = k2 €

t>m >0 t>00
e(—wo, %)

Jur welehe im Intervall T
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(4) woE( to) k2 — [ b(s)E(s, to)urg(s) ds + [ ¢(s)E(s, to)ro(s) ds

I4 t
gilt.
Wenn ausserdem noch
I.oa(t)ye S~ (1) gilt, dann ist wo(tyw, (1) € S y(I) und lim w(t) — 0;
t>r
9

(I2) {E(@.s)ds oo (yel)

e

erfillt ist, dann ist k2 0. oder

3.
(I8 | Ep.s)ds ~oo
to
und
(k1) ( ([ Eto, s)ds) di — oo
o ¢t
bzw
(B) ‘ b(t)( l E(t.s)ds)dt = — oo
to t

gilt, dann ist ks = 0.

Beweis. Die Existenz der Losung wo(f) der Differentialeleichune Ly 0
mit den Kigenschaften wo(t) = 0, wo(b)wy(t) < 0, wo(t)wy(t) = 0 fir tel
geht aus der Folgerung 2.2 des Satzes 2.1 [2, 5. 594], hervor. Da b(t) ¢ & (I),
c(t) e L) gilt, ist auf Grund des Hilfssatzes 4 wo(t)w,(t) < 0. ) (Ewo(f) ~ 0
in /. Es ist ersichtlich. dass die endlichen Grenzwerte

lim wy(l), lim w(t)

t>or t>r

existieren und dass lim w)(t) 0 ist.

t->r

Jetzt zeigen wir, dass wo(f)(wy(O)E(, to)) € Lo () ist und dass der endliche
Girenz wert

(5) Lim wi (1) E(t, to)

t—>wo

existiert. Zur Gewissheit sci wo(l) > 0 fur te 7. Da b(t) e & (1), c(t) e S, ({)
eilt, bekommen wir

(6) (Wi (OB 1)) — bOEW, toywy(t) — c(OYE(, to)wo(t) € Sy (1)
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Daraus folgt, mit Ricksicht darauf, dass wy(l) > 0 in [ ist. die Existenz
des endlichen Grenzwertes (5). Dieser Grenzwert sei gleich &, (& = 0). Durch
Integrieren der Gleichheit (6) v n ¢ bis +oo erhalten wir (4).

Wenn «a(t) e +(1) ist, dann ist

wy (1) — — a®ywy(t) — btywy(t) — c(t)wo(t) € Ly ().

. . . . 4
Aus dieser Tatsache und daraus dass lim w/(f) = 0 ist. folgt, dass lim u‘(',(f) —

t>s >
0.
Wir zeigen noch, dass unter len bei 2.. und 3. angefithrten Bedingungen
ks 0 ist. Indirekt: s sei k» > 0 Dann gewinnen wir mit Riicksicht auf

(w, (HE(, ty) € L (I) die Ungleichung
wo(BE( o) > ks fir 1el.

Aus dieser Ungleichung erhalten wir

t
(7) w(t) > wo(r) + k> [ E(l, s) ds, t>v(rel).

Wenn (B) gilt, dann folgt aus (7), dass lim w((f) — oo, was zu limw,(f) 0
t > t>x0
im Widerspruch steht.
() sei erfullt. Aus (7) erhalten wir dann

0 — lim w(l) = wy(t) + k2 [ E(lo, ) ds
> T
d.h. es gilt
(8) wi(v) £ — ks [ E(to, s) ds

fir cin beliebiges 7€ l. Ferne » erhalten wir aus (8)

(9) wo(f) < wolty) — A_ f fE (fo, s) ds)dr  fur > tg.

to 7
Wenn (15) erfiillt ist, dann folat aus der Ungleichung (9), dass wo(t) in einer
gewissen Umgebung 4 oo negativ ist. Das ist aber im Widerspruch zu der
Tatsache, dass wo(t) > 0 fur ¢ - I ist. Wenn (B) gilt, dann erhalten wir aus
der Konvergenz des Integrals
fl (s, to)wg(s) ds

und aus (8)
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oo > [ D(s)E(s, fo)wy(s) ds = ks [ b(r)(| E(x, 5) ds)dr  oo.
to

to T

Das ist aber unmoalich. Der Satz ist bewiesen.
b

Folgerung. Es sei b(t) e S (1), c(t) e Lo (L) und wo(t) sei vryendeine Loxuny
der Differentialylcichung Ly 0 wmit den Eigenschaften (2) und (3).
L. Wennw im wo(f) = 0 gilt, dann st

-0

0

‘ C(S)E(S, f()) ds < >=.

to

2. Wenn

[ e(s)E(s, th) ds oo
to
tst, dany gilt

Hm wo(t) 0.

[

Diese Folgerung eeht aus der Konvergenz des Integrals

,
| e(s)E(s, fo)wo(s) ds
5
hervor.
Bemerkung 2. Es existieren hochstens zwei linear unabhangige Losunccn
der Differentialeleichung Ly — 0 mit der Eigenschaft (3).0
Tatsichlich, es sollen drei linear unabhingice Losungen wi(t), wa(t). ws(l)

der Gleichung Ly 0 mit der Eigenschaft (3) existieren. Dann ist ihr Wions
kian

wi(t), wa(t), ws(t)
Wat)y — wi(t), wi(t), wit) — Wallo)E(to.1) (o 1)
wi(t), wi(t), wi(t)

~

fir alle t € I verschieden von Null d.h. W3(fe) + 0 ist. Mit Riicksicht wtl
die Figenschaften der Funktionen wi(l), wa(t), ws(l) erhalten wir daraus

wi(t), ws(t), ws(t)
Wally) = lim Wa()E(t, fo) —= lim w)(t), wh(t), w; () 0

it el (OB ), wh)E(E, t), wh(DEE, o)
Das <teht im Widerspruch zu Ws(tp) + 0.

O Fir diese Bemerkune danke ich Professor M. Svee.

364



2. Hilfssatz 5. WWenn b(t)e & (1), c(t)e F;) und u(t) eine Liosung der
Diffcrentialgleichung Ly = 0 ok e Nullstellen im Intervall I ist, dann existicrt
cine solche Zahl v eI, dass ent veder

(i) n()u'(t)y <O far ¢

IV

T

odci

(it) w(Hu'(t)y > 0 fur t

I

T

gilt. Im Falle, dass (i) gilt, ist dann
utyu'(t)y < 0, w)u"(t)y >0 fir tel.

Jeweis. I8s sei u(f) eine Losuig ohne Nullstellen in 7 der Differentialglei-
chung Ly — 0. Dabei konnen w r selbstverstindlich voraussetzen, dass u(t) >
> 0 fir t € [ ist. Es sei vo(t) die Losung von lv -= 0, welche in der Zahl o€ I
den Anfangsbedingungen vo(fo) = 0, vy(fo) = | entspricht. Weil b(f)e & (I)
oilt, ist die Differentialgleichung lv = 0 im Intervall I diskonjugiert. Aus
diesem Grunde ist die Losung v4(f) positiv in (fp, o).

Crwigen wir den Wronskiar der Funktionen «'(t), vo(t)

() = ' (t)ve(t) — wvo(t)u"(t).

Dann gilt

(WOE(, t)) — c(ulro)E(L, to) € & ([to, o0)),

weil ¢(t) € Ly ([to, o0)) ist. Aus d eser Tatsache geht hervor, dass TW()E(t, t)
cine wachsende Funktion im Intervall [fy, o0) ist. Das bedeutet, dass cine
solche 11 > ty existiert, dass W (f) = 0 fiw { €[t . o0) ist. Aus diesem Grunde
und darum, dass vo(t) > 0 in (ip, o0) ist, hat «'(t) hochstens eine Nullstelle
im Intervall [£;, o0). Es existiert also eine solche Zahl 1 € [t;, o), dass «'(t) <
< 0 oder w'(t) > 0 fur t = 7 ist

Wir zeigen nun, dass wenn u () < 0 in |7, o0) ist, dann gilt «’(f) << 0 und
w’(t)y > 0 fir alle teI. In der l'at, in der beliebigen Umgebung --oc exis-
ticren solche Zahlen #y (fo = t) m welchen v”(fy) > 0 ist (siche den Beweis
des Natzes 1). Aufgrund des Hilissatzes 4 erhalten wir daraus, dass «/'(t) << 0,

~

w"(t) > 0 in jedem Intervall (« /o) gilt und also ist «'(f) < 0, w"(f) > 0 fur
alle tel.

Hilfssatz 6. Es sei c(t)e Lo, )¢ S ([).

Nd

VE@.s)ds o (vel)
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wnd die Differentialgleichung T v 0 sei im Intereall 1 diskonjugiert. Wenn
u(l) cine Losung ohne Nullstellen der Differentialgleichung Le 0 im Inlcreall |
ist, dann cvistiert eine solche Zahl v € I, dass entweder

(i) u(hu" () <0 fur t==
oder
(i) w(yn'(ty >0 fur t =7

ist. Wenn (i) gilt, dann ist w(t)'(f) < O fiur alle tel.

Dieser Hilfssatz kann auf dieselbe Weise wie der Hilfssatz 5 bewiesen wer
den, nur mit dem Unterschied, dass anstelle des Hilfssatzes 4 der Hilfssatz 3’
verwendet wird.

Aus den Beweisen der Hilfssiatze 5 und 6 folgt

Bemerkung 3. Wenn die Voraussetzungen des Hilfssitzes 5 bzw. 6 erfillt
sind. dann gilt fur jede Losung u(t) der Differentialgleichung Ly 0, welche
die Eigenschaft w(t)u'(f) << 0 in ireendeinem Intervall (r,00), 7€ [ besitst.
u(nd (1) < 0 fir alle tel.

Hilfssatz 7. Ks scien die Voraussetzungen des Hilfssatzcs 3 oder des Hilfs
sulzes 6 erfallt. Fir jede nichitriviale Lésung y(l) der Differentialyleichuny
Ly 0, welche wn irgendeiner Zahl toe [ der Bedingung y(to)y'(to) = O cnt
spricht, existiert emme solche Zahl v > 1y, dass entweder y(H)y'(*) > 0 fiur t >«
ist, oder y(t) ist im Intervall [T, o) oszillatorisch.

Beweis. Essei y(to)y'(fo) = 0in irgendeiner Zahl fy € I. Dann ist die Losune
y(t) entweder oszillatorisch oder nichtoszillatorisch. Iis sei y(t) nichtoszilla
torisch. Dann existiert eine solche Zahl 2 = {y, dass »(t) + 0 in (2, c0) ist.()
Gemidss Hilfssatz 5 bzw. 6 existiert eine solche Zahl t = (4, c0), dass entweder
y(My'(t) << 0 ist oder ist yt)y'(t) > 0 in [z, oc). Der Fall y(t)y'(t) < 0 fiu
{ = t kann nicht eintreten, weil dann y(£)y'(t) < 0 fir alle ¢ € I gelten wiirde
(Bemerkung 3) und das wire im Widerspruch zu y(fo)y'(fto) = 0.

Bemerkung 4. Es sei b(t)e . (1), ¢(t) e FL5([). Dann existiert fir jede
nichttriviale Losung y(¢) von L»r 0, fur welche in irgendeiner Zahl {, [/
y(to)y'(to) = 0 oder ylty)y"(to) =0 gilt, eine solche Zahl T > fy, dass entweder
gy (ty > 0 fur t = 7 ist, oder y(t) ist in |7, ®0) oszillatorisch.

Hilfssatz 8. Ks sei toe I und es sei c(t) € L*([ty, o). Wenn die Funktion
J(t) € C2((to, o0)) mit den Higenschaften f(t) > 0, f'(t) > 0, Lf < 0 fur t > Iy
existiert, dann ist die Differentialgleichung Ly = 0 im Intervall |ty, o0) dis
Lonjugiert. (Folgerung 17 des Satzes 2 [5].)

M Aus dem Hilfssatz 3 folgt, dass jode nichttriviale Liosung von Lo 0 in 1 hochstens
eme doppelte Nullstelle hat.
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Satz 2. Die Voraussetzungen des Hilfssutzes 5 oder des Hilfssatzes 6 scien
crfulle. Dann ist die notwendi jo und hinreichende Eedingung dazu. dass dic
Differcntialgleichung Ly 0 410 Intervall I nicktoszillatorisch sei, die Eaxistenz
cincr solehen Losung y(t) und einer solchen Zaht v € I, so dass y(t)y' (1) > 0 fir
I~ 1 gill.

Beweis. Die hinreichende 3edingung folgt aus dem Hilfssatz 8.

Dic notwendige Bedingung Die Differentialgleichung Lz 0 sei nicht-
o~zillatorisch im Intervall 7. Aufgrund des Hilfssatzes 7 existiert dann zu
der Losung y(f) von L» 0, welche in der Zahl ty € [ der Bedingung y(fo)y' (fo) =
>0 (y(t)y 0) entspricht eine olche Zahl v > ¢y, dass y()y'(t) > 0 fir t = 1
ist. Damit ist der Natz bewiesen.

3. \hnlicherweise wie in [1, Hilfssitze 1.2, 1.27, 1.27] kann man die Bew cise
vor den foleenden Hilfssitzen durchfithren:

Hilfssatz 8. Die Differentialgl ichung zweiler Ordnuwag lv

0 set v Intervall |
diskonjugiert und es set c(t) € (1) . x1(t), xa2(t) seien zwei linear wunabhingige

Liosungen der Differentialgleicknng Ly 0 mit des Kigenschuft

(I()) X1 /(]) J'g(/o) 0
oder
(1) a0 a0,

o ly 1 ist. Dann gilt

Wer, ) (O (8) — (et £ 0 fir > fo.

Hilfssatz 9°. Is sei b(t) e & (I) und c(t) € VJ(I). x1(h), x2(l) seten zwer linear
unabhingige Losungen der Differentialyleichung Lx — 0, welche eine der Eigen-
schaften (10), (10") oder

i) wi(te) 0 (o)
haben. Dann yilt
Wirr, ae) (), () — ay(Oaz(t) £ 0 fir > fy.

Hilfssatz 10. Dic Differentialyleichung zweiter Ordnung lv 0 sei im In-

lervall I diskonjugiert und es sei ¢(t) € S (I). Wenn u(l), v(t) zwei solche Lésun-
gen dar Differentialgleichung Li = 0 sind, dass

(o) - w(to) — 0 (loel)
und u(t) oszillatorisch ist, dann 15t auch v(t) oszillatorisch.
Hilfssatz 11. Die Differentialgleichung zweiter Ordrung lv = 0 sei tm Infer-

vall T diskonjugiert und es sei c(t) € S y(I). Wenn die Differentinlgleichung
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Ly 0 wm Intervall I oszillatorisch ist und w(t) ist ihre nichttiiviale Losuny,
welche in irgendiner Zahl toe I der Bedingung

u(ty) = 0 oder u'(fo) — 0

cnlspricht, danwn ist u(t) oszillatorisch. Wenn b(t) e & (I) gilt, dann ist u(t)
auch in dem Falle oszillatorisch, wenn u”(to) = 0 in trgendeiner Zohl v [
ist.

Satz 3. Die Differentialgleichung zweiter Ordnung lv — O sei im Intervall
diskonjugiert. Es sei c(t) e F5(L) und die Differentialyleichung L» 0 sci
im Intervall I oszillatorisch. Fur jede thre Losung u(t) ohne Nullstcller im
[ntervall I. gilt dann

'ty <0 far tel, limu(l)=rke(—o.x).

>0

Wenn dabet b(t) e (1) ist, dann gilt fir die Losung v(t) darither Bincaus
u®y’ () >0 far tel, wu®) (W' (OEE t) e SyWUL) (bel).
lim /() — 0, imu"()E(t, ty) — k € (—. ox0):

t->m t->0
(OB o)k [b(s)E(s, to)u'(s) ds [ e(s)E(s, to)u(s) ds, ¢ _1.
t t

{7 nd wenn ausserdem noch
la(t)e & (1) gilt, dann ist u(t)u"(t)e FLo(l) und lima"(f) 0

t~r
2.
TE(I(,, s) ds = oo
erfallt ist, dann ist k = 0, oder ’
3.
TE(io. s) ds < @
und °
T T (I E(lo, s)ds) dt oo bzw. T b(t) (fE'(f, s) ds) dt 0
o i o t

gilt, dann ist k — 0.

Beweis. Es sei u(t) eine Losung der Differentialeleichung Lr 0 ohne
- Nullstellen im Intervall /. Zur Gewissheit sei u(f) > 0 fiir t € [. Wir zeiven.
dass w'(t) < 0 fur alle ¢ € [ ist. Zu diesem Zweck zeigen wir zuerst, dass »#'(f) =
+ 0 im Intervall 7 ist. Indirekt: Es sei v'(f{y) 0 in irgendeiner Zahl ¢, [
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Da die Differentialgleichung It — 0 in I diskonjugiert ist, ¢(t) e F(I) und
die Differentialgleichung Lx =0 in [ oszillatorisch ist, ist dann auferund des
Hiltssatzes 11 u(f) im Intervall 7 oszillatorisch. Das widerspricht «(f) > 0
in /. Also ist «'(t) &= 0 in [. Es sei «'(t) > 0 fir t € [. Dann ist aufgrund des
Hiltssatzes 8 die Differentialgleichung La == 0 im Intervall [z, o0) fir ein
beliebiges 7 e [ nichtoszillatorisch. Dies ist aber im Wiederspruch zu der
Voraussetzung, dass die Differentialgleichuny L = 0 im Intervall [ oszilla-
torisch ist. Dieser Widerspruc beweist, dass «’(f) << 0 fiir te ] ist. Wenn
by & (1) gilt, dann ist laut Hilfssatz 5 u”(t) > 0 fiir t € [. Die tbrigen
Behauptungen werden auf dhnliche Weise bewiesen, wie dies im Beweis
des Natzes 17 fur die Losung w (¢) durchgefithrt wurde.
Aus dem Hilfssatz 11 und dem Satz 3 folgt:

Folgerung. Die Voraussetzun jen des Satzes 3 seten erfullt. Dann ist jede
nichitriviale Losung der Differe itialgleichung La = 0 tm Intervall I oszillalo-
risch oder sie hat keine Nullstelle in I. Ist u(t) eitne der Losungen von Ly 0
dic in I keine Nullstelle hat, so ist u(t)u'(1) < 0 fur alle tel.

Satz 4. Die Differentialgleichi ng zweiter Ordnung v = 0 set tm Intervall 1
diskonjugiert und es sei c(t) € S, (I). Dann ist die notwendige und hinreichende
Bedingung dazu, dass die Diffc entialglerchung Ly = 0 tm Intervall I oszilla-
torisch sel, dass fur jede ihre Lisung w(t) ohne Nullstellen in I w(t)u'(t) << 0
Jir tel gelte.

Beweis. Die notwendige Bcdingung folgt aus der Satz 3.

Die hinreichende Bedingung. Fir jede Losung u(!) von Ly = 0 ohne Null-
stellen in 1 gelte u(H)u'(¢) < 0 fur ¢ € I und die Differentialgleichung Lz 0
sei im Intervall [ nichtoszillatorisch. Da die Differentialgleichung (v 0
in / diskonjugiert ist und c(t) € &, (1), folgt aus derm Hilfssatz 3, dass jede
nichttriviale Losung der Gleichung Lux — 0 mit einer doppelten Nullstelle
in irgendeiner Zahl tp e J keinc Nullstelle im Intervall («, {) hat. Aufgrund
des Natzes 2 6] existiert desha b eine solche Zahl y € I, dass die Differential-
¢leichung Lr = 0 im Intervall [y, o0) diskonjugiert ist. Das bedeutet, dass
ihre Losungen ai(t). xa2(t), welehe in den Zahlen &, & (f2 >t 2 y) den An-
fangsbedingungen

i(l) = X)) =0, a2i@ty)=1 (= 1.2)

entsprechen, fiir ¢ > t; (z = 1, 2) positiv sind. Ferner folgt aus dem Hilfssatz 3,
dass @ (f) > 0 in (o, t;) fur ¢ = 1, 2 ist. Also ist die Losung

Z(H) = x1(t) 4 a2(t)

der Differentialgleichung Lr — 0 im Intervall [ positiv. Wiahlen wir &> #; -+
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-9, wo o eine derart kleine positive Zahlist, dass.wj(in o) 0 und v (/
< 0 ist. Eine solche Wahl der Zahl o ist immer mdéglich. Dann haben wit

M) wkt) 0, F(oro)  a(t 0)> 0.

Damit erhielten wir, dass fir die positive Losung %(f) im ganzen Intervaly /
2(1)/(f) < 0 nicht ¢ilt, was im Widerspruch dazu steht, dass fir jede Lo~une
u(ty von Lr 0 ohne Nullstellen in £, u{t)u'(1) — 0 fir te [ oilt. Also ist
die Differentialgleichune L 0 im Intervall [ oszillatorisch.

Aus dem Satz 3 und dem Satz 4 erhalten wir die

Folgerung. Es sei b(t)e & (1) und c(t)e Sy() Dann ist dic Differcutial
gleichung Lo 0 dann wnd nur dann tn Intcvedl 1 ooszillatorisch. won [
Jede thie Losung w(t) ohme Nullstellen in 1

w(u'(t) < 0, W@ty <0 fur tel

gili. (Vel. mit ahnlichem Resultat von G. Vilari |7].)
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