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Mat. Cas. 24, 1974, No. 4, 357—37C 

ÜBER EINIGE EIGENSCHAFTEN DER LOSUNGEN 
DER GLEICHUNG 

x'" -r a(t)x" 4 h(t)y r(t)x = 0, r(t) ^ 0 

AI ILA X OK RA 

In diesem Artikel untersuchen wir elie oszillalori^chen und andere Eigen
schaften der Lösungen der lii earen Differentialgleichung elritter Ordnung 

Lx - x" + i(t)x" h(t)x + r(t)x - 0. 

Wir werden Bedingungen (not \endige und hinreichende) für elie Existenz 
dei oszillatorischen Lösungen der Differentialgleichung Lx = 0 ableiten, 
mit Rücksicht auf das Benehmen ihrer nichtoszillatorischen Lösungen. 

Über die Koeffizienten a(t), 1 (t), r(t) werden wir voraussetzen, elass diese 
stetige Funktionen im Intervall 1 : oc < t < oo, <% "> — oo sind. 

Eine lineare homogene Differentialgleichung ?i-ter Ordnung werden wir 
(U.skonjiHjicrt im Intervall J nennen, wenn jede ihre nichttriviale Lösung 
in ./ höchstens )i 1 Nullstelk n, elie Vielfachheit inbegriffen, hat. 

Line Lösung der gegebenen Differentialgleichung nennen wir oszillatorisch 
in J, wenn in irgendeinem Intervall (ß, uo) n J, wro ß aus dem Inneren des 
Intervalls J ist, diese Lösung n lendlich viele Nullstehen, welche alle einfach 
sind, hat. 

AVir sagen, dass eine Differentialgleiehung im Intervall J oszillatonsch ist, 
wenn diese wenigstens eine oszillatorische Losung hat. Wenn elie Differential
gleichung keine oszillatorische Lösung hat, sagen wir, dass sie in J nicht-
oszillatorisch ist. 

In der vorliegenden Arbeit s nel hauptsächlich einige sich auf den ersten 
Teil des Artikels [1] beziehende n Ergebnisse verallgemeinert, wo elie Diffe
rentialgleichung LJX 0 unter r eT Voraussetzung a(t) = 0, h(t) ^ 0, c(t) > 0 
in I untersucht wird. Es wirel gezeigt, dass die Voraussetzung h(t) ^ 0 (t e J) 
für ein gewisses Verhalten der Lösungen der Gleichung LJC = 0 nicht wesent
lich ist und dass diese durch elie Voraussetzung, dass elie Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 
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Iv =: v" + a(t)v' 4 h(t)v 0 

im Intervall / diskonjugiert ist, ersetzt werden kann . 
Bezeichnen wir: 
Sf (J) (Sf (J)) sei die Menge nichtnegativer (niehtpositiver) und ste 

tiger Funktionen im Intervall J; 
•¥0(

J) (^o(J)) - s e i c l i e Menge der Funktionen aus ff (J) (Sf (./)), welche 
in keinem Teilintervall des Intervalls J identisch gleich Null sind; 

Vv = v" -f a(t)i' -i- b (t)v. 

wo h (t) max {0, h(t)} für tel ist: 

t 

E(t. r) exp j a(ij) drj für (t,r) e I X / . 
T 

1. Hilfssatz 1. Es sei h(t) e Sf+(l) und es gelte 

er 

(K) $E(y,s)ds OD (yel). 

Ferner sei die Differentialgleichung Iv 0 im Intervall I diskonjugieit. Flu 
deren Lösung v0(t), welche in der Zahl t0 e I den Anfangsbedingungen v0(t0) 0, 
vo(lo) ~ 1 entspricht, gilt dann in (to, co) 

v0(t)> 0, v0(t) ^ 0 . 

B e w e i s . Da die Differentialgleichung Iv — 0 im Intervall / diskonjiuiert 
ist, ist Vo(t)>0 für £>f0 .Aus dieser Tatsache, sowie daraus, dass h(t) Sf (I 
ist, folgt für t > to 

(1) (Vo(t)E(t, t0)Y - - h(t)E(t, to)v0(t) ^ 0. 

Wir zeigen, dass v'0(t) ^ 0 in (t0,oo) i&t. Indirekt. Es existiere eine solche. 
Zald ii > i0, dass v'0(t\) < 0 gilt. Dann erhalten wir aus (1) für t >, ti 

v'0(t) S v'0(h)E(h,t), 

daraus 
t 

Vo(t) ^ i'o(fi) + i'oCi) $E(h-8) ds, t ^ tL. 

Aus dieser Beziehung und ans (E) folgt, dass für ein genügend oro^e> t ti 
Vo(t) < 0 ist. Dies aber steht im Widerspruch zu v0(t) > 0 in (l0. cc) AKo 
ist im Intervall (t0,co) v'0(t) ^ 0. 

B e m e r k u n g 1. Wenn b(t) e Sf (I) gilt, dann ist die Differentialuleiehi n<± 
Iv 0 im Intervall /diskonjugiert und. für ihre Lösung v0(t) mit der Eigen
schaft vo(to) v'0(t0) 1 - 0 (t0el) in (t0,oo) gilt r0(0 > 0. v'0(t) > 0 
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Hilfssatz 2. Es sei die Bedingung (E) erfüllt und cVe DifferentialgleicJtung 
zweiter Ordnung Vv 0 sei im Intervall I diskonjugiert. Dann gilt für che Lösung 
i\)(t) der Differe?itialgleicMcng Iv - 0, welcJie in der ZaJil l0 e I den Anfangs
bedingungen Vo(to) 0, >̂o(lo) = 1 e^^tsrpricJlt, 

MO > 0, v0(0 ^ 0 i/i (/o, oo). 

B e w e i s . Aus dem Vergleich der Differentialgleichung Iv — 0 mit der 
diskonjugierten Differentialgleic lung Ivv 0 in / geht hervor, dass auch 
die Differentialgleichung Iv — 0 im Intervall I diskoujugiert ist. Aus diesem 
(Grunde ist vQ(t) > 0 für / > l0. Es sei vo(0 ( a e Eösung der Differentialgleichung 
/ v 0 mit der Eigenschaft r0(/0) — r'0(to) — 1 = 0 . Dann ist vo(t) > 0, 
r'{)(t) > 0 für te(t0, oo) (Hilfssatz 1). Aus dieser Tatsache geht hervor, dass 
für die Cauclvysche Funktion K(t, s) der Differentialgleichung I v 0 für 
/ • s > a 

3K(t, s) 
K(t,s) > 0, ^ 0 

8t 

uili. Es sei b (t) - min {0, b(t)} f ir t e I. Da Vo(t) die Lösung der Differential-
i>]eichuno- l^ 0 ist, ist 

v'i(t) -J- O(/K(/) f- MOMO - - h (0*»(0 ^ 0 für l ^ l0. 

Davon haben wir 

f 

vo{t) = r0(0 - J A'(f, s)b-(8)v0{8) ds 
to 

U 1 K I 

fú(0 = ^(O 
Г čAҶř, 5) 

Ь (s)iф) ås "> 0 
c/ 

für / > /o 

Folgerung. Wenn die Voraussetzungen des Hilfssatzes 2 erfüllt sind, dann 
i.iistiert eine solcJie positive Lösurg Vo(t) der Differentialgleichung Iv = 0 in I, 
<la-s* v'{)(t) ^ 0 für tel gilt (siehe auch [2J). 

Die Differentialgleichung Iv — 0 sei im Intervall I diskonjugiert. Dann 
hat die Differentialgleichung Iv 0 eine positive Lösung v0(t) in I [3] und 
<os i>ilt 

E(t0,t) d d r 
/* = ^(/)K(/ lo) 1# m für tzl{hel). 

v0(t) dt dt v0(t) 
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Aufgrund dieses Ergebnisses kann die Differentialgleichung Lx 0 (L< 
= Ixf ' c(t)x) auf folgendes Differentialsystem 

rj — i'o(0 '̂2-

4 - v;2(t)E(t0,t)x3, 

V'3 - - c(t)E(t, t0)v0(t)jT! 

überfülirt werden, wo xi(t) x(t), .v'(t) — v0(t).r2(t), .r"(t) (E(t0, t)xs(t) 

v'0(t)x(t))jv0(t) für f E I ist. Sind dabei die Voraussetzungen des Hilfssatzts 2 
erfüllt, kann vorausgesetzt werden, dass v'0(t) ^ 0 in I ist (Folgeiiuiu les 
Hilfssatzes 2). Aus diesen Tatsachen erhalten wir aufgrund der Theorie uis 
ein Kapi te l XIV [2, Seite 591—590] folgende Hilfssätze-

Hilfssatz 3. Die Differentialgleichung zweiter Ordnung tv 0 sei im I ntcnall I 
disJconjugiert und es sei c(t) E £f0(I). Für die Lö^ing x0(t) der Diffcunfial 
glcicJivng Lx 0, welche in der Zahl t0 E I den Anfangsbedingungen 

r0(to) v0 g 0, v'0(to) ~ 0, x'{(to) - x"0 ^ 0; .v0 x'0 > 0 

entspricht, gilt dann im Intervall (x, t0) 

x0(t)>o, 4(t)<-o. 

Hilfssatz 3' . Es seien die Vorcmssc^tngen des Hilfssatzis 2 afüllt und (s 
gelte c(t) E £f0(I). Dann gilt für die Lösung x0(t) der Diffinntialglcidiun / 
Lx 0, welclie in der ZaJtl t0 E I den Anfangsbeding^ulgen 

.vo(to) - ^o ^ 0, x'0(f0) 4 -S 0, 4(t0) x0 ^ 0; 

x0 — x'0 -T x0 > 0 

entspricht, im Intervall (x, t0) 

x0(t)> 0, x'0(t) < 0 . 

Hilfssatz 4 [4]. Es sei b(t) E Sf (I), c(t) E Sf0(l). Dann gilt für die Lb\ung 
xo(t) der DifferentiatgleicJuing Lx - 0, tj;elche in der ZaJd to^I den Anfangs 
bedingungen 

x0(to) - so ^ 0, x0(f0) 4 rg 0, x'0(t0) ,v0 ^ 0; 

•̂o — 4 4 > ° 

entspricht, im Intervall (x, t0) 

M0>0, 4(0<0, .r0'(l)>(). 
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Satz 1. Die Differentialgleicl ung zweiter Ordnung Iv = 0 sei im Intervall I 

diskonjugiert und es sei c(t) e <cf0(I). Dann existiert eine Lösung iv(t) der Diffc 

}(nfialghichung Lr 0 mit j Agenden Eigenschaften 

ir(t) =-= 0, w(t)w'(t) ^ 0 für t e l , l im w(t) k e (~zo, co); 

wobei w'(t) höchstens in einer Zahl t e / gleich Xidl ist. Ist dabei die Bedingung 

(E) erfüllt und die Differentialgleichung l v - - 0 ist im Intervall I diskonjugiert 

dann gilt w'(t) =-= 0 für alle t e / 

B e w e i s . Die Ex is tenz der Lösung w(t) der Differentialgleichung Lx 0 

mit der Eigenschaft ?v(£) 4= 0, jc(t)w'(t) ^ 0 für £ e / geh t aus der Folgerung 2.4 

d t s Satzes 2.1 [2, S. 592 — 596] und aus der Fo lgerung 2.1 des Hilfssalzes 2.3 [ 3 | 

hervor . 

•Jetzt wollen wir zeigen, das-s w'(t) höchs tens in einem t e l gleich Nul l sein 

k a n n . Ind i rek t . E s sollen solche t\, t% aus / (ii < 12] exist ieren, dass w'(ti) 

w'(t-i) 0 ist. Ohne Verlust an der Al lgemeinhei t können wir vorausse tzen , 

dass im In te rva l l / w(t) > 0 ist. Da w'(t) eC(I) u n d w'(t) S 0 für t e l ist , 

ist w"(to) 0. Auf Grund de;* Hilfssatzes 3 ist d a n n w'(t) <" 0 für t e (a, t->) 

Das ist aber im Widerspruch zu der Vorausse tzung w'(t\) 0. 

E s bleibt uns noch zu beweisen, dass wenn (E) gilt u n d die Differential

gleichung l v 0 in / disko i jugier t ist, d a n n gil1 w'(t) 4= 0 für t e l . Zur 

Uowrissheit sei wieder w(t) > ) in / u n d es sei w'{r) — 0 für i rgendein r 1 

Zeioen wir zuerst , dass in jeder U m g e b u n g -|-oo eine Zahl l0 (lo > T) exis t ier t , 

in welcher H'0'(lo) > 0 ist. Dies sei unwahr . D a n n ist w"(t) S 0 in [f, cc) füi 

i rgendein f ^ T. Dies ist ab *r n ich t möglich, weil d a n n in einer gewissen 

U m g e b u n g -f-ao w(t) < 0 w ä i e . Also exist e r t eine solche Zahl l0. Aufgrund 

des Hilfssatzes 3 ' e rha l t en wi aus diesen Ta t sachen , dass w'(t) < 0 in jedem 

In te rva l l (oc, lo) i^t. Dies aber s t eh t im Wide r sp ruch zu unserer Vorausse tzung 

w (T) 0. D a m i t wmrde gezeigt, dass in diesem Falle w(t)w'(t) < 0 für alle 

t (= I gilt. 

Satz 1'. Es spi b(t) e Sf (I) und c(t) e <97
0(I). Dann existiert eine Lösung 

u\)(t) der Differentialgleichung Lx — 0 mit folgenden Eigenschaften 

w0(t)w'0(t) : 0 , w\)(t)wl(t) > 0 in / , 

(2) wo(t)(w:}(t)E(t,to))'e&t)(I) (t0el); 

(3) lim wo(t) — fco £ (— ^o, X)), l im w'0(t) — 0, lim w"{)(t)E(t, lo) = fc-2 G 

e ( - c o , ex,) 

für ivflchp im Intervall I 
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(4) wl(t)E(t. to) k, - J h(s)E(s, t0)w0(s) ds ^ f c(s)E(s, t0)ir0(s) d , 
t t 

gilt. 

Wenn ausserdem noch 

\. a(t)eSf~(I) gilt, dann ist w0(t)w0(t) e ^0(I) und \\m ^c"0(t) — 0; 

(E) \'E(y.s)ds oo (yel) 
y 

erfv llt ist, dann ist k? 0. oder 

3. 

oc 

(E') $E(to-s)ds ' o o 
to 

und 
X er 

(EL) $($E(to,s)ds)dt-oo 
to t 

bm\ 
CC CG 

(B) J'b(l)( f F ( L s ) d . s ) d t = - co 
to i 

gilt, dann ist k-2 — 0. 

B e w e i s . Die Exis tenz der Lösung w0(t) der Differentiali>leicliunu Fr 0 

mit d e n Eigenschaf ten w0(t) 4= 0, w0(t)w0(t) ^ 0, ^c0(t)^v'0(t) ^ 0 für f G / 

geht a u s der Folgerung 2.2 des Satzes 2.1 \2, S. 594], hervor . Da b(t) c Sf ( / ) , 

c(t) E ^ [ ( I ) gilt, ist auf Grund des Hilfssatzes 4 w0(t)w0(t) < 0, ?(^(0^o(0 ^ 0 

in I. E s ist ersichtl ich, dass die endl ichen Grenzwerte 

\[mw"0(t), lim w0(t) 
t-*cr f^j-

exis t ie ren und dass lim w0(t) 0 ist. 
t->r 

J e t z t zeigen wir, dass wo(t)(wQ(t)E(t, t0))
f e ^0(I) ist und dass der endl iche 

Grenz wer t 

(5) Wm wl(t)E(t, to) 
t->co 

exis t ier t . Zur Gewissheit sei w0(t) > 0 für t e l . Da b(t) e ^ ( / ) , c(i) e ^ ( ) ( I ) 
gilt, b e k o m m e n wir 

((>) K ( l ) K ( i , /„))' - &(')#(>, to)w'{)(t) - c(0-5(f, fo)""o(0 e Se^(l) 
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Daraus folgt, mit Rücksicht darauf, dass iv"0(t) > 0 in / ist. die Existenz 
des endlichen Grenzwertes (5). Dieser Grenzwert sei gleich k> (k? ^ 0). Durch 
Integrieren der Gleichheit (6) v n t bis -f-oo erhalten wir (4). 

Wenn a(t) e ^ + ( I ) ist, dann ist 

w0(t) - - a(t)w"0(t) - b(t)w'0(t) - c(t)w0(t) e £f0(l). 

Aus dieser Tatsache und daraus dass lim w()(t) — 0 ist. folgt, dass \im^v")(t) — 

0. 

Wir zeigen noch, dass unter Jen bei 2.. und 3. angeführten Bedingungen 
k> 0 ist. Indirekt: Es sei h> > 0 Dann gewinnen wir mit Rücksicht auf 
(w"0(t)E(t, to))'e£f0(I) die Ungleichung 

w0(t)E(t t0) > ki für i e I. 

Aus dieser Ungleichung erhalten wir 

t 

(7) w'0(t) >W'0(T) + k>$E(t0,s)ds, t > T (T e I). 
T 

Wenn (E) gilt, dann folgt aus (7), dass lim w'0(t) — oo, was zu \im w'()(t) 0 
!->OC t-=.0O 

im Widerspruch steht. 
(E') sei erfüllt. Aus (7) erhallen wir dann 

er 

0 — lim w'0(t) ^ W'0(T) -f h $E(t0,#) äs 
?->CC T 

d.h. es gilt 

(S) W'0(T) ^ ~k2jiE(to,s)ds 
T 

für ein beliebiges Tel. Ferne * erhalten wir aus (8) 

t CT 

(9) wo(t) S w0(to) - A_ f (f K(i0, Ä) d.s) dr für t > t0. 
h T 

Wenn (Ei) erfüllt ist, dann folgt aus der Ungleichung (9), dass Wo(t) in einer 
gewissen Umgebung -f-oo negativ ist. Das ist aber im Widerspruch zu der 
Tatsache, dass Wo(t) > 0 für t - I ist. Wenn (B) gilt, dann erhalten vur aus 
der Konvergenz des Integrals 

co 

$l(s)E(s,to)w'0(s)ds 
h 

und aus (8) 
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oo > J b(s)E(s, t0)ic'0{s) eis £ h J' 6 (T) (J " E(T, S) <ls) <IT OO . 
lO lO TT 

Das ist aber unmöglich. Der Satz ist bewiesen. 

Folgerung. Es sei b(t) e Sf (I), c(t)eS?0(I) and w0(t) sei irgendeine Losung 

der Differentialgleichung Lx 0 mit den Eigenschaften (2) und (3). 
1. Wenn lim iv-0(t) =F 0 f/̂ , JaH?i ist 

/ ф ) £ ( s , ŕ0) <1* cc 

2. H>>JH 

' ф)_Ҷ«, řo) (ls 
ío 

t-s'l, elru/j? gilt 

lim ivo(0 0-
/_, r 

Diese Folgerung gellt aus der Konvergenz des Integrals 

r 

J c(s)E(s, t0)ivo(s) üs 
l > 

hervor. 
B e m e r k u n g 2. Es existieren höchstens zwei linear unabhängige Lösungen 

der Differentialgleichung Lx - 0 mit der Eigenschaft (3).{l) 

Tatsächlich, es sollen drei linear unabhängige Lösungen u\(t), ic>(t). u3(t) 
der Gleichung Lx 0 mit der Eigenschaft (3) existieren. Dann ist ihr Wions 
kian 

Wi(t), lüo(t), Wz(t) 
W3(t) ~ iv[(t), w\(t), w'S) -Wz(t0)E(t0A) (to 1) 

w[(t), lüVif), wl(t) 

für alle tel verschieden von Null d.h. JV^o) 4= 0 ist. Mit Rücksicht -int 
die Eigenschaften der Funktionen wi(t), tv2(t), ws(t) erhalten wir daraus 

wi(t), w*(t), wz(t) 
Wz(to) - lim W3(t)E(t, t0) -= lim w[(t), w±(t), 4 ( 0 

^ '^ w](t)E(t9to), wl(t)E(t,to), ivl(t)E(t,t0) 

Das steht im Widerspruch zu IV3(lo) 4= 0. 

(1 Für die^e Bemerkung danke ich Professor M. Svec . 
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2. Hilfssatz 5. Wenn b(t) e £/ (I), c(t) c &0(I) ^^^>d ^l(t) eine Lös^tng der 
Diffcrcntialgleiclmng Lx — 0 o7/ ?e N^dlsteIIen im Intervall I ist, dann existiert 
eine solche Zahl r e I, dass ent veder 

(i) u(t)u'(t) < 0 für t ^ T 

0(I( i 

(ii) u(t)u'(t) > 0 für t ^ T 

gilt. Im Falle, dass (i) gilt, ist dann 

u(t)u'(t) < 0, ^l(t)u"(t) > 0 für tel. 

B e w e i s . Es sei u(t) eine Lösu ig ohne Nullstellen in / der Differentialglei
chung Lx — 0. Dabei können \v r selbstverständlich voraussetzen, dass u(t) > 
> 0 für t e I ist. Es sei v0(t) die Lösung von Iv — 0, welche in der Zahl toC I 
den Anfangsbedingungen Vo(to) = 0, v'0(to) — 1 entspricht. Weil b(t)e6^ (I) 
gilt, i^t die Differentialgleichung Iv = 0 im Intervall / diskonjugiert. Aus 
diesem Grunde ist die Lösung ?0(0 positiv in (io, oo). 

Erwägen wir den Wronskiaj der Funktionen n'(t), Vo(t) 

W(t) = u'(t)v'0(t) - Vo(t)ll"(t). 

Dann gilt 

(W(t)E(t, t0)Y - ((t)u(t)vo(t)E(t, to) G -$^([f0, oo)), 

weil c(t) c <9p
0([t0, oo)) ist. Aus d eser Tatsache geht hervor, dass W(t)E(t,to) 

eine wachsende Funktion im Intervall [to, oo) ist. Das bedeutet, dass eine 
solche li > i0 existiert, dass W(t) 4= 0 für t e [ii. oo) ist. Aus diesem Grunde 
und darum, dass ^o(0 > 0 m Wo, °o) ist, hat w'(0 höchstens eine Nullstelle 
im Intervall [ti, oo). Es existiert also eine solche Zahl r e [ti, oo), dass w'(i) < 
< 0 oder u'(t) > 0 für l ^ T ist 

Wir zeigen nun, dass wenn ^i (t) < 0 in [T, OO) ist, dann gilt ^l'(t) < 0 und 
u"(t) > 0 für alle t e / . In der Tat, in der beliebigen Umgebung -r-cc exis
tieren solche Zahlen to (lo ^ T) in welchen V"(IQ) > 0 ist (siehe den Beweis 
des Satzes 1). Aufgrund des Hill^satzes 4 erhalten wir daraus, dass ^l,(t) < 0, 
?/"(0 > 0 in jedem Intervall (a /0) gilt und also ist ii'(t) < 0, u"(t) > 0 für 
alle tel. 

Hilfssatz 6. Es sei c(t) e ^{\(I , b(t) $ Sf (/). 

•J-

f K ( } ' . s ) d * ex: ( - E / ) 
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und die Differentialgleichung I v 0 sei im Intervall I disJconjugiert. Wenn 

u(t) eine Lösung ohne Xultstellen der Differentialgleichung Lx 0 im Intervall I 

ist, dann existiert eine solche Zahl x e J, eletss entweder 

(i) u(t)uf (t) < 0 für t ^ T 

ode r 

(ii) u(t)u'(t) - 0 für t -> T 

i*L Wenn (i) Oü7/, JaH/z Lsi u(l)u'(t) < 0/ tfr <7l/> / e J . 

Dieser Hilfssat7 kann auf dieselbe Weise wie der Hilfssatz 5 bewiesen v\er 

den, nu r mi t dem Unterschied , dass anstel le des Hilfssatzes 4 der Hilfssatz 3 ' 

ve rwende t wird. 

Aus den Beweisen der l l i lfssätze o und 6 folgt 

B e m e r k u n g 3. Wenn die Vorausse tzungen des Hilfssätzes 5 bzw. (> erfüllt 

sind, d a n n gilt für jede Lösung u(t) der Differentialgleichung Lx 0, welche 

die Eigenschaft u(t)a'(t) < 0 in i rgendeinem In t e rva l l (r, oo), T C J bes i tz t . 

u(t)ur(t) < 0 für alle t e I. 

Hilfssatz 7. Es seien die Voraussetzungen des Hilfssätzes 5 oder des Hilfs 

satzes l) erfüllt. Für jede nichttriviale Lösung y(t) der Differentialgleichung 

Lx 0, ivelche in irgendeiner Zahl /0 e I der Bedingung y(to)y'(h)) ^ 0 ent 

spricht, existiert eine solche Zahl r > i0, rf#<ss entweder y(t)y'(*) > 0 /Vtr i > T 

zV, oder y(t) ist im Intervall [T, GO) oszillatorisch. 

B e w e i s . Es sei y(fo)y'(to) ^ 0 in irgendeiner Zahl i0 e I. Dann ist die Lösiinu 

y(t) en tweder oszillatorisch oder nichtoszil latorisch. Es sei y(t) nichtoszilla 

tor isch. D a n n exist ier t eine solche Zahl ?. ^ l0, dass y(t) 4= 0 in (1, oo) is t . ( n 

Gemäss Hilfssatz 5 bzw. 6 exist ier t eine solche Zahl T <= (X, oo), dass en tweder 

//(0/l '(0 < ° ist oder ist y(t)y'(t) > 0 in [T, OC). Der Fa l l y(t)y'(t) < 0 füi 

l g T k a n n n icht e in t re ten , weil dann y(t)y'(t) < 0 für alle t ei gel ten würde 

(Bemerkung 3) u n d das wäre im Widerspruch zu y(to)]/(h) ^ 0. 

B e m e r k u n g 4. Es sei b(t) e Sf (I), c(t) e 6f^(I). D a n n exist ier t für jede 

n icht t r iv ia le Lösung y(t) von Lx 0, für welche in i rgendeiner Zahl /0 / 

y(lo)y'(to) ^ 0 oder y(to)y"(to) ^ 0 gilt, eine solche Zahl r > /0 , dass entwedei 

y(t)y'(t) > 0 für t ^ T ist, oder y(t) ist in [T, OO) oszil latorisch . 

Hilfssatz 8. Es sei i0 e I ?md es sei) c(i) e -5^+([£0, OO)). IFeHH Jie Funktion 

f(t) e C*((t0, oo)) m ^ c/e?i Eigenschaften f(t) > 0, / ' ( 0 > 0, Lf S 0 /tfr f > l0 

existiert, dann ist die Differentialgleichung Lx = 0 i'IH Intervall [i0, oo) Jz'.s 

konjugiert. (Folgerung V des Satzes 2 [5].) 

o) Aus dem Hilfssatz 3 folgt, dass jede nichttri\ ialo Lösung von Lx 0 in 7 höchsten^ 
eine doppelte Nullstelle hat. 
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Satz 2. Die Voraussetzungen des Hilfssatzes 5 oder des Hilfssafzes 0 seien 
(ifüllt. Dann ist die notwendig und hinreichende Bedingung dazu, das* dif 
Differ( ntialgleichung Lx 0 ii t Intervall 1 nichtoszillatorisch sei, die Existenz 
dtur solchen Lösung y(t) und finer solchen Zahl xcJ, so dass y(t)y'(t) > 0 für 
t ^ T gilt. 

B e w e i s . Die hinreichende Bedingung folgt aus dem Hilfssatz 8. 
Die notwendige Bedingung Die Differentialgleichung Lx 0 sei nicht

oszillatorisch im Intervall I. Vufgrund des Hilfssalzes 7 existiert dann zu 
der Lösung y(t) von Lx 0, welche in der Zahl to E / der Bedingung y(to)yf(to) ^ 
^ 0 (y(t) 0) entspricht eine olehe Zahl r > i0, class y(t)]/(t) > 0 für t > T 
ist. Damit ist der Satz bewiese i. 

3. Ahnlicherweise wie in [\, Hilfssätze 1.2. 1.2', 1.2"] kann man die Beweise 
\oi den lobenden Hilfssätzen durchführen: 

Hilfssatz 9. Die DifferentialgU ichung zweiter Ordnung Iv 0 sei im Jntervall 1 
diskonjugiert und es sei c(t) E -5^(7) . x\(t), x^(t) seien zwei linear unabhängige 
Lösungen der Differentialgleichung Lx 0 mit der Eigenschaft 

x\ to) Mto) 0 

.*•;(() 4(fo) 0, 

*i(t)x (t) - x\(t)xi(t) * 0 für t>t0. 

Hilfssatz 9'. Es sei b(t) E Sf (/) und c(t) c -S (̂|(Z). '̂i(0> X%{1) seien zwei linear 
unabhängige Lösungen der Dijfe>entialglfichnng Lx — 0, welche eine der Eigen
schaften (10), (10') oder 

x\(h) rl(to) 0 (tod) 

hab(n. Dann gilt 

W(xi, x2) xi(t)x._(t) - x[(t)x2(t) + 0 für t> t0. 

Hilfssatz 10. Du Differentialgleichung zweiter Ordnung Iv 0 sei im Jn-
ta'C'rfl I diskonjugiert und es sei c(t) E -5^(7). Wenn u(t), v(t) zwei solche Lösun-
g( n da Differentialgleichung LJ = 0 sind, dass 

ii(h) - v(to) ~ 0 (to E 7) 

und u(t) oszillatorisch ist, dann i*t auch v(t) Oszillatorisch. 

Hilfssatz 11. Die Differentialgleichung zweiter Ordnung Iv = 0 sei im Inter
vall I diskonjugiert und es sei c(t) E £f0(I). Wenn die Differentialgleichung 

30 7 

(10) 

od( r 

(10') 

>'•() l{) 1 Ы. Dfinn fjïlf 
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L.v 0 int Intervall I oszillatorisch ist ^lnd u(t) ist ihn nichtttiviede Lösung, 
welche in irgendiner Zahl to e I der Beelingung 

v(t0) = 0 oder uf(t0) - 0 

entspricht, eleinn ist ^l(t) oszillatorisch. Wena b(t) e £f (I) gilt, eletun ist u(t) 
auch in elem Falle oszillatorisch, wenn H"(To) = 0 in irgpndeinet Zahl T0 I 
ist. 

Satz 3. Die Differentialgleichung zweitei Ordnung Iv — 0 sei im Inta-vedl l 
diskonjugiert. Es sei c(t) e ^0(I) ^tnel die Differentialgleichung Lx 0 sei 
im Intervall I oszillatorisch. Für jede ihre Lösimg ^l(t) ohne Xull*telht im 
Intervall I. gilt dann 

u(t)u'(t)<0 für t ei, lim u(t) = ke ( — er. cc). 
/->or 

Wenn dabei b(t) e £P~(I) ist, da?in gilt für die Lösung v(t) den übet hinaus 

v(t)u'(t)>0 für tel, v(t)(u"(t)E(t,t0))' e^0(I) (t0 e I). 

lim u'(t) — 0, lim u"(t)E(t, t0) — ke ( — co. oc): 
f->CO 7-»00 

00 00 

u"(l)E(t, t0) I' + J b(s)E(s, t0)u'(8) ds f c(s)E(s, ta)u(») cl*, t^I. 
i t 

Und wenn ausserdem noch 
\.a(t)eSf (I) gilt, dann ist v(t)u'"(t) e S?0(I) vnd lim?!"(0 0; 

$E(to,s)ds = co 
'to 

erfüllt ist, eleinn ist k = 0, oder 

3. 
er 

jiE(to.s)ds < GO 
to 

und 
er co er cc 

J (J E(to, s) ds) dt co bzw. J b(t) (J E(t, s) ds) dt co 
/o / to 't 

gilt, dami ist k — 0. 

B e w e i s . Es sei u(t) eine Lösung der Differentialuleichun^ Lr 0 ohne 
Nnllstellen im Intervall I. Zur Gewissheit sei u(t) > 0 für tel. Wir zeigen, 
dass u'(t) < 0 für alle tel ist. Zu diesem Zweck zeigen wir zuerst, das^ u'(t) =-= 
+ 0 im Intervall I ist. Indirekt: Es sei u'(t0) 0 in irgendeiner Zahl t^ I 
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Da die Differentialgleichung h — 0 in / diskonjugier t ist, c(t) e £PQ(I) u n d 

die Differentialgleichung Lx = 0 in I oszillatorisch ist, ist d a n n aufgrund des 

Hilfssatzes 11 ^l(t) im In te rva l l I oszil latorisch . Das widerspr icht u(t) > 0 

in I. Also ist ^^'(t) 4= 0 in I. E s sei u'(t) > 0 für t e I. D a n n ist aufgrund des 

Hilfssatzes cS die Differentialgleichung Lx == 0 im In te rva l l [T, OO) für ein 

beliebiges r e I nichtoszi l latorisch . Dies ist aber im Wiederspruch zu der 

Voraussetzung, dass die Differentialgleichung Lx = 0 im In te rva l l [ oszilla-

tor isch ist . Dieser Widerspruch beweist , dass u'(t)<0 für t e l ist. W e n n 

b(t) Sf (I) gilt, d a n n ist laut Hilfssatz 5 u"(t) > 0 für t e l . Die übr igen 

Behaup tungen werden auf ähnl iche Weise bewiesen, wie dies im Beweis 

des Satzes V für die Lösung ^l\(t) durchgeführ t wurde . 

Aus dem Hilfssatz 11 u n d dem Satz 3 folgt: 

Folgerung. Die Vo^a^lssetz^m jen des Satzes 3 seien erfüllt. Dann ist jede 

nichttrwiale Lösimg der Differe üialgleicluivg Lx = 0 im Intervall I oszitlato-

nsrh oder sie hat keine N^dtsteUe in I. Ist u(t) eine der Lösiingen von Lx 0 

die in I keine XuIIstetle hat, so ist ^l(t)u'(1) < 0 für alle t e l . 

Satz 4. Die Differentialgleichi ng ziveiter Ordnung Iv = 0 sei im Intervall I 

diskonjugiert ^ind es sei c(t) e <Sf{)(I). Dann ist die notwendige ^tnd hinreichende 

Bedingung dazu, dass die Diffc entialgleichung Lx = 0 im Intervall I oszilla

torisch sei, dass für jede ihre Lösung ^l(t) ohne Xullstelten in I ^^(t)u'(t) < 0 

für t e I gelte. 

B e w e i s . Die notwendige Bedingung folgt aus dem Satz 3. 

Die hinreichende Bedingung. Für jede Lösung ^t(t) von Lx = 0 ohne Null-

.stellen in / gelte ^^(t)u'(t) < 0 für t e I und die Differentialgleichung Lx 0 

sei im In te rva l l I nichtoszil latorisch. D a die Differentialgleichung Iv 0 

in I d iskonjugier t ist u n d c(t) e SfQ(l), folgt aus d e m Hilfssatz 3, dass jede 

nicht tr iviale Lösung der Gleichung Lx — 0 mi t einer doppe l ten Nullstelle 

in irgendeiner Zahl l0 e I keine Nullstel le im In t e rva l l (oc, l0) ha t . Aufgrund 

des Satzes 2 [(3] exis t ier t desha 1) eine solche Zahl y e I, dass die Differential

gleichung Lx = 0 im In te rva l l [y, oo) diskonjugier t ist. Das bedeu te t , elass 

ihre Lösungen xi(t). x2(t), welche in elen Zahlen li, l2 (̂ 2 > ti ^ y) den An-

f angsbed ingungen 

Xi(ti) = xf
;(ti) =0, x"(tt) = 1 (i= 1.2) 

entsprechen , für t > tt (i = l , 2) posi t iv sind. Fe rne r folgt aus dem Hilfssatz 3, 

dass X[(t) > 0 in (oc, tt) für i = \,2 ist . Also ist die Lösung 

x(t) = xi(t) -| x2(t) 

der Differentialgleichung Lx — 0 im In te rva l l I posi t iv. Wählen wir to ti -J-
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-f- O\ wo O eine d e r a r t kleine positive Zahl ist, dass x[(fi O) 0 und v[(f[ 

<" 0 ist. E i n e solche W a h l der Zahl O ist i m m e r möglich . D a n n haben w ii 

x'(W) x'.Ah) <- 0, x'(h r d) x\(h O)>0. 

D a m i t erhiel ten wir, dass für die positive Lösung- v(t) im ganzen I n t e r v r i i / 

x(f)x'(f) <" 0 n i c h t gilt, was im Widerspruch dazu s teht , dass für jede Lö>mm 

v(t) von Lx 0 ohne Xullstel len in I, u(t)a'(t) ^ 0 für t e / gilt. Also ist 

die* Differentialgleichung Lx 0 im I n t e r v a l l J oszil latorisch. 

Aus dem Satz 3 und dem Satz 4 e r h a l t e n wir die 

Folgerung. Es sei b(t) e Sf (I) und c(t) e ^()(I) Dann ist du Differential 

(ßcicJiunq Lx 0 dann und nur dann im Intaiall I oszillatoiisch. trat ji 

jfde iJne LJJsnnq u(t) oJuie Xullstellen in I 

u(t)u'(t) <^ 0, u'(t)v"(t) < 0 für t <= / 

fjilt. (Vgl. mit ähnl ichem R e s u l t a t v o n C Vilari |7].) 
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