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Matematický časopis 19 (1969), No. 1 

0 JEDNOM ALGORITME Z OBLASTI OHODNOTENÝCH 
GRAFOV 

JOZEF ŠAJDA, Bratislava 

Problém riešený v tejto práci vznikol pri pokuse o aplikáciu teorie pod-
mienených latinských obdížnikov [1] na mnohouholníkové siete rovinných 
ohodnotených grafov [2] a formuloval ho A. K o t z i g . Snahou autora bolo 
riesiť tento problém algorítmom lahko realizovatelným na číslicovom počítači. 
Algolský program uvedený na konci tohto článku bol preverený na počítači 
GIER, kde sa popři správnosti výpočtu sledovala i funkcia spotřeby strojového 
času v závislosti od n. Za daných podmienok však nebolo možné vyšetriť tuto 
závislosť podrobné. 

1. ZÁKLADNÉ POJMY A D E F I N Í C I E 

Nech V, resp. H je konečná neprázdná množina prvkov vt, resp. hi, 
i = 1,2, . . . , n; n ^ 3. 

Postupnosť 
vi,hi,v2,h2, ...,vn,hn,vi 

budeme nazývať w-uholníkom Un s označením 

(1.1) Un = {vi,hi,v2,h2, ...,vn,hn,vi}. 

Množinu V, resp. H budeme nazývať množinou vrchoiov, resp. hrán w-uhol-
níka Un. Dohodneme sa, že %-uholníky 

U'n = {vi,hi,v2,h2, ...,vn,hn,vi} 
a 

Un = {^i ,h n ,v n , hn_i, ...,v2,hi,vi} 

nebudeme rozlišovať a budeme písať 

U; = U:=U„. 
Nech / je prosté zobrazenie množiny V + H na množinu 

(1.2) M = {\,2,...,2n}. 
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Potom zobrazenie w-uholníka (1.1) týmto zobrazením zapísané v tvare 

f(Un) = U(vi),f(hl),f(v2),f(h2), ...,f(vn),f(hn),f(Vl)} 

nazveme ohodnoteným w-uholníkom s označením 

On=f(Un). 

Pretože označenie On vyhradíme len pre ohodnotené w-uholníky, budeme 
v dalšom z dóvodov stručnosti hovoriť len o w-uholníkoch On. 

Nech 

(1.3) {ao} = {ai,a2, ...,am},m ^ 2 

je lubovolná konečná postupnosť. Operáciu, ktorou z tejto postupnosti dosta
neme postupnosť 

(1.4) {a1} = {am,a1, a2, . . . , a m _ i } , 

nazveme prvým cyklickým posunutím postupnosti (1.3). Použitím tejto 
operácie na postupnosť (1.4) dostaneme postupnosť 

{a2} = { a m _ i , a m , a i , a 2 , ..., am_2}, 

ktorú nazveme druhým cyklickým posunutím postupnosti (1.3). Všeobecné 
postupnosť 

{ak} = {am_ic+i, am-jc+2, . . . , am_jc}, 1 ^ k ^ m 

nazveme k-tym cyklickým posunutím postupnosti (1.3). 
Na základe tejto definície je zřejmé, že 

{a™} = {ao}, 
a preto 

{a™+J} = {al}9 j = 0,1,2,... 
Postupnosť 

{b} = {b1,b2, ..., bm} 

nazveme cyklicky podobnou postupnosti (1.3), ak existuje také k z intervalu 
0 ^ k < m — 1, že 

{W} = {ao}. 

Ako je zřejmé, vlastnosť cyklickéj podobnosti je reflexívna, symetrická 
a tranzitívna. 

Budeme hovoriť, že w-uholníky On a On sú rovnaké a písať 

O' = O" 
^n ^n 

vtedy a len vtedy, ak majú nasledovné dve vlastnosti: 
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1) On a On sú cyklicky podobné, 
2) buď postupnosti ich vrcholov alebo postupnosti ich hrán sú cyklicky 

podobné. 
Definujme v w-uholníku On veličinu d(On) nadobúdajúcu hodnoty di defino

vané vzorcom 

(1.6) či =f(vi) +f(h) +f(vi+1), 1 -$ i < w . 

Přitom poznaménajme, že tak v tomto vzorci, ako aj všade dalej, kladieme 

(1.6) vn+1 = ví. 

Z vlastností zobrazenia / je zřejmé, že všetky di sú prirodzenými číslami 
z intervalu 

6 ^ di ^ 6n — 3, 1 ^ i ^ n. 

Veličinu d(On) nazveme charakteristikou w-uholníka On. Ak On bude mať 
vlastnosť 

61 = d2 = ... = dn = konst., 

potom ho nazveme w-uholníkom s konštantnou charakteristikou. 
Pretože v ďalšom sa budeme zaoberať len ohodnotenými n-uholníkmi, 

možeme urobiť následovně zjednodusenie: namiesto označenia/(?;$), resp. f(hi) 
budeme odteraz písať iba VÍ , resp. hi a hovoriť přitom o vrcholoch, resp. hra
nách příslušného w-uholníka On. 

Po tomto zjednodušení ohodnoteným %-uholníkom bude každá postupnosť 

(1.7) a i , a2, . . . , a2n, a2n+1 

2n + 1 čísel ai z množiny (1.2), i = 1,2, ...,2n + 1 s vlastnosťami: 

1) a2n+1 = a1, 

(1.8) 

2)ai+aj; ť # j ; i, j = 1,2, . . . , 2n, 

zatial čo ohodnoteným w-uholníkom s konštantnou charakteristikou d bude 
každá postupnosť (1.7), ktorá okrem vlastností (1.8) bude mať ešte vlastnosť 

(] .9) 3) ai + a2 + a3 = a3 + a± + a 5 = . . . = «2n-i + a2n + a2n+1 = d. 

Po týchto definíciách možno hlavnú úlohu tohto článku formulovať t a k t o : 
Konštruovať algoritmus, ktorým k lubovólnému prirodzenému n ^ 3 molno 
utvoriť všetky ohodnotené n-uholniky s příslušnou konštantnou charakteristikou, 
t. j . algoritmus na vytvorenie postupnosti (1.7) s vlastnosťami (1.8) a (1.9). 

65 



2. VLASTNOSTI OHODNOTENYCH n-UHOLNÍKOV 

Označme symbolom Sn množinu všetkých w-uholníkov On pri pevnom 
n ^ 3. Ak počet prvkov 1'ubovolnej konečnej množiny A označíme symbolom 
p(A), potom zrejme platí 

(2.1) p(8n) = (2n)\ 

Každej množině Sn přiřadíme číselnú charakteristiku In definovánu vzorcom 

(2.2) / n = Í ( * + A l ) , OneSn. 
á = l 

Ale pretože 
n 
2 (vt + h) = 1 + 2 + . . . + 2n = n(2n + 1), 
i-l 

veličina 

(2.3) In = n(2n + 1) 

teda závisí len od n a nezávisí od vlastností %-uholníkov On. Veličina In 

definovaná vzťahom (2.2) je teda pre vsetky On G Sn konštantná. 
Nech Kn <-= 8n je množina všetkých OneSn s konštantnou charakteristikou 

a nech Rn je rozklad množiny Kn na podmnožiny r\ s vlastnosťou: 

(2.4) On G r\ o d(On) = dk= konšt., k = 1,2, ...,*•*. 

Počet rn prvkov r\ množiny Rn nazveme rangom množiny Kn. 

Lema 2.1. Nech n ^ 3. Potom 
a) pre rang rn množiny Kn platí: 

(2.5) _ In + 1 pre n nepárne 
(2.5)' n ~ \ n pre n párne; 

b) konstanty dk nadobúdajú hodnoty: 

(
5n + 1 

+ k pre n nepárne, 
2 

5^ + 2 
+ k pre n párne, 

pričom k = 1,2, . . . , rn. 
D o k a z . Pre Tubo volné On e r\ zrejme platí 

n 

(2.7) — y (VІ + fa + VІ+I) = dk. 

n 
i-1 
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Avšak vzhladom na vztahy (1.6) a (2.2) je 
n n 
2 (Vi + JH + Vi+1) = In +^Vi, 
i = l i=l 

takže z rovnice (2.7) po použití vztahu (2.3) máme 

(2.8) dk = — }vi + 2n+\. 
n 

i=l 

Eahko sa však možno přesvědčit, že platia odhady 
n 

n \ K n 

(2.9) — (n + 1) ^ y VÍ ^ — (3w + 1), On e Kn 

i=l 

na základe ktorých dostáváme zo vzor ca (2.8) nerovnosti 
5^ + 3 7^ + 3 

(2.10) < dic ^ pře n nepárne 
Z Z 

a podobné, pretože du musí byť celé číslo, 

5n + á 7n + 2 
(2.11) < djc ^ pre n párne. 

Z Z 

Avšak zrejme platí 

7^ + 3 5^ + 3 7^ + 2 5^ + 4 
= n, resp. = n — 1, 

2 2 2 2 

čo znamená, že existuje právě n + 1, resp. n riešení nerovností (2.10), resp. 
(2.11) v obore prirodzených čísel, t. j . pre rang rn množiny Kn platí vzťah (2.5). 
Tieto riešenia majú zrejme tvar (2.6). 

Lema 2.1. dává teda odpověď na základnu otázku: kolko je druhov On e Kn 

pri danom n ^ 3, ktoré sa líšia iba svojou charakteristikou a aká je číselná 
hodnota tejto charakteristiky. O vlastnostiach jednotlivých On s rovnakou 
charakteristikou, t. j . On er\ hovoří nasledujúca lema a veta. 

Lema 2.2. Nech On a On sú dva lubovótné prvky množiny r\. Nech h(On, On), 
resp. v(On, On) je počet rovnakých hrán, resp. vrcholov v On a On. Potom 

(2.12) h(On,On) = v(On,On). 

D ó k a z . Označme symbolom V(On), resp. V(O^) množinu všetkých vrcholov 
w-uholníka On, resp. On a podobné H(On), resp. H(On) množinu hrán v On, 
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resp. On. Nech On a 0'n majú právě k, O < k < n, rovnakých vrcholov. Potom 
ostávajúcich n —- k vrcholov v On, resp. On musí patriť do množiny H(On), 
resp. H(On). Inými slovami, ak On a On majú právě k rovnakých vrcholov, 
potom majú aspoň n — k róznych hrán. Avšak ostávajúcich k hrán v On a On 

musí byť rovnakých, pretože v opačnom případe by tak v množině V(On) 
ako aj V(O^) musel existovať okrem už uvažovaných k rovnakých a n —- k 
róznych aspoň jeden další vrchol, čo je v rozpore s deřiníciou On. 

Ak počet róznych vrcholov, resp. hrán v On a On označíme V(On,On), 
resp. H(On, 0'n), potom triviálnym dósledkom lemmy 2.2 je rovnosť 

(2.13) H(On,On)=V(On,0'n) 

analogická rovnosti (2.12). 
Prv než uvedieme spomínanú vetu, vyšetříme ešte niekolko užitočných 

vlastností w-uholníkov OneKn. Přitom VÍ, resp. v'if připadne hi, resp. h^ 
budil vrcholy, připadne hrany On, resp. On. 

Nech On a On sú dva lubovolné prvky množiny r\. Zo vzorcov (2.8) a (2.3) 
vyplývajú pre ne vzťahy 

n 

dk = In +— y VÍ, Onern
k, 

i=l 

=/»+^2л k> dk =In+— y v'i, 0'ner\ 

i=l 

z ktorých vychádza rovnosť 

(2.U) fvi=fv'i,On,Onern
k. 

i=i :-i 

Ak použijeme tento výsledok v rovnici (2.2), dostaneme podobnú rovnosť 
aj pre súčty hrán: 

(2.15) V h* = 2 * . . On,0'nern
k. 

i=l i=l 

Zo vzťahov (2.7) a (2.2) vyplývajú vzťahy 

2 VÍ = údu — /„ 
(2-16) ? \Oner»k 

^M = 2/w — w^J 
i-l 
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a z nich po dosadení za In a dk \. _.•,•" 
n n • n n . • • • 

(2.i7) 2 (** - »o = 2 (*; - *) = 2 (A* - <) = 2 (Á; - »;f =.. 
\ r 

i-1 í=l í-1 
w2 — 2w(& — 1) pre n nepárne, 

г=l 

n2 — n(2h — 1) pre n párne, 

a to pri lubovolných On ,0'ner%. 
Ak Orřer£ a 0'ner^+1, potom zo vzorcov (2.16)* po použití vzťahu (2.6) 

a (2.3) vychádza, že vzťah 
n n 

Žv'i-Jtvi=n, (2.18) 

resp. 

(2.19) 

ѓ-1 

2 A i — 2 A * = —n - . . : - . 
* - - * = i • • . , 

platí pre všetky prirodzené h z intervalu 1 ^ h ^ r^. To znamená, že ak 
označíme 

v(k) = 2 VІ 
г = l 

H{k)=^h 

Onєrl, 

i-X 

(2.20) 

potom F(fe) je rastucou a H(&) klesajúcou funkciou argumentu h s vlastnosťou 
V(k+j) = V(k)+jn\l< : 
iř(i + i ) - - J E r ( É ) - i » ) 1 - ' * - í ř * ' 

pričom // je lubovolné celé nezáporné číslo, ktoré pri daných n a, h spíňa ne-
rovnosť 

k+j< rn. ' 

Veta 2.1. Nech sú dané prirodzené čísla n ^ 3 a h z intervalu 1 < h < rn.. 
Nech On a On sú dva lubovolné prvhy množiny r\. Potom pre veličinu v(On, O,') 
definovánu v leme 2.2 platí: 

(2.21) 

Фn,0'n) џ\ 

— ]/2n{k — 1) 
» + 1 

pri 1 ^ k š 
2 

,, n + 3 
|/2łг(и — & + 1) í>n < k < n + 1 

n neparne 

n — ]/n(2h — 1) pri 1 ^ h ^ w 

% 
1/ • . ™ + 2 

yn(2n — 2Һ + 1) prг ^ h < n 

n parné 
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Dok a z. Nech 0n a On sú z množiny r\. Predovšetkým ukážeme, že v On 

a On existujú rovnaké vrcholy a hrany. Keby totiž platil opak, potom by 
musela platiť rovnosť množin 

a teda tiež 

čiže 

V(On) = H(0'n) a podobné V(0'p) = H(On) 

2 VÍ = 2 K a podobné 2 v\ = 2 h i > 
i-l i-l i-l i-l 

n n 
2 (^ — h'{) = 0 a podobné 2 (v'i — hi) = 0, 
i-l i-l 

čo by bolo v rozpore so vzťahom (2.17), ktorého pravá strana sa pre prirodzené 
n a k nemóže rovnať nule. 

Teraz určíme minimálny počet rovnakých vrcholov a hrán v On a On. 
Napřed vsak poznamená jme, že ak označíme symbolom OJ súčet j róznych 
prvl^ov množiny (1.2), potom je zřejmé, že 

JU + 1) JU - !) 
(2.22) ^oj^2nj~ — -. 

Ak On,0'n majú právě * rovnakých vrcholov (a teda podlá lemy 2.2 aj s rov
nakých hrán), ktoré označíme 

(2.23) Vn-8+i = *VÍ+1, Vn_8+2 = «C*+2, • • •, Vn = Vn, 

resp. 

(2.24) hns+i = hn_8+1, hn_8+_ = An_í+2, . . ., hn = hn, 

potom zo vzťahu (2.14), resp. (2.15) vyplývá 

n-8 n-8 
_Svi=^v'i, 
i-l i-l 

resp. 
n-8 n-s 

i-l i=l 

a pre n —- s zostávajúcích róznych vrcholov, resp. hrán musí platiť 

n-8 n-8 
(2.25) ] > > = 2 ^ 

i-l i=l 
a podobné 

n-8 n-8 

4-1 *-=l 
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Ak aplikujeme nerovnost (2.22) na vrcholy (2.2S), resp. hrany (2.24), potom 
bude 

s(s +1) V s(s ~ l) 
(2.26) - Í£ 2 Vi^2ns — - , 

2 / f 2 
i^n-s+l 

resp. 

s(s +1) V s(s - 1) 
(2.27) < y hi<2ns- — 

2 / ( 2 
i=n-8+i 

a pre súčty vrcholov, resp. hrán dostaneme 

s(s + 1) 
2^vi = 2vi + 2,vt ^ 2vi 

resp. 
o 

ť-i ť-1 ť-W-í+1 ť-l ^ 

n n-8 n n-s . _. 

y . A ť = y ^ + y ^ ^ y # % í + 2 ^ — — — - . 
ť - l ť - l ť-W-S+1 ť-1 -"* 

Preto 
n n-8 

(2.28) 2 (Aí — **) < 2 (A* - v*) + 2/w? - s2> 
ť-i ť-i 

z čoho po použití vzťahov (2.17) a (2.25) dostaneme pre s nerovnosť 

(2.29) n2 — 2n(k —- 1) < 2ns — 52 pre n nepárne, 

připadne 

(2.30) n2 — n(2k — 1) < 2w.5 — s2 pre w párne. 

Podobné zo vzťahov 
n n-8 / i v n n-8 . , , * 

2 -v--* s(s — 1) ^-p, <sp, s(s + 1) 
t>< < 2* + 2ns~- -, 2Jíi > Z,A ť + - L 

ť-i ť-i 2 '-i ť-i 2 

vyplývá, že 

(2.31) 2 (v* - *0 < 2 w 5 "" * 2 > 
t - i 

čo po použití vzťahu (2.17) dává nerovnosť 

(2.32) — n2 + 2n(k — 1) < 2^5 — 52 pre w nepárne, 

připadne 

(2.33) — n2 + n(2k — 1) < 2ns — 52 pre rc párne. 
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fo&fcože v l: 4 s < n a teda tiež %ns — s2 = (%n — s)s > O, zaujímáme sa, 
prirodzene, o riešenia s nerovnosti (2.28), resp. (2.31) pri podmienke 

. n 
(2.34) " ^(hi-vt)>0, 

i=l 
resp. 

(2.35) 2(VÍ -ht)>0. 

Ale zo vzťahu (2.20) vyplývá, že (2.34) platí pre k z intervalu 

(2.36) 
rn 1 < Ä; ^ — 
2 

a (2.35) pre k z intervalu 

(2.37) —- < k ^ rn. 
2 

Preto riešenia nerovnosti (2.29) připadne (2.30) platia pre k dané vzťahom 
(2.36) a podobné riešenia nerovnosti (2.32) připadne (2.33) platia pre k dané 
vzťahom (2.37). Všetky tieto riešenia s = v(On,0'n) sú uvedené vo vzťahu 
(2.21). Tým je veta 2.1 prokázaná. 

Připomeňme ešte, že na základe rovnosti (2.12) z lemy 2.2 možno vo vzťahu 
(2.21) nahradiť v(On, 0'n) veličinou li(On, On). 

Ešte si všimnime, že pri nepárnom n zo vzťahu (2.21) vyplývá 

v(On, 0'n) = h(On, On) = n pri k = 1 a n + 1, 

t. j . pri nepárnom n majú každé dva w-uholníky On^Onzrn, resp. rn
+1 všetky 

vrcholy a hrany rovnaké. -

3. POPIS ALGORITMU 

Nech n >, 3 je dané prirodzene číslo. Označme symbolom Cn množinu 
všetkých kombinácií x tretej triedy z prvkov množiny (1.2). Prvky kombinácie 
x eCn budeme nazývať elementmi; označíme ich x\,x2,xz a budeme písať 
x = (xi,x2,xz). .. z , , 

Pre ďalšie úvahy bude užitočné definovať následovně usporiadanie: 
1) Indexovanie element o v xi lubovolnej kombinácie x e Cn definujeme 

v súlade s ich hodnotami tak, aby platilo 

(3.1) # 1 < # 2 < # 3 , xtCn 

2) Za účelom usporiadania prvkov x v množině Cn, ktorých elementy sú 
už usporiadané v zmysle (3.1) si medzi dvoma lubovolnými kombináciami 
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x = (xi, x2, xz) e Cn a y = (y±, y2, y^) e Cn definujeme vzťah x < y nasledu-
júcim spósobom: 

Budeme hovoriť, že x je menšie ako y (y je váčšie ako x) a písať x < y 
(y > x) vtedy a len vtedy, ak nastane niektorý z týchto troch prípadov 

(3.2) a) # I = Í/I, x2 = y2, x^<y^ 
b) x± = l/l, x2 < ž/2 
c) xi < y±. 

Z definície tohto usporiadania je zřejmé, že pre lubovolné x eCn platí 

1 ^ xi ^ 2n — 2, 
(3.3) 2 ^ X2 ^ 2n — 1, 

3 ^ #3 ^ 2w. 

O rovnosti x = y prvko v x eCn, y eCn budeme hovoriť vtedy a len vtedy, 
keď x a y pozostávajú z tých istých elementov. 

Označme symbolom s(x) súčet elementov x% prvku x = (x±, x2, x^) e Ca, 

(3.4) s(x) = xi + x2 + xz 

a symbolom Tn množinu prvkov x eCn, pre ktoré existuje prirodzené císlj k 
s vlastnosťou 

(3.5) S(x)=dk, 

kde djc je dané vzťahom (2.6), resp. (2.6)'. Zrejme je Tn <= Cn a teda tiež 

p(Tn)<p(Cn)=^y 

Nech 

(3.6) x*<x**<... 

je postupnosť prvkov xeCn usporiadaných podlá (3.1) a (3.2). Označme 
symbolom xmin najmenší a #max najváčší z tých členov postupnosti (3.6), pre 
ktoré existuje také k, že platí vzťah (3.5). Potom prvky xeTn spíňajú pod-
mienku 

(3.7) -Emin ^ X ^ íímax > X G l n . 

Ak množinu T w rozložíme na podmnožiny Tnjc s vlastnosťou: 

# GTWfc o s(#) = djc, k = 1,2, . . . , Ttt 

a označíme symbolom # m i n najmenší a # m a x najváčší z členov postupnosti (3.6), 
pre ktoré pri danom k = 1,2, . . . , rn platí rovnosť (3.5), potom z časti (3.7) 
postupnosti (3.6) možno vybrať xeTn tak, že 
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(3.8) £ m i n ^ Xmin ^ X ^ a^ax < #max, XETnk, k = 1,2, . . . , rn 

pričom je zrejme 

•̂ min = Xmin, #max = = *^niax • 

To znamená, že pri danom w ^ 3 a prípustnom k = 1,2, ...,rn je nerov-
nosťou 

(3.9) xmin ^ x ^ xm&x 

jednoznačné určená podmnožina množiny Cn obsahujúca množinu Tn%. 
Ako ďalej uvidíme, podstatný význam pri konštrukcii algoritmu riešenia 
danej úlohy budu mať právě množiny Tnk. Preto určenie hraničných prvkov 
xmm a ^max v o vzťahu (3.9) je dóležitým krokom, ktorým sa zaoberá nasledu-
júca veta. 

Veta 3.1. Nech n a k sú luhovólné prirodzené čísla, ktoré sptnajú podmienky: 
n ^ 3, 1 ^ k < rn. 
Potom 

(3.10) 

(3.10)' 
^min — 

( n + 2k - 1 \ 
1, , 2n , n nepárne 

\ 2 / 
f n + 2k \ 
1, , 2n\, n páme 

i 2 / 

6 

5n + 2k — 1 

6 

5n + 2k + 7 

a elementy x\ prvku # m a x = (x\, x2, x"3) lezia v intervaloch 

5n + 2k — 11 n 5n + 2k — 5 
akl = ^ X, ^ = b*i 

6 
5n + 2k + 3 

(3.11) ak2 = < x2 ^ = 6*2 
6 

n 5n+2k+ 13 
aks = < z* < = 6*3 

6 6 

pre n nepárne, a podobné 

5n+2k—l§ n 5n + 2k — 4 
Aki = ^ x\ ^ = Bki 

6 6 
5n+2k n 5n + 2k + 4 

(3.11)' Ak2 = ^ x\ < ^ — = Bk2 
6 6 

5n + 2k + 8 „ 5rc + 2* + 14 
-4*3 = ^ Xo < — Bkz 

pre n páme. ° 
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D ó k a z . Vzhladom na usporiadanie (3.1) a (3.2) postupnosti (3.6) je zřejmé 
že elementy x\, resp. x[, prvku a 4 i n , resp. x^x majú mať vlastnosť- aby bolo 

(3.12) a) x[ a x'2 čo najmenšie, resp. x[ a xó čo najváčšie, 
b) x3 čo najváčšie, resp. x"z čo najmenšie. 

Z týchto podmienok vyplývá, že 

(3.13) x[ = 1, xs = 2n, 

zatial čo pre x2 dostáváme z podmienky (3.5) aplikované] na x&in rovnicu 

1 + Xo + 2n = djc, 

z ktorej po použití vzťahu (2.6), resp. (2.6)' dostáváme 

n + 21c - 1 

Xe} — 

2 

те + 2k 

pre w neparne, 

pre n parné, 

čo spolu s (3.13) dokazuje tvrdenie (3.10). 
Pre elementy x[ prvku a 4 a x platia zrejme následovně relácie 

n , tf , // 7 

#1 + #2 + *̂ 3 — ^* > 
1 < x\ — ^ < 2, 
1 ^ *£Q ^2 ^ 

s neseniami 
Љ— 6 

3 

Ä - 1 
3 

dк+3 

< xx ^ 

^ Д?2 ^ 

ífe —- 3 
9 

3 

t f e + 1 
í» 

3 

„ dic+ 6 

3 * * » * 3 ' 

z ktorých po použití vzťahu (2.6), resp. (2.6)' dostaneme nerovnosti (3.11), 
resp. (3.11)'. Tým je veta 3.1 dokázaná. 

K nerovnostiam (3.11) a (3.11)' pridajme nasledujúce poznámky: 
(1) Je zřejmé, že pre lubovolné prirodzené n ^ 3 a i i = 1,2, . . . , rn platí, že 
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5n + 2k — 1 
= 3ak2 je prirodzené číslo 

(3.14) 
5n + 2k + 3 

= 3bA;2 je prirodzené číslo 

pri n nepárnom, a podobné 

5n + 2k 
= SAk2 je prirodzené číslo 

(3.14)' 
5n + 2k + 4 

= 3B#2 je prirodzené číslo 

pri n párnom. Ďalej z nerovností (3.11) a (3.11)' vyplývá 

(3.15) bk2 — ak2 = Bk2 — Ak2 = § < 1. 

Eahko sa možeme presvedčiť, že podmienky (3.14), resp. (3.14)' sa pri 
uvedenom n & k splnia vtedy a len vtedy, keď nastane niektorý z prípadov: 

1. ak2= p, resp. Ak2 = q, 
2. ak2=p + \, resp. Ak2 = q + \ , 
3. ak2 = p + \, resp. Ak2 = q + § , 

kde p, resp. q je lubovolné prirodzené číslo. Ale potom z príslušnej nerovnosti 
(3.11), resp. (3.11)' dostáváme na základe vztahu (3.15) tiež tri možné relácie 
pre x\: 

1. p ^ x\ < p + | , resp. q <, x\ < q + § , 
2. p + \ ^ x\ <, p + \, resp. q + i ^ x ^ q + l , 
3-2> + f ^ 4 ^ I > + f> r e s P - í + f < » 2 < í + 

4 
3 » 

z ktorých je evidentně, že nerovnosti (3.11), resp. (3.11)' majú pre x\ pri 
lubovolnom prirodzenom n ^ 3, a k = 1,2, ...,rn právě jedno celé riešenie. 

(2) Pretože 

(3.16) bkl — akl = Bkl — Akl = 1 
bfc3 — #Á;3 = Bk3 — ^ 3 = 1, 

existujú v množině celých čísel pri lubovolnom n ^ 3 nanajvýš dve riešenia 
tak pre x\ ako aj pre x\. Z toho je zřejmé, že ak niektoré z čísel akl, ak%, 
Akl, Aks 

a) nie je celé, potom aj příslušné bkl, bks, Bkl, Bk% nie je celé a naopak, 
co vzhladom na (3.16) znamená, že i v tomto případe má příslušná z nerovností 
(3.11) a (3.11)' jediné celé riešsnie; 
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b) je celé, potom aj příslušné bja,bjcz, Bja, Bjcz je celé číslo váčšie o 1, 
pričom obidve tieto čísla sú riešeniami príslušnej nerovnosti. Z týchto dvoch 
celých riešení podmienka (3.12) pripúšťa pri x\ váčšie z nich a pri x% menšie 
z nich, čím je i v tomto případe určené jediné přípustné riešenie. 

Týmito poznámkami a větou 3.1 je jednoznačné popísaný algoritmus na 
určenie extremálnych prvkov x^n a x^ a x množiny Tnk. Ostatné prvky x e Tnk 
už snadno určíme analýzou vzťahu (3.9) s prihliadnutím na podmienku (3.5). 

Po tomto určení množiny Tnjc přiřadíme ku každému prvku x = (x\, x2, x%) e 
e Tnk množinu X usporiadaných trojíc ts utvořených z jeho elementov x\, x2, x$. 
Zrejme pre lubovolné x e Tnk platí p(X) = 6. 

Postupnosť 
ti, t2, . . . , tp 

trojíc ts = (as, bs, cs), s = 1,2, . . . ,p nazveme reťazcom Bv o dížke p vtedy 
a len vtedy, keď platí : 

(3.17) 1. a k ts GX, potom trě X; r 4= s; r,s = 1,2, ...,p, 
2. cs = a s + i pre všetky s = 1,2, ...,p — 1, 
3. postupnosť čísel 

a\, &i, ci, 62, c 2, 03, C3, . . . , bv, cv 

nemá rovna ké členy. 
Aby sme naznačili, z ktorých trojíc je daný reťazec Rv utvořený a ako 

súvisí s příslušným reťazcom ič-9 - 1, budeme tiež písať 

(3.18) Bv = ťi2 ...tv = Bv-Hp 

a hovoriť, že reťazec Bv vychádza z prvku t±, resp. že h je počiatkom reťazca 
iř-9. Rózne reťazce tej istej dížky pri tom istom n a k odlišíme dolným indexom. 

Reťazec Jč-9, pre ktorý 

(3.19) cp = ai, 

nazveme -p-kružnicou v Tnjc. Ak p = n, potom příslušné -p-kružnice budeme 
skrátene nazývať kružnicami v Tnjc. 

Pri zavedenom označovaní postupnosť (3.17) pre kružnicu bude 

(3.20) a±, bi,ci,b2,c2)bs, c 3 , . . . , bn,a\. 

TA porovnania vlastností tejto postupnosti s vlastnosťami (1.8) a (1.9) 
postupnosti (1.7) vyplývá, že postupnosť (3.20) tvoří ohodnotený n-uholník 
s konštantnou charakteristikou djc. 

Tým je naša úloha transformovaná na určenie algoritmu, ktorý vytvára 
pri daných n & k všetky kružnice v Tnjc a k nim patriace postupnosti typu 
(3.20), čo bude naším dalším programom. 
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Označme pri danom prirodzenom w ^ 3 a i = 1,2, ...,T?i symbolom N 
počet prvkov množiny Tnk: 

p(TnJc) = N. 

Prvky množiny Tnjc usporiadajme podlá (3.1) a (3.2) do rastúcej postupnosti 

(3.21) a4in = xi<x2<... <xN = a 4 a x , xreTnjc, r = 1,2, . . . , N. 

Ak přitom označíme 
Xr = (xri, XT2, Xrz), 

potom zrejme 
/ / / 

# n = xx, xi2 = x2, #13 = xz 

a podobné 
xNi = x[, xN2 = x\, xNz = x\. 

Ak si definujeme medzi lubovolnými množinami X, resp. Y patriacimi K prv-
kom x e Tnjc, resp. y e Tnk vzťah 

X<Y, (Y>X)ox<y, (y>x), 

potom móžeme množiny Xr usporiadať do postupnosti 

(3.22) X i < X 2 < . . . < X * , 

ktorá je analogická postupnosti (3.21), pričom Xr je množina trojíc trs, 
s = 1,2, . . . , 6 patriacich k prvku xr e Tnjc. 

Ak ešte v každej množině Xr usporiadame trojice trs podlá (3.2) do postup
nosti 

(3.23) * r l < * r 2 < . . . <^r6, r = 1,2, ...,N 

potom množinu 

+ XN 

trseXnJc, r = 1,2, ...,N, 
s= 1,2, . . . , 6 , 

XNJc = = Xi + x2 + 
môžeme znázorniť maticou 

/hi, Һ2, . . . , Ѓlб\ 

(3.24) T=lhl' Ѓ22) . . . . < 2 б j ; 

\tNl, ÍN2, . . . , tjsiGj 

v ktorej poloha lubovolného prvku t e Xnjc je jednoznačné určená vyššie 
definovaným usporiadaním jej prvkov, ktoré je jednoznačné dané příslušným 
indexom. 

Z definície reťazca a kružnice je zřejmé, že pri danom n&k množina všetkých 
kružnic v Tnjc je vlastnou podmnožinou množiny všetkých reťazcov Rn. Preto 
je prirodzené založiť algoritmus určenia kružnic na využití reťazcov premennej 
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dížky. Avšak prv než přejdeme k popisu tohto algoritmu, definujme si ešte 
usporiadanie reťazcov nasledujúcim spósobom: 

Dva reťazce 

Jtj = t1Í2 . . . tp , Jť2 = tjl2 . . . tp 

o rovnakej dížke p budu v relácii 

(3.25) R\<Rl, (Rl > Rl) o ti < ť;, (ti > ti). 

Teraz pristúpime k popisu algoritmu určenia kružnic v Tnjc. Za tým účelom 
zostrojíme strom 8 s počiatkom h v lubovolnom prvku trs matice T. Počiatok h 
stromu 8 budeme tiež nazývať vrcholom 1. stupňa stromu 8. Vrcholmi 2. stupňa 
stromu 8 bude tých n2 prvkov matice T označených ť£ a usporiadaných podlá i2 

v zmysle (3.2), z ktorých každý spolu s h tvoří reťazec 

R\ = hťi, Í2= 1,2, ...,n2. 

Všeobecné vrcholmi m-tého stupňa stromu 8 bude tých nm prvkov matice T 
označených ť™ a usporiadaných podlá im v zmysle (3.2), ktoré z už utvořených 
reťazcov Rm

m'J- , im-i = 1,2, . . . , nm-\, vytvárajú reťazec Rm
m operáciou 

7?™ _ -nm-lfim ' i o ^ 
•^im — -^im-i lm > lm — L>*> • • • J n m • 

Ak z dóvodov rovnakého označovania namiesto h napíšeme ť£, kde, pravda, 
i± = n± = 1, potom reťazec Rm

m možno zapísať v tvare 

(3.26) Rm = m . . . Č , im = 1,2, ...,nm. 

Přitom podlá definície (3.25) z usporiadania vrcholov 

tm < trn < ' • • 

vyplývá usporiadanie reťazcov 

Rm <Rm <..., m= 1,2,... 

Vet vy m-tého stupňa stromu S definujeme t a k t o : 
Nech A je vrchol m-tého a B vrchol (m -f- l)-ho stupňa stromu S. Vrcholy 

A, B spojíme vetvou vtedy a len vtedy, ak existuje reťazec Rm+1, ktorý tieto 
vrcholy obsahuje. Z toho vyplývá, že spojenie vetvami počiatku h s lubovol-
ným vrcholom stromu 8 je navzájom jednoznačné, t . j . postupnost vrcholov 
s počiatkom v h spojených vetvami vytvára právě jeden určitý reťazec. 

Z praktických dóvodov je užitočné označiť vrchol h = ť^ symbolom i±, 
vrcholy ř? dvojicou (ii, i2) a všeobecné vrcholy ť™ m-ticou 

(3.27) ( i i , Í 2 , . . . , i m ) . 
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Potom vektor (3.27) je skráteným zápisom reťazca (3.26), takže móžeme písať 

RZ = (*1,Í2, . . .,ťm), 

pričom 1 ^ im ^ nm, m = 1,2, . . . 

1357 

Obr. 1. 

Například strom S s hodnotami m = 1, n^ = 3, n$ = 6, n± = m = 4 može 
mať graf znázorněný na obr. 1, v ktorom sú vrcholy rovnakého stupňa po
dobné ako reťazce rovnakej dížky usporiadané zhora nadol do rastúcej 
postupnosti a kde z reťazcov 134 a 136 už nemožno urobiť reťazce váčšej 
dížky. Je teda napr. 

1111 < 1122 < 1123 < 1234 < 1235 < 1236 < 1357 < 1358. 

Ak graf stromu S zakončíme vrcholmi w-tého stupňa, dostaneme napokon 
prehladnú. grafickú schému algoritmu na utvorenie všetkých reťazcov Rm 

dížky m pre všetky m z intervalu 1 ^ m ^ n patriacich k pociatku h. Apli
kováním podmienky (3.19) na reťazce Rn najdeme už snadno množinu všetkých 
kružnic v Tnk s počiatkom ti. Aby sme našli vóbec všetky kružnice v Tnjc, 
pri lubovolnom pociatku, třeba len zopakovat tuto metodu 6N-krát, po každý 
raz pri inom počiatočnom prvku matice T. 

Poznamenajme, že uvedený ,,stromový" algoritmus na určenie kružnic 
s daným počiatkom h má tieto hlavné výhody: 

1. Nepotřebné reťazce Rm, m < n, t. j . také, z ktorých už v matici T ne
možno utvoriť reťazce Rp, p > m (na obr. 1 reťazce 134 a 136). z dalších úvah 
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eliminuje a pracuje len s tými, ktoré móžu viesť ku Rn. Tým redukuje zby-
točnú prácu na minimum. 

2. Algoritmus používá takmer výhradné len operáciu porovnávania a jeho 
kroky majú šablono vitý charakter, pričom sa s nepatrnými změnami mnoho
krát opakujú. Preto je tento algoritmus nenáročný a lahko realizovatelný 
najma na počítači. 

Posledným krokom algoritmu pre riešenie nasej úlohy bude, že ku každéj 
nájdenej kružnici utvoříme postupnosť typu (3.20), ktorá je, ako sme ukázali 
vyššie, ekvivalentná ohodnotenému w-uholníku s konštantnou charakteris
tikou dk. 

Pre dosiahnutie úplného riešenia nasej úlohy pri danom n ^ 3 zostáva len 
zopakovať celý algoritmus pri všetkých k = 1,2, . . . , rn. 

4. ALGORITMUS 

pre n ^ 3 nepárne, resp. párne. 
1. Vypočítať rn podlá vzorca (2.5), resp. (2.5)'. 
2. Položiť k = 1. 
3. Vypočítať členy postupnosti 

di,d29 ...,dfn 

podlá vzorca (2.6), resp. (2.6)'. 
3.1. Vypočítať zložky x[,x2,x's prvku 

^min = (xi>x2>xs) tTnic podlá vzorca (3.10), resp. (3.10)'. 
3.2. Vypočítať zložky x[,x2,xl, prvku 

#max = (xi> x2> xl) E Tnic podlá vzorca (3.11), resp. (3.11)' algoritmom 

3.2.1. xл = 
5n + 2k — 5 

6 
resp. xx 

5n + 2k — 4 

6 

3.2.2. X<y 

5n + 2k + 3 

6 
, resp. x2 = 

5n + 2k + 4 

6 

3.2.3. x\ = 

resp. 

5n + 2k + 13' 

6 
ak 

5n + 2k + 7 

6 
ak 

5n + 2k + 13' 

6 

5n + 2k + 13" 

6 

5n + 2k + 13 
Ф 

6 

5n + 2k+ 13 

6 
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5n + 21c + 14 

6 

5n + 21c + 8 

ak 

ak 

5n + 2lc + 14 

5n + 21c + 14' 

6 

5rc + 21c + 14 
Ф 

6 

бn + 2jfc + 14 

6 

3.3. Určiť a zapísať ostatně prvky 

Xf = (Xrl, Xr2, XT3) eTnk 

algoritmom: 

3.3.1. Položiť r = 2, si = x[. 
3.3.2. Položiť 52 = s± + 1. 
3.3.3. Položiť 53 = s2 + 1. 
3.3.4. Utvoriť 

5 = 5i + 52 + 5 3. 
Ak 5 = dic, prejsť na 3.3.8. 

3.3.5. Hodnotu 53 nahradiť hodnotou 53 + 1. Ak je 53 ^ 2n, prejsť 
na 3.3.4. 

3.3.6. Hodnotu 52 nahradiť hodnotou 52 + 1. Ak je 52 ^ 2n — 1, 
prejsť na 3.3.3. 

3.3.7. Hodnotu 51 nahradiť hodnotou 5i + 1. Ak je s± ^ x^, prejsť 
na 3.3.2. 

3.3.8. Položiť xri = si, 
Xf2 = 52, 

Xf3 = 5 3 

a zapísať v tomto poradí. 
3.3.9. Ak platí 

(xri * x'í) V (Xr2 * 4') V (#r3 * Xz), 

potom nahradiť hodnotu r hodnotou r + 1 a prejsť na 3.3.6, v opačnom případe 
priradiť hodnotu r premennej N: 

N = r, 

čím algoritmus 3.3 končí. 
3.4. Utvorenie a zápis matice T z prvkov xr, r = 1,2, . . . , N algoritmom: 

3.4.1. Položiť r= 1. 
3.4.2. Položiť trl = (Xri, XT2, Xr3), 

tr2 = (Xri, Xr3, Xr2) , 

tr3 = (xr2,Xri, Xr3), 

tM = (xr2 , Xr3 , Xri) , 
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trh = (#r3 , # r l , %r2), 

tr6 = (xrz , Xf2, %rl), 

a zapísať v tomto poradí. 
3.4.3. Hodnotu r nahradiť hodnotou r + 1 a pokial je r ^ N prejsť 

na 3.4.2, v opačnom případe algoritmus 3.4 končí. 
3.5. Utvorenie reťazcov a zápis postupností typu (3.20) algoritmom: 

3.5.1. Položiť r = 1. 
3.5.2. Položiť s = l . 
3.5.3. Položiť i = 1. 
3.5.4. Položiť prvok trs matice T za počiatok h = (ai, b±, c±) stromu S 

a zapísať postupnosť Si = {a±, b±, Ci}. 
3.5.5. Postupným prezretím prvkov matice T vybrať všetky tie prvky 

ti+i = {cti+i, bt+i, Ci+i), 
pre ktoré platí 

Ui+l = Ci . 

3.5.6. Každý element prvku trs porovnať s prvými 2i členmi všetkých 
postupností Si. Ak aspoň raz nastane rovnosť, prejsť na 3.5.7, v opaČnom 
případe nahradiť postupnosť Si postupnosťou st+i, ktorá vznikne přidáním 
čísel bi+i a ct+i ako (2i + 2)-ho a (2i + 3)-ho člena k postupnosti st. 

3.5.7. Nahradiť hodnotu i hodnotou i + 1 a pokial je i ^ n —- 1 
prejsť na 3.5.5, v opačnom případe vybrať z postupností sn tie, pre ktoré 
platí vzťah 

cn = a\. 

3.5.8. Zapísať počet a všetky členy postupností sn-
3.5.9. Nahradiť hodnotu s hodnotou s + 1 a pokial je s < 6 prejsť 

na 3.5.3, v opačnom případe prejsť na 3.5.10. 
3.5.10. Nahradiť hodnotu r hodnotou r + 1 a pokial je r < N prejsť 

na 3.5.2, v opačnom případe algoritmus 3.5 končí. 
3.6. Nahradiť hodnotu h hodnotou h + 1 a pokial je h < rn prejsť na 3.1, 

v opačnom případe algoritmus 3 a tým i celý algoritmus nasej úlohy končí. 
K tomuto algoritmu poznamenajme, že niektoré jeho kroky (napr. krok 

3.5.5) nie sú podrobné popísané preto, aby pri existencii viacerých spósobov 
ich realizácie bola ponechaná možnosť vhodného výběru. 

5. PROGRAM V JAZYKU ALGOL-60 

Na závěr článku uvádzame k vypracovanému algoritmu i podrobný program, 
ktorý sme zapísali v jazyku ALGOL-60. Z dóvodov praktických vlastností 
tohto jazyka sa program od algoritmu miestami odlišuje. Program je zostavený 
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úplné všeobecné a pre získanie všetkých riešení úlohy pri danom prirodzenom 
n ^ 3 nevyžaduje okrem tohto n nijaké ďalšie informácie. 

Vnútorné bloky tohto programu sme označili symbolmi B l , B2, B3, B4 
z toho dóvodu, aby sme k obsahu ich činnosti mohli na tomto mieste pripojiť 
následujúce poznámky: 

Blok B l realizuje výpočet počtu N prvko v množiny Tnk-
Blok B2 vypočituje a usporadúva prvky x e Tnjc. 
Blok B3 určuje a usporadúva prvky matice T. 
Blok B4 je programom určenia stromu S s lubovolným počiatkom, od 

tvorenia reťazcov až po tlač postupností (3.20). 
Pre lahšiu orientáciu v programe udáváme vzájomnú korespondenční medzi 

niektorými veličinami v texte článku a identifikátormi, ktorými sú zobrazené 
v programe: 

Velicina Identifikátor 

rn 
rn 

djc d[k] 
Ў / / 

X^, X2, Xş #min 1 [k], xmin2[k], xminЗ[k] 
// // // 

X^ , X2, Xş xmaьxl[k], ;raiax2[Ä;], xma>xЗ[k] 

XГ1, Xr2, %rЗ #l(j9], x2[p], xЗ[p] 

Ws H[t[i], q] 

Nakoniec ešte poznamenajme, že před použitím tohto programu třeba 
zvolené n vložiť do programu na miesto nO. Riešenia počítač tlačí v tvare 
postupností typu (3.20) (bez posledného člena) označených pořadovými 
číslami h = 1,2, . . . 

P R O G R A M 

begin integer n, k, rn, u; 
real a, v; 
integer array d, #minl, #min2, xmin3, 

#maxl, #max2, #max3[l:w0 -f- 1]; 
n: = nO; if n < 3 then go to STOP; a: = n\2 — entier {nj2); 
k: = 1; 
A: if a 4= 0 then 

begin rn 
d[k] 

xmml[k] 

= »+ 1; 
= (5 X n + l)/2 + lc; 
= l ; 
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Bl 

B2 

#min2[í;]: = (n + 2 X k - l) /2; 

xminЗ[Ä;]: = 2 x n; 
u: = 5 X n + 2 x k; 
v: = (u+Щ/ß; 

xmaьx\[k] : = (u-5)/6; 
a;max2[Å;] : = (u + Ъ)/6; 

æmaxЗВД = iîentier (v) Ф v then entier (v) else (u + 7)16 

end else 
begin m = n; 

d[к] : = (5 X n + 2)/2 + k; 

xmin\[к] : = i; 
-Шiin2[Â;] : = (n + 2 X k)/2; 
л;minЗ[k] : = 2 X n; 

u = 5 X n + 2 x k; 
V = (u+Щ/6; 

xm&x\[k] = (u-á)l6; 

xmдьx2[k] = (u + á)j6; 

xma,xЪ[k] = if entier (v) Ф v then entier (v) else (u + 8)/6 
end; 

: begin integer Ъ, j , y\, y2, yЪ, N; 
Ъ: = 0; y\: = xmin\[к]; y2: = ж.min2[Љ]; yЪ: = xmix\Ъ\k]; 

.40: for j : = 1 step 1 until entier ((yЗ — y2 + \)/2) do 
b:=6 + l ; y\:=y\ + 1; y2: = y2 - 1; 
if y\ ^ entier (o;min2[Ä;]/2) then go to A0 else 

A\: y2:=y\ + \; yЗ: = d[k] - y\ - y2; 
if yЪ > y2 then 
begin for j : = 1 stзp 1 until entier ((yЪ — y2 + l)/2) do 

ò: = b + l ; y\:=y\ + 1; go to A\ 
end else 

N: = b 
end B\; 
begin integer r, s, s\, s2, sЪ; 

integer array x\, x2, xЪ[\:N]; 
r: = 1; 5І: = æminЦÄ;]; 
^12:52: = 5І + 1; 
^13:53: = 52 + 1; 
.44:5 : = 5І + 52 + 53; 
if 5 = d[k] then go to .46; 

53: = 53 + 1; 
if 53 ^ 2 x n then go to Aá; 
A5:s2: = 52 + 1; 
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if 52 ^ 2 x ^ — 1 then go to A3; 
si: = si + 1; 

if si < #maxl[&] then go to A2; 
_46:a;l[r]: = sl;x2[r]: = s2; x3[r]: = s3; 
if r < N then begin r: = r + 1; go to A5 end 

end B2; 
B3: begin integer m, p; 

integer array H[l:6 x N, 1:3]; 
m: = 1; 
for p: = 1 step 1 until N do begin 
H[m ,1] = xl[p]; Җm ,2] = x2[p]; Җm ,3] = xЗ[p] 
Җm + 1,1] = я?l[p]; Җm+ 1,2] = xЗ[p]; Җm + 1,3] = x2[p] 
Җm + 2,1] = я?2[p]; Я[m + 2 , 2 ] = xl[p]; Я[m + 2,3] . = xЗ[p] 
Я[m + 3,1] = ж2[p]; Я[m + 3 , 2 ] : = xЗ[p]; Җm + 3,3] ' = xl[p] 
H[m + 4,1] = *3[p]; Я[m + 4 , 2 ] = xl[p]; H[m + 4,3] • = x2[p] 
Җm + 5,1] = я?3[p]; Я[m + 5,2] :=x2[p]; Я[w + 5,3] = xl[p] 

m: = m + 6 end; 
end BЗ; 
Bá: begin integer i, A, ø, / , q, z, T, Tl, P, Q,B,M; 

integer array t[l:n], K[l:n, 1:3]; 
h: = 0; i: = 1; t[i]: = 1; 

_47: for g: = 1, 2, 3 do K[i, q]: = Яp[i], g]; 
if i = n then 

begin h: = h + 1; prmř (A); 
for /: = 1 step 1 until n do 

for g: = 1, 2 do print (K[f, g]); 
i: = i — 1; go to __11 

end; 
z: = l ; 

_48 5Г: = Іî[i, 3] - Я[z, 1]; 
if T + Othen 

_49 begin z: = z + l ; i f z ^ 6 x N then go to __8 else 
if i = 1 then 

_410: begin t[i]: = t[i] + 1; if t[i] O X І V then 
go to _47 else go to END 

end else 
All: begin z: = t[i] + 1; 

_412: Tl: = H[t[i], 1] - Я[z, 1]; 
i fУl Ф Othen 

begin z: = z + 1; i f z ^ 6 X N then go to _412 else 
begin i: = i — 1; if i = 1 then go to_410; 
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go to All 
end 

end else begin i: = í — 1; go to -413 end 
end 4 1 1 

end 4 9 else 
4 1 3 : begin for R: = 2,3 do 

for P: = 1 step 1 until i do 
for Q: = 1,2 do 

begin M: = K[P, Q] - H[z, R]; 
if M = 0 then go to 4 9 else 

if i = n — 1 A -KIM] = H[z, 3] then go to 4 1 4 
end; 

4 1 4 : begin i: = i -f- 1; t[i]: = z; 
if i ^ n then go to 4 7 

end 
end 4 1 3 ; 
END: k: = k+l;ifk^m then go to 4 ; 
STOP: 
end B4t 
end programu 
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Výskumné výpočtové středisko 
s účasťou programu OSN pre rozvoj, 

Bratislava 

ОБ ОДНОМ АЛГОРИФМЕ В ОБЛАСТИ ГРАФОВ С ОЦЕНКОЙ ВЕРШИН И РЕБЕР 

Йозеф Шайда 

Резюме 

Эта статья занимается решением следующей проблемы: Найти простое отображение 
множества вершин и ребер п — угольника на множество чисел 1,2, ...,2п — такое, для 
которого сумма чисел соответствующих двум любым соседным вершинам и ребру 
лежащему между ними в заданном п— угольнике — постоянное число. Найден алго
рифм для решения этой задачи на быстродействующей вычислительной машине. 
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