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Matematicky &asopis 19 (1969), No. 1

UBER DIE AQUIVALENZ LINEARER GEWOHNLICHER
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN »-TER ORDNUNG (n = 3,4)

JOZEF MORAVCIK, Zilina

EINLEITUNG

1. Mit grundlegenden Fragen, welche im Zusammenhang mit dem Begriff
der Aquivalenz linearer gewohnlicher Differentialgleichungen (im weiteren
nur Gleichungen) sind befassen sich Z. Husty in der Arbeit [4] und V. Seda
in der Arbeit [11]. In der vorliegenden Arbeit werden gewisse notwendige
und hinreichende Bedingungen der Aquivalenz der Gleichungen 3. und 4.
Ordnung gezeigt und durch deren Anwendung werden oszillatorische und
asymptotische Eigenschaften der Losungen bestimmter Klassen der dquiva-
lenten Gleichungen studiert. Um die Betrachtungen zu vereinfachen, be-
schranken wir uns auf das Studium der Gleichungen in halbkanonischer Form,
auf welche sich jede Gleichung unter den allbekannten Voraussetzungen von
Koeffizienten iibertragen lasst.

Definition 1. Es seien zwei Gleichungen derselben Ordnung n = 2 gegeben:

n
dsy
1 ym +§(2) plEH =0, g =—", s=1,2..,n

das
k=2
yO =y;
n
n dsv
(2) v h qe(£)vr=H = 0, p@) = L s=1,2,...,n;
S
k=2
V= ;

wo pr(x) € Co(l1), qx(§) € Co(l2), k=2,3,...,n; I, und I sind Inter-
valle. .

Wir werden sagen, dass die Gleichung (2) im Intervall I < I» der Gleichung
(1) em Intervall Iz < I dquivalent ist, wenn folgende zwei Bedingungen erfillt
sind:

1) Es existieren Funktionen &(x) € Cpyr (l12), H(x) € Cn(l1z) derart, dass
E(L1z) = I28,& () . H(x) + O in I, ist.
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2) Wenn v(§) die Losung der GQleichung (2) in Iy ist, dann ist die Funktion
(3) , y(@) = t(x) v [§(x)]

eine Losung der Gleichung (1) im intervali [15.

Das geordnete Paar der Funktionen [&(x), {(x)] werden wir als Triager der
Aquivalenz bezeichnen. Im Satz 5 der Arbeit [11] wird bewiesen, dass im
Falle von Gleichungen ohne rechte Seite, mit welchen wir uns weiter aus-
schliesslich beschiftigen werden, die zweite Komponente des Trigers der
Aquivalenz bis auf die Multiplikationskonstante durch die erste Komponente
eindeutig bestimmt ist. Deshalb werden wir die Aquivalenz der Gleichung (2)
in I5¢ zu der Gleichung (1) in 1, mit dem Triger der Aquivalenz [&(x), t(x)]
symbolisch derart (2) Isz ~ (1) 11z {é(x)} bezeichnen. Wenn uns der Triger
der Aquivalenz nicht wichtig erscheinen wird, werden wir die Aquivalenz
der Gleichungen ohne Symbol des Triigers der Aquivalenz schreiben, also
() Ins ~ (1) Inz.

Es ist klar, dass unter den angefiihrten Voraussetzungen von Funktionen
&(x), t(x) durch die Beziehung (3) eine isomorphe Abbildung Z der Menge
von Losungen der Gleichung (2) auf die Menge von Losungen der Gleichung (1)
von folgender Eigenschaft: wenn (&) eine beliebige Losung der Gleichung (2)
in Iz, und y(z) deren Bild bei der Abbildung Z ist, bildet &(x) die Menge
der Nullstellen der Losung y(x) in 115 auf die Menge der Nullstellen der Funk-
tion v(§) in I2¢ ab, auch mit der Erhaltung der Vielfachheit, definiert wird.

Aus den Resultaten, welche in der Arbeit [4], Teil III. bewiesen sind,
folgt, dass unter den Voraussetzungen pr(z) € Cn—i (I1), qr(£) € Cai(l2), k =
=2,3,...,m; (2) Ie¢ ~ (1) I12{&(x)} genau dann ist, wenn die erste Kompo-
nente &(x) des Trigers der Aquivalenz eine Losung des Systems nichtlinearer
Differentialgleichungen

3
2

Or(§)&'* = J(x), k=3,4,...,n;

b

(4) {& 2} +

im Intervall Iy, ist; wo {&, a} = }&":& — 3 £2:&2 die sog. Schwarzsche
d

Ableitung der Funktion &(x) im Punkte z ist,” = o’ Ox(&) bzw. x(x) sog.
z

Fundamentalinvarianten (vgl. [9]) der Gleichung (2) bzw. der Gleichung (1)
sind. Die zweite Komponente des Trigers der Aquivalenz ist dann beliebige
Funktion ¢(z), die durch die Beziehung #(x) = ¢ |&' (x)|@-®/2, wo ¢ & O eine
Konstante ist, definiert wird.

Die in der Definition 1 eingefiihrte Beziehung zwischen den Gleichungen
ist reflexiv, symmetrisch und transitiv (vgl. [11]) und erméglicht eine Zer-
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legung der Menge aller Gleichungen n-ter Ordnung in Klassen dquivalenter
Gleichungen zu definieren. Im weiteren Abschnitten dieser Arbeit werden
Eigenschaften der Losungen gewisser Klassen von Gleichungen 3. und 4.
Ordnung studiert.

I. DIE LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 3. ORDNUNG

2. Es sei eine Gleichung der dritten Ordnung
(L1) y" + 3pa(x)y’ + ps(x)y =0
gegeben, wo pa(x) € C1(l1), pa(x) € Co(l1) ist. Weil (sei [9]) I3(x) = ps(x) —

— 3p,(x) ist, bezeichnen wir ds(z) = b(x), ps(x) = A(x), um zu verein-
fachen. Nachher geht die Gleichung (1,1) in die Form

(a) y" + 24(x)y’ + [A'(x) + b(x)ly = 0,

wo A(z) € Ci(11), b(z) € Co(I1) ist, tiber.
Es sei weiter eine Gleichung

() B+ 241(8) + [Ai(8) + bi(E)o = 0
d
gegeben, wo * = 55_ , A1(&) € C1(12), b1(§) € Co(L2) ist.

Aus den in der Einleitung angefiihrten Resultaten folgt fiir die Aquivalenz
der Gleichungen (@) und (b) die folgende Behauptung, welche wir als einen
Hilfssatz formulieren:

Hilfssatz 1,1. (b)Is: ~ (a)[1z{&(x)}, wo Iz = I, Ia¢ < Iz ist; gilt genau
dann, wenn &(x) eine Losung des Systems nichtlinearer Differentialgleichungen

(1,2) {& x} + 3A41(8)82 = $A(x),
b1(£)&'3 = b(x);

im Intervall I, ist. Der Triger der Aquivalenz ist dann ein geordnetes Paar
der Funktionen [£(x), c(&'(x))™1], wo ¢ & O eine Konstante ist.

Definition 2. Wir werden sagen, dass die Funktion fi(x) tm Intervall I
eine fastgleiche Struktur (eine gleiche Struktur) der Nullstellen hat wie die Funk-
tion fa2(£) im Intervall Isg, wenn eine schlichte Abbildung &(x) des Intervalls 115
auf Iy existiert, welche in jedem Punkte x € I, die Ableitung &'(x) + O besttat
und die Menge der Nullstellen der Funktion filx) in Iz auf die Menge der Null-
stellen der Funktion fo(§) in Iz (mit der Erhaltung der Vielfachheit jeder Null-
stelle) abbildet.

Aus dem Hilfssatz 1,1 folgt unmittelbar:
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Hilfssatz 1,2. Es sei (b)[2e ~ (@)I12{E(x)} und b1(€) € Cr(I2¢), wo r irgendeine
natirliche Zahl ist. Wenn &(x) € Crsa(11z) ist, dann besitzt die Funktion b(x)
im Intervall I, die gleiche Struktur der Nullstellen wie die Funktion bi(&) im
Intervall Isz. Wenn r = 4 und &(x) ¢ Cri1(l12) ist, dann besitzt die Funktion b(x)
in Iy die fastgleiche Struktur der Nullstellen wie die Funktion bi(&) in Ios.

Beweis. Wenn (b)Iz¢ ~ (a)l1z{£(x)} gilt, dann erfiillt die erste Komponente
&(x) des Trigers der Aquivalenz nach dem Hilfssatz 1,1 das System (1,2).
Die Behauptung des Hilfssatzes 1,2 folgt aus der zweiten Gleichung des
Systems und aus der Formel

bim () = > PP(n)Em#+3{ba(E)n1,
j=0

wo &=§&(@x), n=2§":¢&, P'(n) ein bestimmtes Polynom von Variablen
7 nl g-1) ’ — ilst [b (f)]LS] _ dsbl(S) s—1.2 m: [b (f)][O] _
) s +eey M ) dx ) 1 dfs ) 9 &Ly eeey ) 1
= b1(§). Die Richtigkeit dieser Formel beweisst sich leicht durch die voll-
stindige Induktion nach der Ordnung m der Ableitung.
Bemerkung 1. Die Gleichung dritter Ordnung

y" + 24(x)y’ + A'(z)y = 0,

deren fundamentale Invariante identisch gleich Null in ihrem Definitions-
bereich I ist, heisst die selbstadjungierte Gleichung. Es folgt aus dem Hilfs-
satz 1,2, dass die selbstadjungierte Gleichung im Intervall I; oder in einem
Intervall I < I; wieder nur der selbstadjungierten Gleichung dritter Ordnung
im gewissen entsprechenden Intervall dquivalent sein kann. In der Arbeit [1]
bewies O. Boruvka die Existenz der durch die Cauchysche Anfangsbeding-
ungen bestimmten Losung der ersten Differentialgleichung (sog. Kummersche)
des Systems (1,2), welche ein Intervall ¢; < I auf ein Intervall iz = I, ab-
bildet, wobei das Intervall 7; bzw. 72 immer im bestimmten Sinne bis zur
Grenze des Intervalls I; bzw. I, langt. Das bedeutet, dass zwei beliebige selb-
stadjungierte Gleichungen 3. Ordnung immer in bestimmten Intervallen
dquivalent sind. Dieses Ergebnis folgt auch aus der Arbeit [6], die sich mit
gewissen Fragen der Theorie der Transformationen der selbstadjungierten
Gleichungen 3. Ordnung beschiftigt. Darum werden wir uns im weiteren
nur mit solchen Gleichungen 3. Ordnung der Form (a) beschéftigen, fiir
die in keinem Teil des Intervalls I; b(x) = 0 gilt.

Unter der Voraussetzung, dass b(x) € C2({1), b(x) + 0 fiir alle x e I; ist,
definiert man im Intervall I; die Funktion B(x) durch die Beziehung

1.3 B(z) = |4 ib'(x) ’ _1_[_1_&)_]2} : [b(x)]2/3
(1,3) (x) = {4(x) — 3 be) +2 3 b | | (2)]23.
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Von der Aquivalenz der Gleichungen (a) und (b) gilt
Satz 1,1. Es set
(1,4) (0)Mas ~ (A)12{é(x)},

wo Isg < Iz, Iny < Iy und b(x) + 0 in Iz, b(x) € C3(I1z) ist. Dann gilt bi(€) + 0
in Izg, b1(€) € Cs(l2¢) und folgende zwei Aussagen sind dquivalent:

1. Die erste Komponente &(x) des Tragers der Aquivalenz ist eine beliebige
Lésung des Systems der Differentialgleichungen

(1,5) {6, 2} + 3182 = 3A(), wely;
(1,6) & (@) = @I . [bu&]73, 2 ely.

2. Die erste Komponente &(x) des Tragers der Aqnivalenz ist eine beliebige
Liésung des Systems der Funktionalgleichungen, das aus den Qleichungen (1,6)
und

(1,7) Bi[é(x)] = B(x), x€lig,
16061 11872
wo By(§) = {Al(f) — [;bizg] + — [E bii;] } : [01(£)]273 ist, besteht.

Beweis. Wenn (1,4) und b(z) # 0 in J1; gilt, dann folgt aus dem Hilfssatz 1,2,
dass b1(&) + 0 in Iys ist. Wenn ausserdem b(x) € Cs3(1z) ist, dann erhalten
wir aus dem Hilfssatz 1,1 mit Beniitzung der zweiten Gleichung des Systems
(1,2), dass b1(&) € C3(I2¢) ist. Dem Hilfssatz 1,1 nach erfiillt die erste Kompo-
nente &(x) des Trigers der Aquivalenz in I3, das System (1,2), das unter den
gegebenen Voraussetzungen sichtlich mit dem System (1,5), (1,6) identisch ist.
Es sei nun £(x) eine beliebige Losung der Gleichung (1,6) in Ji;. Die Kum-
mersche Gleichung (1,5) iibertragen wir in die Form

[
(1,8) 2{¢, x} + A1(6)82 = A(w).

ﬁis der Gleichung (1,6) erhalten wir stufenweise durch zweifache Differen-
tiation:
1 w[thB 1mm[uwrﬁ
@)=~ o |
3 b(x) | bi(8) 3 b1(8) | b1(8)
yu—{lﬁﬁ][ v [lwm]rwqm [1mm](>
ba(£) 3 b(x) | |bi(€) 3 01(8) | ba($)

_1h® ()er”+2Fa@rmm
3b1(§)  blx) [ba(8) R GIRGE
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Wenn wir diese Resultate in die Formel 2{¢, 2} =&":& — 2&72:£2 ein-
setzen, erhalten wir

sty — |LEE] _1[P@ ] [b(x)r"*{[in(f) ]‘_ 1 [61(5) ]2}
SR FRTY RS ET) B PO | EX0) B e N
Nach der Einsetzung in (1,8) und einer einfachen Umformung erhalten wir
die Beziehung

)] 1[v@]? [b@) ] b 1k 2
- + Ay(8) — + = = A(@),
3b(x) 2 | 3b(x) b1(&) 3b1(£) 2 | 3D1(8)
aus der es sichtbar ist, dass die Losung der Gleichung (1,6) eine Losung der
Differentialgleichung (1,5) dann und nur dann ist, wenn sie die Funktional-
gleichung (1,7) erfiillt. Damit ist die Behauptung des Satzes bewiesen.

Bemerkung 2. Aus der Behauptung des Satzes 1,1 ist es offenbar, dass bei
der Punktabbildung

(1,9) §=§@), y=t@p

welche die Form der Gleichung (a) erhilt, sich weder die Form noch der Wert
der durch die Beziehung (1,3) definierten Funktion B(x) dndert. Darum werden
wir sie die absolute Invariante der Gleichung (a) nennen.

Aus den Hilfssétzen 1,1 und 1,2 und aus dem Satz 1,1 erhalten wir gleich
diesen Satz:

Satz 1,2. Dann und nur dann, wenn (1,4) gilt, b(z) + 0 in Iz, b(x) € C3(l12)
ist, gilt b1(&) + 0 in Ise, b1(&) € O3(12¢), (1,6), (1,7).

3. Die obenangefiihrten Resultate beniitzen wir jetzt bei der Untersuchung
der Bedingungen unter welchen die Gleichung (a) im Intervall I = (a,b),
— 0 = a <b £ oo; einer Gleichung

(1,10) b+ 2a0 + by = 0

einer gleichen Form mit konstanten Koeffizienten; wo b & 0 ist; im gewissen
Interval I dquivalent ist. Es ist leicht erkennbar, dass die absolute Invariante
Bi(§) der Gleichung (1,10) identisch gleich der Konstante K = a : 523 fiir alle
£ e (— o0; o) ist. Darum ist es natiirlich mit Berlicksichtigung auf die Be-
hauptung des Satzes 1,2 die folgende Definition einzufiihren:

Definition 3. Wir werden sagen, dass die Gleichung (a) zur Klasse K im
Intervall I gehort, wenn in I: b(x) + 0, b(x) € C3(I) und B(x) = K gils.

Offenbar ist es am geeignetsten als den Reprisentanten der Klasse K
die Gleichung
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(K) v+ 2Kv +v=0,
wo K eine Konstante ist, zu wihlen.
Aus dem Satze 1,2 folgt umgehend

Satz 1,3. Die Qleichung (a) gehort zur Klasse K im Intervall I dann und nur
dann, wenn (K)o ~ (a)I{&(x)} ist, wobei

(1,11) &(x) = f[b(t)]l/‘*dt +c,x0el; tx) = ci[b(x)]13,

wo ¢1 *+ 0, ¢ Konstanten sind;
(1,12) Io = (o, B), bzw. Ip = (B, ),

wo « = &(a), B = &(b) ust, gilt.

Bemerkung 3. In der Behauptung des Satzes 1,3 und im weiteren ver-
stehen wir unter dem Symbol &(@), bzw. £(b) im Falle, wenn a, bzw. b eine
uneigentliche Zahl ist, die Grenze in dieser Zahl, die entweder eigen oder
uneigen offenbar immer existiert.

Aus dem Satze 1,3 ergeben sich diese Folgerungen:

Folgerung 1. Die Gleichung (a) gehort zur Klasse K im Intervall I dann
und nur dann, wenn sie ein Fundamentalsystem der Losungen dieser Form

(1,13) yi(x) = t(x)vi[&(=)], 1 =1, 2, 3 ist; hat,

wo vy(£), 1 =1, 2, 3 ein Fundamentalsystem der Losungen der Gleichung (K)
im Intervall Iy bilden, wobei &(x), t(x), bzw. Iy durch die Beziehung (1,11)
bzw. (1,12) bestimmt sind.

Beweis. Es folgt aus dsm Satz 1,3, dass die Funktionen (1,13) Losungen
der Gleichung (@) in I sind und nach der Behauptung des Hilfssatzes 1 der Ar-
beit [11] sind sie dann und nur dann linear unabhéngig, wenn die Gleichung (a)
zur Klasse K im Intervall I gehort.

Folgerung 2. Die Gleichung (a) gehort dann und nur dann zur Klasse K
im Intervall I, wenn sie folgende Form

119 iy b(z) | 1@ 2 + K[b@)RBy +
J y 3b(z) 2 | 3b(x) !
L[r@] _ [r@ ] . [ e |2 K[b(x)]'”ab,'(x) - b(x)] =0
3b(a) 3b(@)] [3b@@)] 3 .

hat.
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Beweis. Die Form (1,14) erhalten wir aus der Form (a) durch Anwendung
der Beziehung (1,3), wo B(z) = K ist.

Bemerkung 4. Die Gleichung (1,14) ldsst sich durch die Substitution

x) = bf3¢-D(x), wo b % 0, » + 1 Konstanten, f(z) € Cs(I), f(x) > 0 fiir alle
xz € I sind, in die Form

(1,16)  f3(= y'” + f@)laf?(@) + (1 — vz)f'z — Df@)f" @)y’ +
+ {6f¥(@@) + (v — 1) [af Z(@)f (x ( )f 3(x) —
— (0 + 2)f@)f (@)f () + f 2(96)f "(@)]}y =0,

wo @ = Kb?3 ist, iibertragen. Jede Gleichung der Form (1,15) ldsst sich durch

die Transformation der Form (1,9), wo &(x) = .|. frYE)dt +¢, o€, ¢ eine

Konstante bedeutet, {(x) = f1-*(x), ist, auf die Glelchung (1,10) mit konstanten

Koeffizienten ubertra.gen
Wenn wir in einem speziellen Falle in der Gleichung (1,15) f(x) = « ersetzen,

erhalten wir fiir x > 0 die Gleichung
2y + a(az® + 1 —2)y’ + [ba¥ + a(y — a2 + 92 — 1y = 0,

die sich fiir » + 0 auf die Gleichung (1,10) durch Transformation von & = »~1a?,

y =-xl7*v sich iibertragen lasst. (Wenn » = 0 ist, ist die betreffende Gleichung

eine Eulersche Gleichung mit denselben Dimensionen, die sich auf die Gleichung

mit konstanten Koeffizienten durch die allbekannte Transformation iiber-
tragen lasst.) Dieses spezielle Ergebnis ist — wie E. Kamke (vgl. [5], Teil II1.,
3.62) anfithrt — in der Arbeit A. Chiellini, Rendiconti Cagliari 9 (1939),
S. 142155 abgeleitet worden.

Die Gleichung

@ 4 24@) + [A() — b)) = 0,

wo A(x) € C1i(I), b(x) € Co(I) ist, nennt man eine adjungierte Gleichung zur
Gleichung (a). Weil die absolute Invariante der Gleichung (a) mit der absoluten
Invariante der Gleichung (@) identisch ist, ist es klar, dass die Gleichung (a)
zur Klasse K im Intervall I dann und nur dann gehort, wenn die Gleichung (a)
zur Klasse K im Intervall I gehort. Daraus und aus dem Satz 1,3 ergibt sich

gleich die

Folgerung 3. Es gilt (K)Io ~ (a)[{&(x)} dann und nur dann, wenn (K)Io ~
~ (@)I{&(x)} ist, wo &(x) = — &(=), o eine Menge eines solchen & € (—c0; )
ist, wo —& € Ip ist, wobei &(x) bzw. Iy durch die Beziehung (1.11) bzw. (1,12)
gegeben sind.

4. In diesem Abschnitt der Arbeit werden wir uns mit dem Studium der
oszillatorischen und asymptotischen Eigenschaften der Losungen der Gleich-
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ungen der Form (a), die zur Klasse K im Intervall I = (a; o) gehoren,
wo a eine Konstante bzw. — co ist, beschéftigen. Unter der Losung der Gleich-
ung werden wir nur eine nichttriviale Losung verstehen. Die Losung der
Gleichung werden wir nichtoszillatorisch im Intervall I nennen, wenn sie
in diesem Intervall hochstens eine endliche Zahl von Nullstellen hat. Wenn
die Losung der Gleichung im Intervall I eine unendliche Zahl von Nullsteilen
hat, werden wir sie oszillatorisch im Intervall I nennen. Von der Gleichung,
die im Intervall I alle Losungen nichtoszillatorisch hat, werden wir sagen,
dass sie im Intervall I nichtoszillatorisch ist. Eine solche Gleichung, die im
Intervall I sowohl oszillatorische als auch nichtoszillatorische Losungen hat,
werden wir oszillatorisch im Intervall I nennen. Wir werden eigentlich oszilla-
torisch im Intervall I eine solche Gleichung nennen, die im Intervall I alle
Losungen oszillatorisch hat.

Hilfssatz 1,3. Die Gleichung (K) ist nichtoszillatorisch im Intervall (e, o),
o« = —oo, bzw. im Intervall (—oo; B), p < oo dann und nur dann, wenn

33,
K < _sz ist.

33, _
Wenn K > ~ V2 ist, hat die Qleichung (K) im Intervall («, ©), « = — o0

eine einzige Losung (bis auf die Multiplikationskonstante) ohne Nullstellen,
welche gegen Null fir &£ — oo strebt und deren alle sonstigen Lisungen oszilla-
torisch und unbegrenzt in diesem Intervall sind.

Beweis. Alle Wurzeln der charakteristischen Gleichung

(1,16) B+2KA4+1=0
L 33
der Gleichung (K) sind bei K £ — " V2 reell (vgl. [10], S. 114). Es ist offenbar,

dass in diesem Fall das Fundamentalsystem der Losungen der Gleichung (K)
nichtoszillatorische Losungen bilden und so sind alle Lésungen der Gleichung
(K) nichtoszillatorisch.

33, _
Wenn K > — ” V2 ist, hat die charakteristische Gleichung (1,16) die einzige

reelle Wurzel 4;, die man dem Descartesschen Satz nach als negativ beweisen
kann und zwei nichtreelle komplexe konjugierte Wurzeln: A3 = pu + i»,
v + 0. Nach der Faktorzerlegung der linken Seite der Gleichung (1,16) wird
es leicht bewiesen, dass = —341 >0, v =} V3l§ + 8K ist. Darum hat
die allgemeine Losung der Gleichung (K) in diesem Fall die Form:

1,17) v = c1 exp (A &) + exp (—34é) . (c2 cos & + c3 sin ¥E),



wo ¢;, © = 1, 2, 3 beliebige Konstanten sind. Es ist ersichtlich, dass die nicht-
oszillatorische Losung v1 = exp (41€) gegen Null fiir £ — co strebt und jede
Losung der Form (1,17), fiir welche ¢; = 0 ist, oszillatorisch ist, wobei
Fn |v(&)| = oo ist. Daraus folgt, dass jede Losung der Form (1,17), fiir welche

wenigstens eine Konstante aus cz, c3 von Null verschieden ist, oszillatorisch
und. unbegrenzt im Intervall («, c0) ist. Damit ist die Behauptung des Hilfs-
satzes bewiesen.

33 _
Bemerkung 5. Es ist offenbar, dass im Fall K > — " V2 die Behauptung

des Hilfssatzes 1,3 fiir das Intervall (— oo, ), wo 8 < oo ist, nicht gilt. In diesem
Intervall ist ndmlich jede Losung der Form (1,17) der Gleichung (K), fiir
welche ¢; + 0 ist, nichtoszillatorisch und man kann von oszillatorischen
Losungen der Gleichung (K) in diesem Intervall nur soviel sagen, dass sie
ein System mit zwei Parametern bilden.

Satz 1,4. Es gehore die Gleichung (a) zur Klasse K im Intervall . Dann gilt:
1. Sie ist nichtoszillatorisch im Intervall I dann und nur dann, wenn entweder

a)K = — - V2 oder b) K > — — V2 ist und f [b(¢)]¥/3 dt konvergiert.
33
2. Sie st osz@llatomsch im I ntervall I dann und nur dann, wenn K > — — V2

ist und f [b()]V/3 dt divergiert, wobei es gilt:

a) Wenn b(x) > 0 ist, hat die Gleichung (a) im Intervall I die einzige Losung
ohne Nullstellen bis auf den Multiplikationsfaktor.

b) Wenn b(x) < O ist, bildet die Menge der Losungen der Gleichung (a),
welche im Intervall I oszillatorisch sind, ein System mit zwei Parametern.

Beweis. Die Richtigkeit der Behauptungen des Satzes folgt vor allem
aus dem Satz 6 der Arbeit [11], dem Satz 1,3 und dem Hilfssatz 1,3. Die Be-
hauptung 1. unter der Voraussetzung b) folgt weiter daraus, dass die durch
die Beziehung (1,11) definierte Abbildung &(z) das Intervall I auf das durch
die Beziehung (1,12) definierte Intervall Ip, worauf jede Losung der Gleich-
ung (K) hochstens eine endliche Zahl von Nuilstellen hat, abbiidet.

Nach dem Satz 9 der Arbeit [2] besitzt jeds Losung der Gleichung (a)
mit einer Nullstelle im Intervall I eine unendliche Zahl von Nulstellen in diesem
Intervall bei b(x) 2 0 dann und, nur dann, wenn wenigstens eine Losung
der Gleichung (a) eine unendliche Zahl von Nullstellen im Intervall I besitzt.

Im Falle 2. hat die Gleichung (@) nach d>r Folgerung 1 des Satzes 1,3
das Fundamentalsystem der Losungen:

(1,18)  y1(x) = [b(x)]7"/3 exp [Au( f [B()]V3 dt + )],
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y2(x) = [b(x)]71/3 exp [—%ll(fz[b(t)]”sdt + ¢)] cos [¥( [ [b(t)Jv2dt + )],

Zo

x

ys(x) = [b(x)]71/3 exp [—%h(f[b(t)]”3 dt + ¢)] sin [( [ (&)1 dt 4 )];

Zo

wo A1 < 0 die reelle Wurzel der Gleichung (1,16), » & 0 der Imaginérteil ihrer
komplexen Wurzel ist. Die Losung v ist offenbar nichtoszillatorisch im Inter-
vall I, ys, y3 sind jedoch lineare unabhéngige oszillatorische Losungen in diesem
Intervall.

a) Wenn b(x) > 0 ist, ist es leicht festzustellen, dass jede Losung der
Gleichung (a) der Form ciy: -+ c2y2 + csys, wo wenigstens eine dsr Zahlen
¢z, ¢3 von Null verschieden ist, wenigstens eine Nullstelle im Intervall I hat
und darum ist sie oszillatorisch im Intervall I nach dem obenangefiihrten
Satz von M. Gregus.

b) Im Falle b(x) < 0 ist offensichtlich jede Losung der Form cayz - csys
oszillatorisch, und aus der Bemerkung 5 folgt es, dass unter dieser Voraus-
setzung im allgemeinen keine kréftigere Behauptung gilt.

Bemerkung 6. Aus dem Obenangefiihrten folgt es, dass die Gleichung (),
die zur Klasse K in einem begrenzten Intervall I = (a; b)), —c0 <a < b < o0,
gehort, in diesem Intervall dann und nur dann oszillatorisch ist, wenn K >

33— b
> — " V2 ist und das Integral f [b(¢)]+/3d¢ divergiert. -

Beachten wir zunichst die asymptotischen Eigenschaften der Losungen
der Gleichung (a) fiir einen nichtoszillatorischen Fall. Es gilt:

Satz 1,5. Es gehire die Qleichung (a) zur Klasse K im Intervall I, wobes

33, ©
K= — Z V2 ist. E's konvergiere f [6(2)]V/3 dt und es gelte:
a

lim b(x) = lim i) = lim b_’(x_) ,[b(x)]—lla' =0
Z>0 T 2o b(x) e b(x) -

Dann gilt es von jeder nichttrivialen Lésung y(x) der Gleichung (a): lim y(x) =
= 4 0. . >0
33,_
Beweis. Betrachten wir zuerst den Fall, wenn K < — " ]/2. Dann gilt

es von Wurzeln der charakteristischen Gleichung (1,16), die alle reel sind:
A <0, 22,43 > 0, 22 + A3. Darum besitzt die allgemeine Losung y(x) der
Gleichung (@) nach der Folgerung 1 des Satzes 1,3 die Form:
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(1,19)  y(x) = [b(x)]713[Crexp (4 f [6(1)]'/3dt) + Cz exp lzf [b($)]/3d¢) +

Lo

+ Oy exp (7o | (1Y) = B@)Pu(e); zoe .

Es sei y(z) eine beliebige nichttriviale Losung der Gleichung (a). Bezeichnen

3
wir Ly = hm exp (lif[b HRAe), ©+ = 1, 2, 3. Offeubar gilt: llm u(@) = Cily.

il
Wenn hm u(x) *0 1st dann ist lim y(x) = 4 o0, denn nach der Voraus-
2->0 2->00
setzung hm b(x) = 0, daher auch ]1m [b(x)]'3 = 0. Es sei Z CiL; = 0. Dann
=1
3u'(x) .
gilt nach der 1'Hospitalschen Regel hm y(x) = lim ——— ., Weil

o [b(z)]-2/3Y'(x)
w'(x) = [b(x)]/3 2 Cils exp (L f Th(t)11/3dt) = [b(x)]/3v(x) gilt, wird es lim y(2) =

i=1
v(x
=31 m—b—’((—)— sein. Wenn lim v(x) = > O'M,;Li #+ 0 ist, dann gilt lim y(z) =
X->0 X » L i=1 Z->
= 4 o0, denn nach der Voraussetzung ist lim @) = 0. Wenn doch
T->0 x

Z CihiLy = 0 ist daun gilt wieder nach der 1’Hospitalschen Regel: hm

2=1

{
y(x) =3 liln iv "(@) : [b((xx))] ].Weil v'(z) = [b(x)]1/3 ZOZzexp (As f [b(t)]1/3dE) =

= [b(x)]1/3 2(x) ist, ist lim y(x) = 3 lim'[z(x) : [l;((x)) } .b(x)]—l/a}.
Z->00 X->0 X

Wenn lim z(z) = Z C2L, # 0 ist, dann ist lim y(x) = & oo, weil die Grenze
Z->0 aT->0

=1
des Nenners des letzten Bruchs nach der Voraussetzung verschwindet. Der Fall

Z C2:L; = 0 ist nicht moglich, weil in einem derartigen Fall folgendes gelten

wurde

(1.20) LiC1 -+ LeC2+ IL3C3=0,
MInC1 + A2L2C2 + A3L3C3 = 0,
Afl)lO’l + }.‘éLzO'z + 1§L303 = 0.

Die Determinante des Systems (1,20) der linearen algebraischen Gleichungen
ist doch, wie man leicht feststellt, von Null verschieden, weil sie kein Null-
faktor der Vandermondschen Determinante der von einander verschiedenen
Zahlen A1, A2, As ist. Das bedeutet, dass das System (1,20) nur eine triviale
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Losung hat. Das steht im Gegensatz zur Voraussetzung, dass die betrachtete
Losung y(x) der Gleichung (@) nichttrivial ist.

33 _
Im Fall K = — " V 2 hat die charakteristische Gleichung (1,16) eine nega-

tive Wurzel 4; und eine positive Doppelwurzel 15. Darum wird die Gleichung ()
die allgemeine Losung der Form:

y(z) = [b(x)]"3[Crexp (AJ [b(t)/3dt) + (Ca + Oaf[b(t)]wdt) .exp (A2 f[b(t)]l/sdt)]

haben. Die Behauptung des Satzes beweisst man durch ein gleichartiges
Verfahren wie im vorigen Fall mit dem Unterschied, dass wir den abschliess-
enden Gegensatz aus dem System

L1+ L0 + LLC3 =0,
MLCy + A2L2Ca +- (1 4 22L)L:C3 = 0,
lleol + Z%Lzoz + [A2 + A2(1 4+ A2L)]L:C3 = 0;

L]
wo L; = 11m exp MJ. [b@)3dt); e =1,2; L = hm f[b (8)]1/3d¢, dessen Determi-

nante, wie man lelcht feststellt, den Wert L L2(11 — 22)2 + 0 hat, ableiten.

Bemerkung 7. Die Menge Funktionen b(x), die die Voraussetzungen
des Satzes 1,5 zum Beispiel im Intervall (1; oco) erfiillen, nicht leer ist. Wie
man leicht feststellt, gehort zu ihr z. B. die Funktion b(x) = z~4.

Satz 1,6. Es gehore die Gleichung (a) zur Klasse K wm Intervall I, wobei
3%, _ @

K< — " ]/2 ist. Bs divergieref [b()]2/3dt, b(x) sei begrentzt im Intervall I und
a

lim b(z) (wenn es existiert) sei verschieden von Null. Dann:

Z->0
1. Wenn b(zx) > 0 ist, hat die Gleichung (a) gerade eine solche Lésung (bis
auf die Multiplikationskonstante), fir die lim y(x) = 0 g¢ilt. Wenn ausser

den obenangefishrten Voraussetzungen auch b'(x) und b"(x) im Intervall I begrenzt
sind, st fir diese Losung llm y "(x) = 11m y"(x) = 0.

2. Wenn b(x) < 0 ist, emstzert ein zwe@pammetmsches System der gegen Null
fir & — oo strebenden Liosungen der Gleichung (a).

Beweis. Unter den angefiihrten Voraussetzungen hat die Gleichung (a)
die durch die Beziehung (1,19) definierte allgemeine Losung.

1. Wenn b(x) > 0 ist, gilt offenbar ilrg y1(x) = 0, wo

yi(@) = [b(x)]71/3 exp (4 ?[b(t)]l’g’dt)-

29



Es ist leicht zu beweisen, dass jede Losung der Form (1,19), wo wenigstens
eine der Zahlen C;, 7 = 2,3, von Null verschieden ist, eine uneigentliche
Grenze fiir x - oo hat. Die Losung y1(x) ist darum mit der angefiihrten Eigen-
schaft bis auf die lineare Abhingigkeit einzig.

Es seien auch b'(z) und b”(z) im Intervall I begrenzt. Da

Y1(@) = (I — 3b'(@)[b(x)]4} exp ( hf [b(t)2dt),
i(e) = @) SBEDEP — § 1 (@)[b(@) 7 + 3’ @)L —
~ %b"(x [b(a) 145} exp (1  (B(H]1/5d);

gilt offenbar lim y;(x) = lim ¥{(z) = 0, weil lim exp (4 f [B(2)]1/3d¢t) = O ist.
Z>00 Z->0

Z->0
x

2. Wenn b(z) < 0 ist, wird es hm exp Mf[b (¢)]1/3 dt) = 0 fur ¢ = 2,3 sein,

und darum strebt jede Losung der Form (1 19) der Gleichung (a), fur die
C1 = 0 ist, gegen Null fiir z — co.

Damit ist die Behauptung des Satzes bewiesen.

Der Hilfssatz 1,3 stellt den asymptotischen Charakter der Losungen der
Gleichung (K) im oszillatorischen Fall dar. Die dort angefithrten Eigenschaften
kann man auf adie Losungen der zur Klasse K im Intervall I gehérenden
Gleichung (@) nur teilweise iibertragen, wie

Satz 1,7. beweist. Hs gehire die Gleichung (a) zur Klasse K im Intervall I,
3 3 ©
wober K > — n V2 tst. B divergiere f [b(2)1/3d¢ ,es sei b(x) begrenzt im Inter-

vall I und lim b(x) (wenn es existiert) verschieden von Null. Dann:

1. Wenn b(x) > 0 ist, strebt die Losung der Qleichung (a) ohne Nullstellen
gegen . Null far x — oo und jede Losung der Qleichung (a), die wenigstens eine
Nullstelle im Intervall I hat, ist unbegrenzt.

2. Wenn b(x) < 0 ust, tst jede nichtoszillatorische Losung der Qleichung (a)
im Intervall I unbegrenzt und jede oszillatorische Liosung strebt gegen Null fir
x — 0.

Beweis. Wie wir schon wissen, besitzt die Gleichung (@) in diesem Fall
das durch die Beziehung (1,18) definierte Fundamentalsystem.

Wenn b(z) > 0 ist, besitzt jede Losung der Gleichung (a), die die Form Ciyi,
C1 + 0 hat, keine Nullstelle. Jede Losung der Form Ciy; + Cayz + Csys,
wo wenigstens eine von den Konstanten C2, Cs verschieden von Null ist,
ist oszillatorisch.

Wenn b(x) < 0 ist, ist jede Losung der Form Ciy; + Cayz + Csys, woCy % 0
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ist, nichtoszillatorisch und jede Losung der angefiihrten Form, wo C; = 0
und C: bzw. C3 verschieden von Null ist, ist oszillatorisch.

Die Behauptungen des Satzes erhalten wir aus dem obenerwihnten durch
die einfache Anwendung der Sétze iiber Grenzwerte.

II. DIE LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 4. ORDNUNG

In diesem Kapitel werden wir uns mit den mit der Aquivalenz der Gleich-
ungen vierter Ordnung zusammenhéngenden Fragen beschiftigen. Weil die
angefiihrten Resultate in den meisten Fillen durch dhnlichen Betrachtungen,
wie im Falle der Gleichungen dritter Ordnung abgeleitet werden, werden wir
Beweise der Behauptungen entweder gar nicht oder nur in einer abgekiirzten
Form anfiihren.

5. Betrachten wir die Gleichung

(2.1) YD + 6pa(x)y” + 4ps(x)y’ + pa(z)y = 0,

wo pir(z) € Cs_x(l1), k = 2, 3,4 ist. Wir wissen schon, dass d3(x) = p3(z) —
— Ipy(x) ist. Es ist nach [9] da(x) = pa(x) — 2ps(x) + £ P5(x) — [3 pa(x)]2.
Wenn man A(z) = 2 pa(x), b(xr) = 2 9s(x) und w(x) = F4(x) bezeichnen wird,

kann man die Gleichung (2,1) in die Form

(4) Y@ + 104(x)y” + [104'(x) + 2b(2)]y" +
+ {3[34%(2) + 4"(@)] + ¥'(x) + o(x)}ly =0,

d
wo A(x) € Cz(I1), b(z) € Ci(11), w(x) € Co(l1), ' = d_ ist, libertragen.
x

Es seien die Gleichung (4) und die Gleichung

(B) v® 4 1041(8) + [1041(8) + 2b1(&)I +
+ {3[42(8) +A4 1(&)] + b1(8) + wr(&)}v = 0,

d
wo Ai1(£) € Co(12), b1(8) € C1(L2), wi(§) € Co(I2), . = d_é-' ist, gegeben.

Wieder werden wir als einen Hilfssatz die aus den in der Einleitung er-
wahnten allgemeinen Resultaten der Arbeit [4] hervorgehende notwendige
und hinreichende Bedingung der Aquivalenz der Gleichungen (4) und (B)
formulieren.

Hilfssatz 2,1. (B)Iss ~ (4)12{&(x)}, wo Iz < I3, I1z < I ist, dann und nur
dann, wenn die erste Komponente &(x) des Trdgers der Aquivalenz eine Lésung
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des Systems nichtlinearer Differentialgleichungen

(2,2) {& 2} + A1(£)§2 = A(a),
(2,3) b1(£)5"® = b(x),
(2,4) w1(£)§"* = ()

im Intervall I, ist. Der Trdger der Aquivalenz ist dann ein geordnetes Paar
der Funktionen [£(x), ¢ |&'(x)|~3/2], wo ¢ & O eine Konstante ist.

Unmittelbar aus dem Hilfssatz leitet man &dhnlich wie den Hilfssatz 1,2
leicht den Hilfssatz 2,2 ab:

Hilfssatz 2,2. Es sei (B)Isz ~ (A)I1:{&(x)} und b1(%) € Cr(L2e) [wi(§) € Cr(I2¢)],
wo r irgendeine natirliche Zahl ist. Wenn &(x) € Cria(l1z) ist, dann besitzt
die Funktion b(x)[w(x)] itm Intervall I, die gleiche Struktur der Nullstellen
wie die Funktion b1(§) [wi(&)] im Intervall Iog.

Wenn r 2 5 und &(x) ¢ Cria(l1z) ist, dann besitzt die Funktion b(zx)[w(z)]
in Iz die fastgleiche Struktur der Nullstellen wie die Funktion bi(€)[wi(£)] in Iae.

In beiden Fillen gilt fir alle x € I,

(2,5) sgn wi[£(x)] = sgn w(x).

Bemerkung 8. Die Gleichung (4), fiir die im Interval I < I; b(z) = 0
und w(zx) = 0 ist, nennt man die Gleichung mit Nullinvarianten bzw. die
iterierte Gleichung (vgl. [3]) vierter Ordnung im Intervall I. Aus dem Hilfs-
satz 2,2 folgt es, dass die iterierte Gleichung wieder nur der iterierten Gleichung
dquivalent sein kann, und wie die Resultate der Arbeit [7] beweisen, sind
zwei iterierte Gleichungen vierter Ordnung auf gewissen Teilen ihrer Inter-
valle der Definition immer &dquivalent. Weil die Gleichungen mit Nullin-
varianten in einigen Arbeiten von Z. Husty und in der Arbeit [12] von V.
Seda behandelt worden sind, werden wir uns mit ihnen im weiteren nicht
beschiftigen. Wir werden voraussetzen, dass b(z) = w(r) = 0 fir die Glei-
chung (A4) gleichzeitig in keinem Teil des Intervalls I; gilt.

Unter der Voraussetzung, dass b(z) % 0 fiir alle x € I; ist, kann man in I;
eine Funktion

(2,6) D(x) = |w(@) V4. [b(x)]13
und, wenn ausserdem b(x) € Cz(I1) ist, auch eine Funktion
2,7 P(a) = {A(x) — ) ,+ v I [b(x)]2/3
’ (w) = 6b(z) 6b) | |
definieren.
Es gilt
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Satz 2,1. Es sei
(2,8) (B)2s ~ (A)12{é(2)},
wo Ige < Iz, Iny < Iy ist; und es gelte b(x) + 0 in Iiz, b(x) € Cs(l1z). Dann gilt
bi(&) + 0 in Iag, bi(€) € Cu(lze), (2,5) und folgende zwei Aussagen sind dqui-
valent:

1. Die erste Komponente &(x) des Trigers der Aquivalenz ist im Intervall Iz
eine beliebige Losung des Systems der Gleichungen (2,2),
(2,9) &' (@) = [b(x)]'3 . [ba(8)]723,
(2,10) Di[£(2)] = D(2);
wobei D1(&) = |w1(&)[1/4 . [b1(£)]7/3 ist.

2. Die erste Komponente &(x) des Trigers der Aquivalenz ist im Interveil Iig
eine beliebige Losung des Systems der Qleichungen (2,9), (2,10) und

(2,11) Pié(2)] = P(@),
0 |, [3u® |7 .
wo Wy(£) = [Al(a —~ [ ™ E)] + [ GbI(E)J } : [ba(§)]#3 ist.

Beweis. Es gelte (2,8) und b(x) # 0in I3;. Dann folgt aus dem Hilfssatz 2,2,
dass b1(&) # 0 in Iy ist. Wenn &(x) die erste Komponente des Trigers der
Aquivalenz ist, erfiillt sie in 11, nach dem Hilfssatz 2,1 das System (2,2) — (2,4)
und es gilt die Beziehung (2,5) nach dem Hilfssatz 2,2. Unter den angefiihrten
Voraussetzungen ist die Gleichung (2,3) mit der Gleichung (2,9) offenbar
dquivalent. Aus der Gleichung (2,4) bzw. (2,3) erhalten wir nach einer ein-
fachen Umformung |wi(&)[Y4E" = |w(x)|1/4, bzw. [bi(§)H3E" = [b(x)]/3. Nach
der Division der ersten Gleichheit durch die zweite erhalten wir aus diesen
Gleichheiten die Identitdt (2,10). Das System (2,2) — (2,4) ist also unter
den angefiihrten Voraussetzungen mit dem System (2,2), (2,9),(2,10) dquivalent.

Wenn b(z) € Ca(l1z) ist, folgt aus dar Gleichung (2, 3), dass bi(&) € Ca(L2¢)
ist. Es sei jetzt &(z) eine beliebige Losung der Gleichung (2,9) im Intervall I;.
Man zeigt dhnlich, wie im Beweis des Satzes 1,1, dass sie die Gleichung (2,2)
dann und nur dann erfiillt, wenn die Beziehung (2,11) gilt.

Damit ist die Behauptung dss Satzes bewiesen.

Bemerkung 9. Aus dem Satz 2,1 folgt es, dass die Funktionen @(x) und
¥ (x), welche durch die Beziehung (2,6), bzw. (2,7) definiert sind bei der Trans-
formation (1,9), die die allgemeinste Punkttransformation, die die Form der
Gleichung (A) erhilt, ist — wedar die Form noch dsn Wert dndert. Darum
werden wir sie die erste bzw. die zweite absolute Invariante der Gleichung (4)
nennen.

Aus den Hilfssédtzen 2,1; 2,2 und aus dem Satz 2,1 erhalten wir gleich die
folgende Behauptung:
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Satz 2,1’. Dann und nur dann, wenn b(z) + 0 in I1,, b(x) € Ca(l12), (2,8) gilt,
gilt b1(&) + 0 in Igg, bi(&) € Ca(l2e) und &(x) ist eine beliebige Losung des Systems
der Qleichungen (2,9), (2,10), (2,11).

Unter der Voraussetzung, dass w(z) + 0 in I ist, definieren wir in I; eine
Funktion

(2,12) X(x) = [b(2)]3|ew(x)| 13

und wenn ausserdem w(z) € Ca(l1) ist, definieren wir auch eine Funktion Q(x)
durch die Beziehung

o'@) ] [lo'@)]?
(2,13) Q) = {A(x) — P + P ()12,

Durch einen analogischen Weg wie der Satz 2,1 ldsst sich der

Satz 2,2 beweisen. Es gelte (2,8) und es sei w(x) % 0 fir alle x € l1z, w(x) €
€ Cy(I1z). Dann gilt wi(&) + 0 tn Ise, wi(€) € Ca(lze), (2,5) und folgende zwei
Aussagen sind dquivalent: _

1. Die erste Komponente &(x) des Trigers der Aquivalenz ist im Intervall I,
eine beliebige Losung des Systems der (leichungen (2,2),

(2,14) §'(x) = [w(x) : w1(£)]1/4,
(2,15) Xi[§(2)] = X (@),

wo X1(&) = [b1(&)L'3 . |w1(E)|1/4 ist. .
2. Die erste Komponente &(x) des Trigers der Aquivalenz ist im Intervall Iy
eine beliebige Losung des Systems der Gleichungen (2,14), (2,15) und

(2,16) Q)] = (),
| o) 10 [aeud I :
wo ) = [AI(E) N [ sm(a] * [Swl(f)] } AR el

Mit Riicksicht auf die Behauptungen des Satzes 2,2 ist es natiirlich die durch
die Beziehung (2,12) definierte Funktion X(z), bzw. die durch die Beziehung
(2,13) definierte Funktion 2(x) die dritte bzw. die vierte absolute Invariante
der Gleichung (A4) zunennen.

Aus den Hilfssidtzen 2,1; 2,2 und aus dem Satz 2,2 erhalten wir wieder leicht
eine Behauptung:

Satz 2,2’. Dann und nur dann, wenn (2,8), w(®) *+ 0 in [z, o(z) € Cs(l1z)
gilt, gilt w1(8) + 0 in Ige, w1(&) € Ca(l2e), (2,5) und &(x) ist eine beliebige Losung
des Systems (2,14), (2,15), (2,16).
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Bemerkung 10. Es ist offenbar, dass beide Funktionen (2,6) und (2,12)
in I definiert werden und @(x)X(z) = 1 fiir alle x € Iy, gilt, wenn b(x)w(x) + 0
in I ist. Wenn ausserdem sonstige Voraussetzungen des Satzes 2,1 und des
Satzes 2,2 ebenfalls gleichzeitig erfiillt werden, ldsst es sich beweisen, dass &(x)
die Gleichung (2,9) und (2,14) gleichzeitig erfiillt und die Identitdten (2,10),
(2,15), bzw. (2,11), (2,16) gleichzeitig erfiillt werden.

6. Befassen wir uns jetzt mit den Bedingungen unter welchen die Gleichung
(4), die in keinem Teil des Intervalls I; seibstadjungiert ist —d. h.wob(z) = 0
in keinem Teil des Intervalls I gilt — auf einem gewissen Intervall I;; < I1
zur Klasse der Gleichungen gehort, die eine Gleichung mit konstanten Koeffi-
zienten der Form

(@) v9 + 10av + 2bv + (922 + w)v = 0,

wo a, b, o Konstanten sind, enthéit.

Aus dem Hilfssatz 2,2 folgt es, dass (C)lae ~ (A)I1z, wo (4) in [z < I
nicht selbstadjungiert ist, nur dann gilt, wenn b & 0 und b(x) =+ 0 fiir alle
z € Iz ist. Darum werden wir in diesem und nachstehendem Abschnitt vor-
aussetzen, dass die Konstante b in der Gleichung (C) von Null verschieden ist.

Mit Riicksicht darauf, dass sich aus dem Hilfssatz 2,2 fiir die fundamentale
Invariante w(x) folgendes ergibt: wenn (C)Is¢ ~ (A)I1 ist, dann haben wir
entweder w % 0 und w(x) % 0 fir alle x € I1; ist, wobei sgn w(z) = sgn o ist
oder = 0 und w(z) = 0 in I;; — wird es notwendig sein in weiteren Be-
trachtungen drei Félle zu unterscheiden.

Unter der Voraussetzung b + 0 gilt fiir die absoluten Invarianten der
Gleichung (C) im Intervall (—oo; o0) : @1(§) = |w[/4: b3, Wi(€) = a: b2/3
und wenn auch o = 0 ist, dann ist X;(&) = b1/3: |w|l/4, 21(f) = a : |w|1/2.
Es ist offenbar, dass zur Klasse der nichtselbstadjungierten Gleichungen der
Form (4), welche eine Gleichung der Form (C) enthilt, eine unendliche Zahl
Gleichungen mit konstanten Koeffizienten gehort. Es sind alle diejenigen
Gleichungen, fiir die @1(¢) = L(= |w|l/4:b18), Pi(§) = M(= a:b2B3) gilt.
Von den erwihnten Betrachtungen, den Behauptungen der Sitze 2,1, 2,2’
und von der Bemerkung 10 ausgehend, definieren wir drei Kategorien der
Klassen von nichtselbstadjungierten Gleichungen vierter Ordnung folgender-
weise:

Definition 4. Wir werden sagen, dass die Qleichung (4) vm Intervall I < I,
zur Klasse M gehort, wenn b(x) € C4(I), b(z) + O fir alle xel, w(x) = 0,
Y(x) = M im Intervall I,
zur Klasse LM der ersten Art gehért, wenn b(x), w(x)e Cs(I), b(z) + 0,
w(x) > 0 fir alle xel, &(z) = L, ¥Y(x) = M im Intervall I;
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2ur Klasse LM der zweiten Art gehdrt, wenn b(x), w(x)e Ca(l), b(x) * O,

x) <O faralle xel, dx) = L, P(x) = M vm Intervall I.

Fiir die Reprisentanten der einzelnen Klassen in der angefiihrten Ordnung
ist es offenbar am geeignetsten diese Gleichungen

(M) @ -+ 10Mv + 20 + 9M2v = 0,
(LM) o™ 4+ 10MY + 20 + (9M2 4 LAy = 0,

(LM) o® 4+ 10Mo + 20 4 (9M2 — L4)v = 0;
zu wiahlen.

Aus dem Satz 2,1’ folgt unmittelbar

Satz 2,3. Die Gleichung (A) gehort im Intervall I = (a, b), —0 = a <b £ ©
zur Klasse M [LM der ersten Art; LM der zweiten Art] dann und nur dann,
wenn  (M)Io ~ (AIE@MELMIo ~ (AI{E@); (TIDIo ~ (AIEY, gilt,
wobei

2,17) E(x) = fw[b(t)]mdt +c¢, x0el, tx)= clb(x)|~12,

wo ¢1 + 0, ¢ Konstanten sind;
(2118) IO = (a} ﬁ): bZW~ IO = (ﬁ; a))
wo o = &(a), B = &(b) st.

Der Satz 2,3 besitzt, dhnlich wie der Satz 1,3, die nachstehenden Folge-
rungen:

Folgerung 1. Die Gleichung (A) gehort im Intervall I zur Klasse M [LM der
ersten Art, bzw. der zweiten Art] dann und nur dann, wenn sie ein Fundamental-
system der Form yi(x) = t(x)vi[é(x)], + = 1,2, 3,4 hat, wo vi(§), + = 1,2,3,4;
ein Fundamentalsystem der Losungen der (leichung (M) [(LM), bzw. (LM)]
im Intervall Iy bilden, wobei &(x), t(x), bzw. Iy durch die Beziehungen (2,17)
bzw. (2,18) bestimmt sind.

Folgerung 2. Die Gleichung (4) gehort im Intervall I zur Klasse M [LM der
ersten Art, bzw. der zweiten Art] dann und nur dann, wenn sie eine Form

(2,19) Y@ + 3f2(@)[20af>(x) + 5(1 — »?)f%( 95) +
+ 10(v — L)f(@)f"(« ]y" + [ @) (203 (@
+ 20a(v — 1)f?(2)f'(@) + 5(1 — »)(» + )f( z)f' (@)f"(x) +
+ 5 (r — Df2()f"(%) + 502 — 1)f3(@)ly" +
L f4(2)[16(w + 9a2)f4(z) + 485y — 1)f¥(x)f'(x) +
+ 240a (v — 1)f2r+i(2)f"(x) + 120a(» — 1)(» — 3)f2(x)f'2(x) +

+ 9(»2 — 1)(»2 — 9)f'4(x) — 12(» — 1)(8»2 — 10» — 17) X
X fl@ f’2(x)f” ) + 12(v — L)(v — 7)f*(a)f"2(x) —
— 24(v — 1)(v + 3)f2(@)f (2)f" () + 24(v — 1)f3(x)fTV(2)]y = 0,
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wo b + 0, v reelle Konstanten sind; a = Mb23, o = O[w = L4*?, bzw.
w = —L43]; f(x) € Cs(I), f(x) > O fir alle x €I ist, hat.

Beweis. Aus dem Satz 2,1’ folgt, dass (M)Ip ~ (A)I[(LM)Io ~ (A)];
(LM)Iy ~ (A)I] dann und nur dann gilt, wenn @(x) = L, P(xr) = M im
Intervall I ist. Wenn man aus den letzten Identitdten durch die Anwendung
der Beziehungen (2,6) und (2,7) A(z) und w(x) ausdriickt und die Resultate
in die Gleichung (4) einsetzt, erhdlt man

] - [Gs ¢ ocars
y® + 1041 | — + Mlp@)Pal y" +

6b(x) 6b(x)
b'(z) | )| | v@) 2 . 1 ,
ol ] 2[5 [59] 2 srsi + Lol +

’ " ’ ” ’ ’ 2 ’ 4 ' 2
o] o [oa] [ L] - [on] ol +
6b(x) 6b(x) 6b(x) 6b(x) 6b(x) 6b(x)

s | 2@ ’[b(x)]2/3—{—9 ) | gY@ 2‘[b(x)]2/3+
6b(x) 6b(x) 6b(x)

+ 2Mb" (2)[b(@)]2 — § Mb2(x)[b(2)]*2 + b'(2) + (9M? + LA)[b(2)]*3}y = 0.

Wenn man jetzt in diese Gleichung b(z) = bf3¢-1(x) einsetzt, wo b + 0,» % 1
reelle Konstanten sind und f(x) eine positive Funktion im Intervall I, f(z) €
€ C4(I) ist, erhilt man die Form (2,19). Fir » = 1 ist die Gleichung (2,19)
identisch mit der Gleichung (C), die unter den angefiihrten Voraussetzungen
von Koeffizienten sichtlich zur Klasse M[LM der ersten Art, bzw. der zweiten
Art] gehort.

Bemerkung 11. Aus dem Satz 2,3 folgt offenbar, dass jede Gleichung der
Form (2,19) durch die Transformation (1,9) wo

X
Ew) = [ frin)dt; woel; Ha) = f302();
ist, auf die Gleichung (C) mit konstanten Koeffizienten sich iibertragen lésst.

Bemerkung 12. Wenn man in der Gleichung (2,19) in einem speziellen
Falle f(x) = x setzt, erhédlt man die Gleichung

1
(2,20)  y® 4+ —— [20a2? + 5(1 — »2)ly" +
202
1
+ - [20237 4 20a(y — 1)22» + 5(»2 — 1)]y’ +
x
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+

[16(w + 9a2)x4” 4 48b(y — 1)a3» 4
1624

+ 120a(v — 1)(v — 3)x2” + 9(»2 — 1)(»2 — 9)]y = 0,

die sich fiir z € (0, 00) beiy + 0 auf die Gleichung (C) durch die Transformation
der Form (1,9), wo &(x) = z¥:v», t(z) = 230772 ist, iibertragen ldsst. Fiir
v = 0 ist die Gleichung (2,20) sichtlich eine Eulersche Gleichung mit denselben
Dimensionen.

7. In diesem Abschnitt werden wir uns mit der Untersuchung der oszillato-
rischen Eigenschaften der Losungen der Gleichungen vierter Ordnung der
Form (4), die im Intervall I = (a, ), @ = — o0 zur Klasse M [LM der ersten
Art, bzw. der zweiten Art] gehoren, beschéiftigen. Zuerst beachten wir den
oszillatorischen Charakter der Gleichungen (M), (LM) und (LJ), welche wir
im Intervall («, ©0), « =2 —o0, bzw. (—0;f), 8 £ c© betrachten werden.

Bezeichnen wir: Dy = 36 864 M6 4 8 960 M3 — 27;

Dy = 36 864 M6 + 512 L4M* + 8 960 M3 — 368 L8M2 + 1 440 LAM +

+ 16 112 — 27;
Dy — 36 864 M6 1 512 LAM4 - 8 960 M3 — 368 L8M2 — 1 440 IAM —
— 16 L2 — 27;

wo L # 0, M Konstanten aus Gleichungen (M), (LM), bzw. (L) sind.
Es gilt:

Hilfssatz 2,8. Die Gleichung (M)[(LM); (LM)] ist auf einem beliebigen
unbeschrdankten Intervall

1) nichtoszillatorisch dann und nur dann, wenn Do = 0, M < 0 [D1 = 0,
M < —3}12;D; = 0, M < 0] ust;

2) oszillatorisch dann und nur dann, wenn entweder a) Do < 0 [D1 < 0;
Dy < 0] oder b) Do =0, M = 0 [D; = 0 und entweder M = 0 oder —}L12 <
S M <O0ist; Do =0, M = 0] ist;

3) eigentlich oszillatorisch dann und nur dann, wenn Do > 0, M = 0 [D; > 0,
M =z —3}L?; D2 > 0, M z 0] dst.

Beweis. Charakteristische Gleichungen der betrachtenden Differential-
gleichungen sind reihenweise

(2,21) 24+ 10MA2 + 24 + 9M2 =0,
(2,22) 14 4 10M2 + 21 + 9M2 + L4 = 0,
(2,23) 24 4 10M22 + 224 + 9M2 — L4 = 0.

Eine algebraische Gleichung 24 + pz2 + ¢z + r = 0 besitzt eine Diskrimi-
nante D = 16p%r — 4p3¢2 — 128p2r2 + 144prq® + 25603 — 27¢4 (vgl. [10]).
Von ihren Wurzeln gilt im Falle D + 0 und ¢ + 0 nach [10] (Satz 4,10, S. 127):
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a) Wenn D < 0 ist, hat sie zwei reelle verschiedene Wurzeln und zwei nicht-
reelle komplexe konjugierte Wurzeln. b) Wenn D > 0 ist und p <0, p2 —
— 4r > 0 gilt, hat sie vier reelle voneinander verschiedene Wurzeln. ¢) Wenn
D > 0 ist und wenigstens eine der Bedingungen p < 0, p2 — 4r > 0 nicht
erfiillt ist, hat sie zwei Paare nichtreeller komplexer konjugierter Wurzeln.
Durch eine leichte obwohl zeitraubende Berechnung stellt man fest, dass
in dem Fall, wenn D = 0 ist, die obenangefiihrte algebraische Gleichung eine
doppelte reelle Wurzel und zwei nichtreelle komplexe konjugierte Wurzeln
hat, wenn entweder p = 0 oder p < 0, p2 — 4r < 0 ist, und eine doppelte
reelle Wurzel und zwei einfache verschiedene reelle Wurzeln, wenn p < 0
P2 — 4r > 0 gilt.

Wenn man in die Beziehung fiir D Koeffizienten der Gleichungen (2,21)—
(2,23) reihenweise einsetzt, erhdlt man: D = 16D;, wo 7+ = 0,1,2 ist. Wir
wissen, dass fiir alle drei Gleichungen p = 10/ ist und von p2 — 4r in der
angefithrten Ordnung gilt: p2 — 4r = 64 M2 [64 M2 — 4L4; 64 M2 + 4L4).

Aus dem obenangefiihrten ist es offenbar, dass, wenn die Voraussetzungen
1) erfiillt werden, die Gleichungen (2,21)—(2,23) alle Wurzeln reell haben und
darum sind die Differentialgleichungen nichtoszillatorisch auf jedem un-
beschrinkten Intervall.

Wenn die Voraussetzungen 2) gelten, haben die Gleichungen (2,21)—(2,23)
zwei Wurzeln reell und zwei Wurzeln nichtreell komplex konjugiert, das
heisst, dass die Differentialgleichungen in diesem Fall oszillatorisch sind.

Wenn die Voraussetzungen 3) erfiillt werden, haben die Gleichungen (2,21)—
(2,23) je zwei Paare der nichtreellen komplexen konjugierten Wurzeln, das
heisst, dass die Differentialgleichungen in diesem Fall ein aus oszillatorischen
Losungen bestehendes Fundamentalsystem der Losungen haben. Man sieht
aber leicht, dass alle Losungen danach oszillatorisch sind, weil die allgemeine
Losung jeder der Gleichungen (M), (LM), (LM) in diesem Fall sich in der
Form v(&) = C1e%¢ sin (BE + C2) + Cie~%¢ sin (66 + C4) ausdriicken lisst, wo
Cq, ¢ = 1,2,3,4 beliebige Konstanten, § + 0, 6 + 0, 8 + 6 Imaginirteile und
o > 0 der Absolutwert der reellen Teile der komplexen Wurzeln der betreffen-
den charakteristischen Gleichung sind.

Weil wir alle moglichen Fille erwédgt haben und die Voraussetzungen
1)—3) sich gegenseitig ausscheiden, wird die Behauptung des Hilfssatzes
damit bewiesen.

Aus der Folgerung 1 des Satzes 2,3 und aus dem Hilfssatz 2,3 folgt un-
mittelbar

Satz 2,4. Es gehore die Gleichung (A) im Intervall I = (a, ©0), a = —©
zur Klasse M [LM der ersten Art, bzw. der zweiten Art].
Dann ist sie auf diesem Intervall:
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0

1) nichtoszillatorisch dann und nur dann, wenn entweder a) J' [b(t)]/3dt kon-

a

vergiert oder b) Bedingungen 1) aus dem Hilfssatz 2,3 gelten;

2) oszillatorisch dann und nur dann, wenn f [b(¢)]v/3dt divergiert und Be-

dingungen 2) aus dem Hilfssatz 2,3 gelten;

0

3) eigentlich oszillatorisch dann und nur dann, wenn J' b))/ dt divergiert
a

~ und Bedingungen 3) aus dem Hilfssatz 2,3 gelten.

Bemerkung 13. Mit der Betrachtung der asymptotischen Eigenschaften
der Losungen der Gleichungen aus den studierten Klassen beschiftigen wir
uns in dieser Arbeit nicht, wegen der grossen Anzahl moéglicher Félle, deren
Analyse zu langwierig ist. Wir mochten bloss bemerken, dass fiir den nicht-
oszillatorischen Fall eine dem Satze 1,5 analogische Behauptung gilt.

8. Es bleibt uns noch iibrig,, sich mit der selbstadjungierten Gleichung
vierter Ordnung zu beschiftigen. Das ist die Gleichung der Form (4), fiir die
b(x) = 0 im Intervall I; ist. Sie ldsst sich also in der Form

(4, w) y* + 104(@)y" + 104" )y’ + {3[4"(2) + 34%(x)] + w(x)ly =0

schreiben, wo wir mit Riicksicht auf die Bemerkung 8 von der Fundamental-
invariante w(x) voraussetzen werden, dass w(z) = 0 in keinem Teil des Inter-
valls I, gilt.

Aus dem Hilfssatz 2,2 folgt es, dass die Gleichung (4, w) unter der ange-
fitlhrten Voraussetzung im Intervall I < I der Gleichung (C) nur dann in

einem Intervall dquivalent sein kann, wenn b = 0, w = 0 ist. Betrachten
wir also die Gleichung

©)  v® + 10av + (9a2 + o) = 0,

wo w # 0, a Konstanten sind. Fiir die Gleichung (C) sind offenbar nur die
dritte und die vierte absolute Invariante definiert, von denen gilt: X,(§) = 0,
21(8) = N(= a: |o|2), wo N eine Konstante ist.

Weil fiir die Gleichung (4, w) die Identitdt X(x) = 0 offenbar erfiillt ist,
wenn w(x) * 0 ist, scheint es richtig zu sein, die zwei Kategorien der Klassen

der selbstadjungierten Gleichungen vierter Ordnung folgenderweise zu defi-
nieren:

Definition 5. Wir werden sagen, dass die Gleichung (A, w) tm Intervall I zur
Klasse N der ersten Art [der zweiten Art] gehiort, wenn w(x) € O4(I), Q(x) = N,
o(x) > 0 [w(x) < 0] fir alle x € I ist.
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Fiir einen Reprisentant der Klasse N der ersten Art wihlen wir die Glei-
chung
(N)  v@ 4 10N% + (9N2 + 1)v = 0,

fiir einen Reprasentant der Klasse N der zweiten Art wihlen wir die Gleichung
(N) »@® ++ 10Nv 4 (9N2 — 1)p = 0.
Aus dem Satz 2,2 folgt gleich

Satz 2,5. Die Gleichung (4, w) gehdrt zur Klasse N der ersten Art [der zweiten
Art] 9m Intervall I = (a,b), —o0 £ a <b £ o0 dann und nur dann, wenn
(N)Io ~ (4, o) {E@)(N)o ~ (4, w)I{&)}], gilt, wo
(2,24) £@) = [lo@®)4dt +¢, mel; ta)=clo)|38

wo ¢1 * 0, ¢ Konstanten sind; Iy = («, B), « = &(a), B = £(D).
Aus dem Satz 2,5 folgen, dhnlich wie aus dem Satz 2,3 diese Folgerungen:

Folgerung 1. Die Gleichung (4, w) gehért im Intervall I zur Klasse N der
ersten [der zweiten] Art dann und nur dann, wenn sie im Intervall I ein Funda-
mentalsystem der Form y;(x) = t(x)v[&(z)], ¢+ = 1,2,3,4 hat, wo v(&), v = 1,2,3,4
ein Fundamentalsystem der Lésungen der Qleichung (N)[(N)] bilden und &(x),
t(x) durch die Beziehungen (2,24) bestimmt sind.

Folgerung 2. Die Gleichung (4, w) gehort im Intervall I zur Klasse N der
ersten [der zweiten] Art dann und nur dann, wenn sie die Form (2,19) hat, wo
b=0, w £ 0, v reelle Konstanten sind, a = N|w|/?; f(x)e Os(I), f(x) >0
Sfar alle x € I ist.

Mit Riicksicht auf die Folgerung 1 des Satzes 2,5 ist es offenbar, dass wir
den oszillatorischen Charakter der zur Klasse N der ersten, bzw. der zweiten
Art im Intervall I = (a, ®©), @ 2 —oo gehorenden Gleichungen leicht be-
stimmen, wenn wir die oszillatorischen Eigenschaften der Losungen der
Gleichungen (N), bzw. (N) im Intervall (x, ©), « = —oo kennen werden.
Darum beweisen wir zuerst einen folgenden

Hilfssatz 2,4. Die Gleichung (N) ist im Intervall (x, ) michtoszillatorisch
dann und nur dann, wenn N < —1 ist und eigentlich oszillatorisch dann und
nur dann, wenn N > —1% ist.

Die Qleichung (N) ist im Intervall («, c0) nichtoszillatorisch dann und nur
dann, wenn N = —1% ist; oszillatorisch dann und nur dann, wenn —% < N = }
ist, und eigentlich oszillatorisch dann und nur dann, wenn N > % ist.

Beweis. Behauptungen des Hilfssatzes beweisst man durch die Form einer
Diskussion iiber die Eigenschaften der Wurzeln der charakteristischen Glei-
chungen
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JA L 10Nz +9N2+1=0,

die beide biquadratisch sind. Durch Substitution A2 = y iibertragen wir sie
auf die quadratischen Gleichungen

u2+ 10Ny + 9N2 41 = 0.

Aus den Behauptungen des Hilfssatzes 2,4 und aus der Folgerung 1 des
Satzes 2,5 folgt unmittelbar

Satz 2,6. Wenn die Qleichung (4, w) tm Intervall I = (a, ©), @ = —0;
zur Klasse N der ersten Art gehort, ist sie in diesem Intervall dann und nur dann:
1) nichtoszillatorisch, wenn entweder a) ein Integral

(2,25) f [oo(t)|M/4dt

konvergiert oder b) das Integral (2,25) divergiert und N < —} ist;

2) eigentlich oszillatorisch, wenn das Integral (2,25) divergiert und N > —}
ist.

Wenn die Gleichung (A, w) tm Intervall I zur Klasse N der zweiten Art gehort,
ist sie in diesem Intervall dann und nur dann:

1) nichtoszillatorisch, wenn entweder a) das Integral (2,25) konvergiert oder
b) das Integral (2,25) divergiert und N < —1} ust;

2) oszillatorisch, wenn das Integral (2,25) divergiert und —% < N < 1 ust;

3) etgentlich oszillatorisch, wenn das Integral (2,25) divergiert und N > } ist.

Bemerkung 14. Ein spezieller Fall der selbstadjungierten Gleichung
vierter Ordnung ist eine zweigliedrige Gleichung y® + w(z)y = 0, die zur
Klasse N der ersten, bzw. der zweiten Art in einem Intervall I offenbar dann
und nur dann gehért, wenn w(z) % Ofiiralle x € I, w(z) € C4(I) ist und in I eine

z’ ’ zl 2
nichtlineare Differentialgleichung zweiter Ordnung (;) — 3 (;—) + 8N|z|V2 =0

erfiillt.

Am Schluss ist es dem Verfasser eine liebe Pflicht Herrn Prof. Dr. Husty
und Herrn Doz. Dr. Seda, die das Manuskript gelesen haben, fiir ihre an-
regenden Bemerkungen herzlich zu danken.
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