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Mat. čas. 24, 1974, No 2, 129—138 

ОБ 0ТДЕЛ1Ш0СТИ ПОДПОЛУГРУПП ХАРАКТЕРАМИ. 

ЛЕСОХИН М. М. 

Посвящено шестидесятилетию профессора Штефана ШВАРЦА 

Определение. Пусть А — некоторая полугруппа, Р — некоторый пре­
дикат, определенный на А; Ф — множество гомоморфизмов А. Говорят, 
что полугруппа А аппроксимируема гомоморфизмами из Ф относительно 
предиката .Р, если Р истинен на А тогда и только тогда, когда Р истинен 
на всех гомоморфных образах А при гомоморфизмах из Ф. 

Гомоморфизм х полугруппы А в прямое произведение подполугрупп 
мультипликативной полугруппы поля К называется характером полу­
группы А в поле К. Характер х называется конечным, если х(А) — конеч­
ная полугруппа. Совокупность всех характеров полугруппы А будем 
обозначать через Ф(А). Архимедовы компоненты коммутативной полугруп­
пы А будем обозначать через А$. 

Настоящая статья посвящена изучению аппроксимации полугрупп 
характерами относительно предикатов вхождения элемента в моногенную 
подполугруппу Рх, в подгруппу Рч, в конечно порожденную подполугруп­
пу Рз, в двухсторонний идеал Р4. Статья состоит из двух параграфов: 
в первом приводятся некоторые леммы; во втором излагаются основные 
результаты. 

§1-

1° Лемма. Пусть полугруппа А аппроксимируема характерами отно­
сительно предиката Р±, тогда А аппроксимируема характерами относи­
тельно равенства. 

Доказательство. Пусть а± ф а% (ах, #2^-4) и или а± ё [а2],, или 
аг е [а±]. Тогда по условию найдется характер х такой, что х(а^) Ф х(а%)-
Пусть а\ е [а%\ и аг е [ац], тогда аг = а\у а2 = а[, т. е. аг = а\1 и, значит, 
[а{] — конечная группа. Отсюда следует, что аха~^ Ф е[а1] и так как аха~2 ё 
ё [ег^]], то по условию существует характер х такой, что х(а\а^) Ф х(еш)> 
т. е. ХШ Ф Х(а*У 
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2° Лемма. Пусть полугруппа А аппроксимируема относительно пре­
диката Рг (г = 1, 2, 3, 4) с помощью гомоморфизмов е коммутативные 
полугруппы с сокращением с внешне присоединенным нулем. Тогда А ап­
проксимируема характерами относительно предиката Рг (г = 1, 2, 3, 4). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Проведем доказательство относительно предиката 
Р з . Остальные случаи доказываются аналогично. Так как каждая ком­
мутативная полугруппа с сокращением вложима в абелеву группу, то 
можно считать, что А аппроксимируема относительно предиката Рз с по­
мощью гомоморфизмов в абелевы группы с внешне присоединенным ну­
лем, и остается показать, что абелевы группы аппроксимируемы характе­
рами относительно вхожднеия элемента в подполугруппу. Пусть а ё Ао с-
с А, где А — абелева группа с единицей е, Ао — подполугруппа А и пусть 
а Ф е. Вложим А в полную группу А'. Тогда из [5] стр. 298 следует, что А 
вложима в прямое произведение мультипликативных полугрупп алгебра­
ически замкнутого поля, и получаем требуеиое. 

3° Лемма. Пусть А — произвольная полугруппа, аппроксимируемая 
относительно предиката РА С помощью гомоморфизмов из Ф(А). Тогда А 
аппроксимируема относительно делимости с помощью гомоморфизмов из 
Ф(А). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть а\, а2 е А и а\ не делится слева на а2, тогда 
а\ёа2А, а значит, по условию существует <реФ(А), такой, что <р(а\) 6 
ё(р(а2А). Отсюда <р(а\) не делится на (р(а2) в <р(А), ибо иначе <р(а\) = <р(а2) 
<р(х)= <р(а2х) б (р(а2А). 

4° Лемма. Пусть А коммутативна и аппроксимируема относительно 
вхождения элемента в конечно порожденную подполугруппу с помощью 
гомоморфизмов в группы с внешне присоединенным нулем; Ар, Аа — архи­
медовы компоненты А (а/? = а, ос Ф (5), и для некоторого х е Аа существует 
у 6 Ар и г 6 Аа такие, что хг = уг. Тогда Аа — группа. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим, что при некотором к : х ё [хк, у] = А''. 
Тогда существует гомоморфизм <р полугруппы А в группу с внешне при­
соединенным нулем %' такой, что <р(х) ё <р([хк, у]) = (р(А'). Так как а(3 = а, 
то <р(А0) фг', ибо иначе (р(Аа) = г' и (р(х) е<р(А'). Допустим, что (р(Ао) = 
= г', тогда (р(х) = г' и так как <р(хк) = г', то <р(х) е (р(А'). Таким образом, 
<р(х), <р(у) и <р(г) содержаться в полугруппе с сокращением и, значит, из 
(р(хг) = (р(уг) следует <р(х) = (р(у), что невозможно. Итак, хе [хк,у] для 
всякого к и х = х2уг. Пусть е = хуг, тогда хуг. хуг = х2угуг = хуг = е, 
т. е. е — идемпотент. Так как архимедова полугруппа с сокращением, 
содержащая идемпотент, является группой, то из леммы 1 и [3], получим, 
что Аа — группа. 
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5° Лемма. Пусть А — коммутативная полугруппа, пред ставимая 
е еиде связки ^ архимедовых полугрупп Аа (ос е А/д), аппроксимируема 
относительно вхождения элемента в конечно порожденую подполугруппу 
с помощью гомоморфизмов в группы с внешне присоединенным нулем, и пусть 
Аа содержит идемпотент е. Тогда выполняется одно из следующих условий: 

1) Элемент ос является нулем в А/д. 

2) Для всякого (3 е А/д имеет место /За ф ос (ос Ф /?). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим, что а не является нулем А^, тогда 

существует у такое, что д = осу Ф ос. Пусть существует /3 еА/д, для кото­
рого имеет место а/3 = а (а Ф (}). Так как Аа содержит идемпотент, то по 
предыд} щей лемме Аа — группа. Пусть у е А б. Рассмотрим подполугруппу 
А' = [у, хо] <=-" Ар, где х0 — некоторый элемент из Ар. Имеем: у/3 Ф ос, 
ибо если бы (5/3 = а, то получили бы, что у/За = а и, значит, уос = ос, что 
невозможно. Таким образом, Аа П А' = 0 и, значит, ср(Аа) = г. По 
условию, существует такой гомоморфизм (р полугруппы А в группу с внеш­
не присоединеным нулем г, что (р(е) ё (р(А'). Пусть (р(хо) = г, тогда (р(Аа) = 
= г и, значит, ср(Аа) = г, т. е. ср(е) = г и (р(е) е у(А') что невозможно. 
Пусть ср(е) = 2, тогда (р(Аа) = г, а значит, ср(А^) = г, и <р(е) е(р(А'). Так 
как по выбору хо имеет место хое еАа, то (р(хо)(р(е) = (р(хо) и, следователь­
но, (р(хое) = ср(хо), т. е. <р(е) еср(А'), что невозможно. 

6° Лемма. Пусть А — идемпотентная коммутативная полугруппа 

с нулем 2 и А' — подполугруппа А, не содрежащая нуля. Тогда существует 

такой простой идеал ^, что А' П ^ = 0, г е^. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ^ = (^\ ^а (</а = {х\ха Ф а}) и пусть а^ё^ 
ас А 

и а2 ё ^, тогда существуют такие а',а" е А', что а± ё ^а>, а2 ё ^а" и, значит, 
а\а' = а', а*а" = а". Отсюда а±а2а'а" = а'а" и, следовательно, а±а2 ё 
ё^а'а" Так как А' — подполугруппа, то а'а" еА' и, значит ,а^а2ё^. 
^ — идеал. Очевидно, что г е^. Допустим, что хо е ^ с\ А', тогда х0 е ^X9 

что противоречит определению ^x0. 

7° Лемма. Пусть А — полугруппа, аппроксимируемая характерами 
относительно делимости. Тогда А удовлетворяет коммутаторному уело-
вию и раскладывается е коммутативную связку д архимедовых полугрупп 
Аа (ос е А/д) таких, что если Аа содержит идемпотент, то Аа является 
группой. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть а±, а2 е А и а\ не делится на а2 справа, но 
делится на а2 слева. По условию, существует характер % такой, что %(а\) 
не делится на %(а2) справа. С другой стороны, а\ = а2х, т. е. %(а±) = 
= %(а2х) = %(а2). %(х) = %(х)%(а2)у что невозможно. Такми образом, А 
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удовлетворяет коммутаторному условию и, следовательно, раскладыва­
ется в связку о архимедовых полугрупп Аа ([1] стр. 378). 

Пусть Аа содержит идемпотент еа. Поскольку Аа — архимедова полу­
группа, то еа делится на любой элемент Аа. Пусть а е Аа и а не делится 
на е а , тогда существует такой характер % полугруппы А, что %(а) не де­
лится на %(е). Так как Аа — архимедова, то %(а) и %(еа) лежит в одной -
полугруппе с сокращением и, значит, %(еа) является единицей для %(а), 
что невозможно. Таким образом, а = хеа и, следовательно, аеа = хеаеа = 
-== хеа = а = еау = еа(еау) = еаа, т. е. Аа является группой. 

§2. 

1°. Теорема Для произвольной полугруппы А следующие утверждеиич 
эквивалентны: 

1) А — коммутативная отделимая полугруппа. 
2) А — аппроксимируема характерами относительно равенства. 
3) А — аппроксимируема характерами относительно предиката Р\. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . I. Из 1) следует 2) по теореме из [3]. 
I I . Докажем, что из 2) следует 3). Пусть ху Фух (х,у еА), тогда су­

ществует характер % такой, что %(ху) Ф %(ух), но так как %(А) — мульти­
пликативная полугруппа поля, %(ху) = %(х) . %(у) = %(у)%(х) = %(ух), 
что невозможно. Пусть х2 = ху = у2 и х Фу, тогда существует характер 
% такой, что %(х) Ф%(у). С другой стороны, %(х2) = %(х)%(у) = %(у2) и, 
значит, (%(х))2 = %(х)%(у) = %(у2), откуда получаем %(х) = %(у). 

а) Пусть а ё [Ь], тогда если а и Ъ лежат в разных архимедовых компо­
нентах, то при естественном гомоморфизме ср полургуппы А на максималь­
ную идемпотентную полугруппу получаем (р(а) ё (р([Ъ]) = <р(Ъ). Воспользо­
вавшись леммой 4° из [4] для полугруппы <р(А) получим, что существует 
характер %, разделяющий элементы (р(а) и (р(Ъ). Для произведения \р го-
морфизмов (р и % имеем: 

у>(а)ёу([Ъ]) = %(<р(Ь)). 

б) Пусть а е [Ъ] и а и Ъ лежит в одной архимедовой компоненте А$ полу­
группы А. Тогда рассмотрим конгруэнтность в$ полугруппы А такую, что 
а± ~ а2 (<Уг) тогда и только тогда, когда или а\х = а$х для всех х е А$, 
или А$ П аА$ = а%А$ П А$ = 0 ([2], стр. 286). Пусть (р$ — гомоморфизм, 
соответствующий конгруэнтности (У$; тогда, как показано в [2], стр. 286, 
<р(А) или полугруппа с сокращением, или полугруппа с сокращением 
в внешне присоединенным нулем. Допустим, что <р$(а)е <р$([Ъ]), тогда 
<р$(а) = <р$(Ък). Так как Ък еА*, то ау = Ъку при всех у еА$ и, учитывая, 
что А$ с сокращением, получаем: а = Ък, т. е. ае[Ъ]у что невозможно. 
Воспользовавшись леммой 2°, § 1, получаем требуемое. 

132 



I I I . Пусть имеет место 3), тогда по лемме 1, § 1 имеет место 2) и к а к 
было показано в I I , А является коммутативной отделимой полугруппой. 

2°. Следствие. Для того, чтобы полугруппа А была аппроксимируема 
конечными характерами относительно предиката Р\, необходимо и доста­
точно, чтобы выполнялись следуюгцие условия: 

1) А является коммутативной, отделимой полугруппой. 

2) Не существует пар (ах, а2) а± Ф а2; а\, а2е А$ таких, что уравнение 
сцхп = а2у

п разрешимо в А% при любом натуральном п. 

3) Всякая максимальная подргуппа полугруппы А является периоди­
ческой. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость. Из предыдущей теоремы получаем, 
что А коммутативна и отделима. Допустим, что (а±, а2),а\ Ф а2 такая пара, 
что уравнение а\хп — а2у

п разрешимо при всяком натуральном п. По 
условию и лемме 1, § 1 существует конечный характер % такой, что %(а{) Ф 
-з-- %(а2). Так как А* — архимедова полугруппа, то %(ах) и %(а2) лежат в ко­
нечной абелевой подгруппе %(А). С другой стороны, для всякого п разре­
шимо уравнение %(а\)хп = %(аъ)уп, т . е . %(а\)%(аг)~1 — неединичный полный 
элемент, что невозможно. 

Пусть а 6 б?, где О — подгруппа А. Если [а] бесконечна, то а~1 ё [а], но 
при всех гомоморфизмах <р полугруппы А на конечную полугруппу <р(а~г) е 
Е [<р(я)]. т. е. А не аппроксимируема конечными характерами относительно 
предиката Р\. 

Достаточность. Пусть а ё [Ъ] и а, Ъ лежат в разных архимедовых компо­
нентах, тогда, отобразив А на А/а, где а — макимальная конгруэнтность 
при гомоморфизмах на идемпотентные полугруппы, по лемме 4° [4] полу­
чаем требуемое. Пусть а, Ь еА% и а ф Ь-1, тогда рассмотрим А' — регу­
лярную коммутативную полугруппу, являющуюся полугруппой дробей 
для полугруппы А. Так как имеет место условие 2), то А' не имеет полных 
неидемпотентных элементов. Кроме того, аё[Ъ, Ь - 1 ] , ибо [Ъ, Ь - 1 ] лежит 
в подгруппе А, а подгруппа по условию периодическая. Рассмотрим в груп­
пе дробей А\ полугруппы А$ максимальную подгруппу Ао, содержащую 
Ъ, но не содержащую а. Так как А\ не имеет полных элементов, то А\Ао — 
конечная циклическая группа порядка рк ([5], стр. 85). Пусть <р — гомо­
морфизм А на А/А0, тогда ср(а) ф е, <р(Ъ) = е, (р([Ъ, Ь~г]) = е и <р(а) ё [<р(Ъ)]. 
Продолжив гомоморфизм <р до гомоморфизма А в группу <р(А) с внешне 
присоединенным нулем (4 [4]) и учитывая, что циклическая подгруппа 
порядка рк содержится в группе корней любой степени из 1, получаем 
требуемое. Если а = Ъ~г, то [Ъ] — конечная группа и а е [Ъ], что невозможно, 

3°. Следствие. Для того, чтобы регулярная коммутативная полугруп­

па была финитно аппроксимируема относительно предиката Рл, необхо-
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димо и достаточно, чтобы А была периодической полугруппой, не содер­
жащей полных неидемпотентных элементов. 

4°. Будем говорить, что полугруппа А удовлетворяет условию (*), 
если А — коммутативная отделимая полугруппа, и в разложении А 
в связку д архимедовых компонент Аа для каждого а е А о выполняется 
одно из следующих условий: 

1) Аа — группа с единицей г0; го — нуль А/д и для всяких а' е А$ 
(Р ф а), а 0 Е Аа из а е[а0, а', г0] следует а е[а0, а']. 

2) А а — группа, и для всякого /3 6 -4/@; а Ф (3 имеет место рх Ф ее. 

3) Аа — не содержит ндемпотента и из хг' = уг' (х, г'еАа, уеА$, 
ос(3 — а) слудеет х = у. 

5°. Теорема. Для произвольной полугруппы А следующие утверждения 
эквивалентны: 

1) Полугруппа А удовлетворяет условию (*). 
2) Полугруппа А аппроскимируема характерами относительно вхожде­

ния элемента в подполугруппу. 

3) Полугруппа А аппроксимируема характерами относительно вхожде­
ния элемента в конечно порожденную подполугруппу. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1. Пусть имеет место 1 и пусть А' — подполугруппа 
А, аеА, аёА'. Допустим, что а е Аа] Аа п А' = С; Аа — группа 
и а — нуль А/д. Тогда а е [А', 20], ибо иначе а = а'го (а' е А') и, рас­
смотрев подполугруппу [ао,а'], где а 0 б Л а п Л ' такой, что аё[ао, а'], 
получили бы а е [а0, а', го], что противоречит условию. Так как [А', го] П 
П А а содержит го, то по лемме 5° [4] получаем, что существует ха­
рактер %, отделяющий а от [А', го] и, значит, и подавно а от А'. 

Если а не является нулем А/д, то А \ ^а(^с^ = {и А% : а | Ф а}) совпа­
дает с А а и, продолжив тождественный изоморфизм Аа на А а до гомомор­
физма х такого, что 

, (0, если а е^а\ 
у(а) -= { _ , 

[а, если а е ^а, 
получим, что х(а) ^ #(-4')-

Пусть и4а П Л ' = 0 и -4<х — группа с единицей е. Обозначим через у 
естественный гомоморфизм А на А\д. Очевидно, что гр(а) ёгр(А'). Если 
а — нуль полугруппы гр(А), то по лемме 6° § 1 существует иросмой идеал 
^ с яр(А) такой, что / П у>(А') = 0 и хр(а) е^. При естественном гомоморфиз­
ме (р^ полугруппы чр(А) на мультипликативную полугруппу {0,1} получаем, 
что ^(а)е^(А'). Рассмотрев произведение гомоморфизмов гр и ^ , по­
лучим требуемое. 

Если а не является нулем А/д, то рассмотрим гомоморфизм (р на {0, 1}: 
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Ф) = {î; (О, если а Е^а 
если аё^а (/ а = и А^ос Ф ос)). 

Так как по условию не существует @ Ф ос таких, что ($ос = а, то (р(А') = О, 
(р(а) = 1 и, рассмотрев произведение у т р , получим требуемое. 

Пусть Аа не содержит идемпотента. Рассмотрим конгруэнтность аа 

на полугруппе А такую, что а±~а2 (аа) тогда и только тогда, когда или 
ахх = а%х для всех х е Аа, или Л а П ах.4а = а2Аа п Аа = 0 ([2], стр. 
286). Пусть (ра — гоиоморфизм, соотвествующий конгруэнтности аа, тогда, 
как показано в [2], стр. 286, (ра(А) или полугруппа с сокращением, или 
полугруппа с сокращением и внешне присоединенным нулем г. Допустим, 
что (ра(а) е сра(А'), тогда (ра(а) = <ра(а'), где а'еА'. Если а'е Аа то 
ау = а'у при всех у еАа, и так как Аа — с сокращением, то а = а', 
что невозможно. Если а' еАрЦЗ Ф ос), то 9а(#') 7-= г> и ^ о иначе ^ ( я ) = 
— (ра(Аа) = г, что противоречит определению с а . Значит, для всякого 
хеАа имеет место а'х = ах, ос(3 = ос, что невозможно. Таким образом, 
элемент а отделяется от подполугруппы А' с помощью гомоморфизмов 
в абелевы группы с внешне присоединенным нулем. Из леммы 2° § 1 по­
лучаем, что имеет место 2. 

I I . Очевидно, что из 2 следует 3. 
I I I . Пусть имеет место 3. Из теоремы 1° получаем, что А — коммута­

тивная отделимая полугруппа, и, следовательно, является связкой ,о 
полугрупп с сокращением Аа(ос еА/о). Пусть Аапе содержит идемпотента; 
хг' = ух'; х, г' е Аа, у е Ар, а/3 = ос. Если а = /3 и так как Аа — с сокра-
щениемб то х = у. Если ос Ф /?, то из леммы 4° § 1 получаем, что Аа со­
держит идемпотент. 

Пусть Аа содержит идемпотент. Так как Аа — архимедова и с сокраще­
нием, то Аа — группа. Если ос не является нулем, то из леммы 5° § 1 полу­
чаем требуемое. 

Пусть ос — нуль А/а и пусть аё[а0, а'](а0 еАа,а' е Ар), но а е [ао,а', х0]. 
Тогда по условию существует характер % такой, что х(а) ё х(\ао а'])- Отсюда 
получаем, что х(а) и х(\ао>а']) содержится в полугруппе с сокращением, 
ибо если бы#(а) = 0, то х(ао) = 0 и х(а) е х(\ао> а'])- Если бы 0 е х(\ао> а'])> 
то х(А«) = 0 и х(а) ея([ао, а']), значит, из а = ак

0(а')% следует х(а) = 
= Х(ао) • х(а'Ух(го) — х((ао)(а'У) ех([ао, «']), что невозможно. Таким обра­
зом, имеет место 1 и теорема доказана. 

6°. Следствие. Для того, чтобы полугруппа А была аппроксимируема 
конечными характерами относительно Р з , необходимо и достаточно, чтобы 
выполнялись следующие условия: 

1) А — удовлетворяет условию (*). 
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2) Не существует пар (а\, аг)\ а\ фа^\ а\у а% е А$ таких, что уравнение 

аххп — агуп разрешимо в А% при любом натуральном п. 

3) Всякая подгруппа полугруппы А периодическая. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость следует из 2° и теоремы 5°. Доста­

точность доказывается аналогично доказательству пункта 1 теоремы 5° 
с учетом того, что абелевы группы без полных элементов аппроксимируемы 
конечными характерами относителтно предиката Рз. 

7°. Говорят, что полугруппа А удовлетворяет коммутаторному условию, 
если для любых х, у е А существуют такие г,у е А, что ху = гх = уу. 
Как показано в [1], стр. 378 полугруппа, удовлетворяющая коммутатор­
ному условию, раскладывается в связку о архимедовых полугрупп А$, 
и это разбиение является максимальным разбиением, соответствующим 
конгруэнтностям, фактор по которым явлется идемпотентной коммута­
тивной полугруппой. 

8°. Теорема. Пусть полугруппа А удовлетворяет коммутаторному 
условию. Для того, чтобы полугруппа А была аппроксимируема характе­
рами относительно Рг, необходимо и достаточно, чтобы все архимедовы 
компоненты А, содержащие идемпотенты, были абелевыми группами. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточность. Пусть О — подгруппа А, тогда 
& с= А$. Пусть аёО и аёА%9 тогда, отобразив А на А/о и воспользо­
вавшись леммой 4° [4], получим требуемое. Если аёО, но аеА$, то из 
леммы 4° [4] и леммы 2° § 1 получаем требуемое. 

Необходимость. Пусть О — произвольная подгруппа А, тогда О аппрок­
симируема характерами относительно равенитва (1° § 1) и, значит, комму­
тативна. Пусть архимедова компонента А% содержит по крайней мере два 
идемпотента е± фе%, тогда е\ отделяется от ег с помощью гомоморфизма 
на группу, что невозможно. Пусть С7 — максимальная подгруппа А, тогда 
О с А$. Допустим, что а е А$, но аёО. Обозначим через е единицу груп­
пы О. Докажем, что элемент еаееО. Действительно: е — единица для 
еае и, кроме того, из архимедовости А% следует, что е делится на всякий 
элемент А$. По условию существует характер % такой, что х(а)*=х(&)-
Так как а и О лежат в одной архимедовой компоненте А, то х(а) и х(@) 
лежат в одной подгруппе, но х(а) = * • х(а) • * = х(еШаШе) = х(еае) е 

е х(@), ч т о невозможно. Таким образом: О = А$. 

9°. Следствие. Пусть полугруппа А удовлетворяет коммутаторному 
условию. Тогда для того, чтобы А была аппроксимируема конечными ха­
рактерами относительно предиката Р%, необходимо и достаточно, чтобы 
все архимедовы компоненты А, содержащие идемпотент, были абелевыми 
периодическими группами с ограниченными порядками элементов. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость. Из предыдущей теоремы следует, 
что если А? содержит идемпотент, то А$ — абелева группа. Периодичность 
следует из леммы 3° [4]; ограниченность порядков следует из [6]. 

Достаточность следует из 6° и леммы 4° [4]. 
10 . Характер % полугруппы А называется регулярным, если %(А) — 

регулярная полугруппа. 

Теорема. Пусть А — произвольная полугруппа. Тогда следующие утверж­
дения эквивалентны: 

1) А — вполне регулярная инверсная полугруппа. 
2) А — аппроксимируема идемпотентными комплексными характерами 

относительно вхождения элемента в идеал. 
3) А — аппроксимируема относительно делимости регулярными ха­

рактерами. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . 1. Пусть имеет место 1). Тогда, т. к. инверсная 

вполне регулярная полугруппа имеет лишь изолированные идеалы, 
а каждый изолированный идеал в полугруппе удовлетворяющей ком­
му тарному условию является пересечением простых, то для всякого 
элемента ао ЕА И идеала ^ такого, что ао ё ^ . найдется простой идеал ^о, 
для которого «о ё ^о, ^ с ^о. Рассмотрим характер %: 

(0, если а е^о\ 
^а' | 1 , е с л и а 6 ^ о . 

Очевидно, что %(а) = 1 ё %^) = 0 и, значит, имеет место 2). 
I I . Пусть имеет место 2), тогда из леммы 3° § 1 следует, что имеет место 3). 
III. Пусть имеет место 3), тогда из леммы 7° § 1 следует, что А удо­

влетворяет коммутаторному условию и, значит, раскладывается в связку 
о архимедовых полугрупп Аа. Пусть а\, а% еАа и а± не делится на а% в А. 
Тогда по условию найдется гомоморфизм % полугруппы А на группу (?, 
может быть, с внешне присоединенным нулем 2, такой, что %(а{) не делится 
на %(а%). Так как Аа не имеет собственных простых идеалов, то или %(Аа) = 
= х, или %(Аа) <= О. Если бы %(Аа) = г, то %(а±) = г = %(а%)г, что не­
возможно. Значит %(Аа) с. 0} что также невозможно. Таким образом 
любые два элемента а\,аг^Аа делятся друг на друга и справа и слева 
в полугруппе А. Так как а ж а2 лежат в одной архимедовой подполугруппе, 
то а делится на а2 и, следовательно, А — регулярная полугруппа. Так 
как А удовлетворяет коммутаторному условию, то максимальная подполу­
группа идемпотеытов А коммутативна. Остается показать, что А вполне ре­
гулярна. Пусть га — правая регулярная единица элемента а, тогда га = 
= ха. Так как А удовлетворяет коммутаторному условию, то существует 
у е А такой, что га = ау. Кроме того: гаа = га(ага) = га(1аР) = гаУ = ага = 
= а; %(& = ага. 
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