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О МАКСИМАЛЬНЫХ ПОДАЛГЕБРАХ В УНАРНЫХ АЛГЕБРАХ 

ИМРИХ АБРГАН 

Посвящено шестидесятилетию профессора Штефана ШВАРЦА 

Толчком к написанию настоящей работы послужили работы [3], [4], [7]. 
Она обобщает некоторые результаты из [3], [7]. 

В настоящей работе изучаются свойства максимальных собственных 
подалгебр и пересечения максимальных собственных подалгебр в унарной 
алгебре. Далее, изучаются свойства таких подалгебр в унарной алгебре, 
пересечение которых с довполнением пересечения максимальных собствен­
ных подалгебр в унапной алгебре является непустым множеством. 

Наконец мы сделаем примечание, каким образом при помощи утвержде­
ний, доказанных в этой работе о иоалгебрах в унарных алгебрах, мы по­
лучаем аналогичные утвержения к этим утверждениям, напр. о инва­
риантных подмножествах в (#, Т) — биоперандах (см. [1]). 

В статье мы будем пользоваться следующими обозначениями: 
Х/а обозначает множество всех (Т-классов, соответствующих отношению 

эквивалентности а на множестве X; 

[х]а обозначает с-класс их Х/а, содержащий элемент х из множества Х\ 
\Х\ обозначтет мощность множества X; 
0 обозначает пустое множество; 
1 с 7 обозначает, что X собственное подмножеятво множества Г, в от­
личие от I с 7 ; А обозначает алгебру (под алгеброй А мы понимаем 

пару (А;Ру, где А — непустое множество жР— множество конечных опе­
раций, определенных на А см. [2]., [6]); 

^ ( А ) обозначает множество всех тех непустых подмножеств N мно­
жества А, что <2У; Ру (Р в <.2У; Ру — ограничение Р на А) подалгабра 
алгебры А; 

[Н] обозначает такой элемент из ^ ( А ) , что <[#]; РУ подалгабра в А, 
порожденная непустым подмножеством Н множества А (см. [2]). Вместо 
обозначения [{х}], где хеА, мы пользуемся обозначением [х] . <[0]; Ру 
обозначает подалгебру, порожденную значениями 0-арных операций из Р, 
если такие вР существуют (см. [2|). [0] = 0 тогда и только тогда, когда Р 
не содержит 0-арных операций (очевидно, [0] я N для всех N е0*(А)). 
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^ т т ( А ) (^тах(А)) обозначает множество всех тех элементов N е &(А), 
что <̂ /У; Ру является минимальной (максимальной) собственной подал­
геброй алгабры А (подалгебру <.№; Ру алгабры А назовем минимальной 
(максимальной) собственной, если N Ф [0], N Ф А и не существует 
такой элемент Ж' е^(А), что [0] <= № <=• N ^ с А7' Ф Л)). 

Для простоты формулировки утверждений в насоящей работе, мы пред­

положим, что [0] = 0. 

Определения встречающихся понятий, не определенных в этой работе, 

найдет читатель, напр. в [1], [2], [6]. 

Определение 1. Пусть А — алгебра. Скажем, что два элемента х, у е А 
находятся в отношении У, если [х] = [у]. Очевидно, отношение У на А 
является отношением эквивалентности на А. Алгебру А назовем ^-простой, 
если не существует такой элемент N е&(А), что N Ф А. 

Лемма 1. Пусть унапная алгебра А не является У-простой и пусть 
Nе@>(А). Токда: А е ^ т а х ( А ) тогда и только тогда, когда А \ N = 
= [х]У, где х е А \ N. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . I . Пусть Nе0>т^ъ(А). Пусть а;—произвольный 
элемент из А \ N. Тогда N и [х] = А. Это значит, что А \ N Я: [х] 
для всех х еА\N. Сделовательно, х е [у] и у е [х] для всех х, у е А\N. 
Отсюда вытекает [х] = [у] для всех х, у Е А\N. Для каждого элемента 
г еN имеет место [г] с N. Значит, [г] Ф [х] для всех г еN и х е А\N. 
Из предыдущего мы получаем А \ N = [х]У, где х е А \ N. 

I I . Пусть Nе^(А) и А\N =[х]У, где xеА\N. Предположим, 
что N ^^тах(А). Тогда существует по крайней мере один такой элемент 
А ' е ^ ( А ) , что N с: № ф А. Пусть хе№ П(А\Щ. Тогда [х]У = 
= А\N я [х] д: №. Следовательно, А = N и [х] с №. Это противо­
речит тому, что А Ф №. 

Пусть А-алгебра. Элемент х е А назовем образующим в А, если А = 
= [х]. Алгебру А назовем моногенной, если А содержит по крайнеф мере 
один образующий элемент. 

Обозначим через Ж* такой элемент из 2Р(А) (если он существует), что 
^ ф А к N я ^ для всех N е &(А), N Ф А. 

Лемма 2. Пусть унарная алгебра 31 является моногенной и не является 
У-простой. Тогда ^тах(А) = {Л7*} и А \ ^ = N*, где ^ — множество 
всех образующих алгебры А. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 0={х\хеА, А = [х]}. Согласно предпо­

ложению получим 0 + Д с Л . Очевидно, ^ = [х]-У, где х еО. Пусть 

у—любой элемент из А \1>, т. е. А ф [у]. Так как /(у) е [у], то [/(у)] Я 

--- [у] Ф Л, т. е.„%) б А \7) для в с е х / е Г . Это значит, что А \ ^ е&(А) 
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Согласно лемме 1, мы получаем А \ 0 е ^тах(А). Предположим, что сущест­

вует такой элемент № = &(А), что № Ф А и № ф А\ О. Пусть 

х е N' Г\^. Тогда А = [х] с №. Это противоречит тому, что № Ф А. 

Знъчит, А \ I) = N*. Из предыдущих рассуждений вытекает утвержде­

ние леммы 2. 

Следствие 1. Пусть А — унарная алгебра и пусть хеА. Пусть 
Дг = М \ [х]У Ф 0 и Ах = <М; РУ. Тогда Ох е ^ т а х ( А Д ЛГ* с Д , 
ЗЛЯ всех^ е@(Ах) и Аг^ Ф [я]. 

Теорема 1. Пусть алгебра А не является У-простой. Пусть N е2Р(А) 

и N Ф А. Тогда: 

N = N* тогда и только тогда, когда А \ N = {х \ х е А, А = [х]}. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . I . Пусть N е&(А) и N = ^ . Тогда А = [х] 
для всех х е А \ N и А Ф [у] для всех у е N. Отсюда следует А \ N = 
= {х | х е А, А = [х]}. 

I I . Пусть N е0>(А), N * А, и пусть .4 \ N = {а; | ж е,4, .4 = И } . 
Предположим, что N ф Л7*. Это означает, что существеут по крайней 
мере такой элемент ./У' е &(А), что № Ф А и ./У' ф N. Пусть # е ^ П 
П (-4 \ Щ. Тогда А = [х] я N', т. е. А = ^ . Это противоречит тому, 
что А ф №. Значит, N = ^ . 

Определение 2. Пусть А — алгебра. Па множестве А/У опеделим отно­
шение < слудующим образом: [х]У < [у]У (х, у е А) тогда и только тогда, 
когда [х] с [у], где [ж]./ е А/У, [у\ е А/У. 

Теорема 2. Пусть алгебра А не является У-простой. Пусть N е 2Р(А) 
и N фА. Тогда: 

N = N* тогда и тоъко тогда, когда [х]У < [у\У для всех х ЕА и у в 

€А\К. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . I . Пусть N е&(А) и N = N*. Тогда, согласно 
теореме 1, мы получаем, что [х]У < [у]У для всех х еА ту еА\N. 

I I . Пусть N е &(А), NфА и [х\У < [у\У для всах уеА\Н ъхеА. 
Пусть у — произвольный элемент из А \ N. Тогда [х\ я [у\ для всех 
х еА. Отсюда следует А = и {[а;] | х еА} я \у\. Значит, А = [у] для 
всех уеА\NиАФ[x] для всех х еN. Это означает, что А \ N = 
= {х \ х е А, А = [х]}. Отсюда, согласно теореме 1, мы получаем N = N*. 

Лемма 3. Пусть у равная алгебра А не является У — простой и иустъ 
х е А. Тогда: А \ [х\У е ^тах(А) тогда и только тогда, когда А \ [х]У Ф 0 
и [х]У является максимальным элементом в А/У. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . I . Предположим, что А \ [х]У е ^шах(А) и имеет 
место [х]У < [у]У, где хеА,уеА. Значит, [х] с [у\. Если у е А \ [х\У, 
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то [у] с А \ [х]У. Следовательно, [х]У _= -4 \ М</ . Однако, это противоре­
чит тому, что [х] У п(А\ [х] У) = 0. Значит, у е [х] У, т. е. [х^ = [х^. 

I I . Пусть А \ [х^ Ф 0 и [#]</" — максимльный элемент в А\У. Препо-
ложим, что А \ [#]</ ф ЗР(А). Это означает, что существует по крайней 
мере один элемент / Е - Р и по крайней мере один элемент у еА \[х^ 
такие, что /(у) е [х]У. Тогда [х] я [Ду)] = [у], т. е. [я]*/ < \у]У. Из этого, 
согласно предположению, получим [я]*/ — [?/]</, т. е. у е [ж]«/. Это проти­
воречит тому, что у е А \ И .У. Значит, А \ [#]</ еёР(А). Из преды­
дущего, согласно лемме 1, мы аолучаем А \ [х]У Е^шах(А). 

Из лемм 1, 3 непосредственно вытекает 

Теорема 3. Пусть уранная алгебра А не является ^ — простой и пусть 
х еА. Тогда: 

N е ^шах(А) тогда и только тогда, когда N = А \ [х]У Ф 0 и [х^ — 
максимальный элемент е А^. 

Лемма 4. Пусть А — алгебра и пусть х еА. Тогда: [х^ е&(А) тогда 
и только тогда, когда [х]У — минимальный элемент в А^. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . I . Предположим [х^е^(А) и [?/]*/ < [х]У, где 
х, у е А. Отсюда вытекает у Е [Х]У. Значит, [х]У = [у]У. Это значит, 
что [ # ] ^ — минимальный элемент в А^. 

I I . Пусть [ ж ] / — минимальный элемент в А/У. Предположим, что 
[х] ^ ф 2Р(А). Тогда [х] \ [х]У е в?(А). Пусть у е [х] \ [х]У. Тогда [у]У с 
-= [у] -= М \ [х]У. Из предывущего слудеет, что [у^ < [х^ и [?/]</ ф 
Ф [а;]/. Это противоречит тому, что [х^ является минимальным элемен­
том в А^. 

Лемма 5. Пусть N е0*(А) и N Ф А. Следующие три утверждения 
эквивалентны: 

{ь)Nе0>т^п(А). 
(б) N = [х] для всех х е N. 

(в) N = [х]У, где xеN. 

Д о к а з а т е л ь с т в о очевидно. 

Теорема 4. Пусть унарная алгебра А не является У — простой. Тогда: 
[х]У е ^ппп(А) для всех хеА тогда и только тогда, когда А\[х]У е 
е ^тах(А) для всех х еА. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . I . Пусть [х]У е 0*тт(А) для всех хеА. Тогда 
[х]У е^(А) и [х]У Ф А. Из этого, согласно лемме 4, мы получаем, что 
[х]У — максимальный элемент в А/У и А \ [а;]*/ Ф& для всех хеА. 
Согласно теореме 3 мы получаем, что А \ [я]*/ е ^тах(А) для всех хеА. 

I I . Пусть А \ [я]*/ е ^шах(А) для всех х е А. Из этого, согласнш теоре­
ме 3, мы получаем [я]*/ фА, и [ж]*/ является максимальным элементот 
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в А/У для всех хеА. Согласно лемме 4 и лемме 5, мы получаем \х\У е 
е ^тт(А) лдя всех х е А. 

Пусть А — алгебра. Пусть л/ с ^ т а х ( А ) . Положим Г\ з/ = П № \ N е 
ел/}, если л/ Ф&, и в случае «я/= 0 положим СЛл/ = А. Обозначим 
через и ^ т т ( А ) множество ^ {.2У | N е ^ т т ( А ) } . 

Теорема 5. Пусть унарная алгебра А не является У — простой. Тогда: 
П ^тах(А) = 0 тогда и только тогда, А = ^ ^ т т ( А ) и | ^тт(А) | > 2 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В случае |^тах(А)| = 1 очевидно, что П^тах(А) Ф 0. 
I. Пусть п ^тах(А) = 0. Это значит, что |^шах(А)| > 2. Тогда А \ 0 = 

— Л \ П ^шах(А) = ^ . 4 \ N | N е ^ т а х ( А ) } . Согласно лемме 1, для 
каждого элемента N е ^шах(А) и х е А \ N имеет место А \ N = [х\У. 
Это значит, что А \ \х\У е ^щах(А) для всех хеА. Поэтому, согласно 
теореме 4, имеет место \х\/ е^т1п(А)для всех хеА. Значит, А = ^ ^тт(А) 
и |^тш(А)| > 2. 

I I . Пусть А = ^ ^т1п(А) и [^тт(А)| > 2. Согласно лемме 5, имеет 
место [х\У е ^т1п(А) для каждого х еА. Это, согласно теореме4, означает, 
что А \ [х\У е ^тах(А) для всех хеА. Отсюда вытекает, что П ^тах(А) с 
с п {А \ [х\У | х е А} = 0, т. е. П ^ т а х ( А ) = 0. 

Лемма 6. Пусть А — унарная алгебра. Пусть л/ я ^тах(А) \д/\ > 2, 
^ел/,^ел/,^ ф^,Ох = А \ ^ и2)2 = -4\^2 . Тогда: 

(а) А п 1)2 = 0, 
(б) Л \ п л/ = и {[ж]У | я е .4 \ п л/}, 
(в) А с ^ 2 , 
(г) если N б ^(А) пN пО± Ф0,то Ох я N, 
(д) вс/ш я 6 2>1 гг 2/ 61>2, ^ 0 И п [|/] с п л/. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В случае \л/\ = 1, очевидно, имеет место (б) и (г) 

(см. лемму 1). Предположим, что \я/\ > 2. 
а) Так как А = N1 ^ N2 для всех N1 е л/, N2 е л/ и N1 Ф N2, то А п 

пВ2 = {А\ Щ П(А\Щ = А\ ( ^ и N2) = 0. 
б) Очевидно, имеет место А\г^л/=V{А\N\Nел/}. Согласно 

лемме 1, для всех N ел/ имеет место А \N = \х\У, где х е А \N. Из 
этого вытекает утверждение (б). 

в) Так как А = N2 ^ ^ч и, согласно (а), имеет место ^1С\^2 = 0, 
то 1>1 с N2. 

г) Если N П 2>1 Ф 0, то ^ с 1 1 и ] У б ^(А). Так как ^ е ^тах (А), 
то .4 = N1 ^ -/V. Отсюда ^x я N. 

д) Пусть # 1 е -я/, N2 б Л, -VI Ф й , ^ Е I) ! = А \ N1 и у е Х>2 = ^ \ # 2 . 
Предположим, что [х\ П [у\ ф П л/. Тогда существует такой элемент 
N3 6 ^ , что И п [у] $ N3- Из этого, согласно (г), мы получаем 2)3 = 
Л \ Л ^ М П [?/], т. е. 2)з .= [я] и 1>з ^ \у]. Согласно предположе-

117 



нию ^ 1 Ф ̂ 2 или ^2Ф^з. Тогда, согласно (в), А .= N3 или -02 _= N3. Отсюда 
[х] ^ N3 или [у] ^ N3. Это противоречит тому, что ^ъ -= [х] и Г)з ^ [у]. 

Теорема 6. Пусть унарная алгебра А не является ^ — простой и пусть 
х е А. Тогда: 

х ф Г\ ^тах(А) тогда и только тогда, когда А \ [х]У ф 0 и \х]У — 
максимальный элемент в А/У. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . I . Пусть хеА и х ф П ^тах(А). Тогда существует 
по крайней мере один такой элемент Nе^таx(А), что xфN. Значит, 
xеА\N. Согласно лемме 1, имеет место А \ N = [х]У. Поэтому 
А \ И ^ е ^ т а х ( А ) . Из зтого согласно теореме 3, мы получаем А \[х]У Ф 
Ф 0 и [х]У является максимельным элементом в А\У. 

I I . Пусть А \ [х]У Ф 0 и [х^ — максимальный элемент в А/У. Соглас­

но теореме 3, А \ [х^ е ^ т а х ( А ) . Из этого следует, что х ф П ^шах(А) 

П^сть А — апгебра. Если Н — любое непустое множество Н я А, то 
через ^тах(-Е0 мы будем обозначать множество всех таких элементов 
-^^«^тах(А), для которых НяN. Обозначим черех ?(Н) множество 

П ^ т а х ( Я ) , Т. е. ?(Н) = П ^ т а х ( Я ) , вСЛИ Н ф 0, II ПОЛОЖИМ Р(0) = 0. 

Теорема 7. Пусть А — унарная алгебра. Пусть N е&(А) и N Ф А. 

Тогда: N = П {А \ [х]У \xеА\N} и А\ [х]У е ^ т а х(-А) для всех 

х еА\N тогда и только тогда, когда П ^тах(-А) _= N. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть N еЗ?(А) и N Ф А. 

I . Если N = П {А \ [х]У \ х е А \ ^ иА\ [х]У е ^ т а х (-А)для всех х е 

А \N9 то N = Р(Щ. Тогда, очевидно, П ^тах(-А) с N. 

I I . Пусть П ^тах(-А) я N. Тогда х ф П ^тах(-А) для всех х еА \ N 
Согласно теореме 6, А \ [х^ Ф 0 и [о;]*/ — максимальный элемент 
вА^. Из этого, согласно лемме 3, мы заключаем, что А \ [х^ е ^тах(-А) 
для всех х еА \N. Предположим, что существует по карйней мере один 
элемент уеА\N такой, что N ф А \ [?/]</. Тогда, согласно лемме 6, 
мы получаем [?/]</ с N. Это противоречит тому, что у еА\N. Значит 
N Я П {А \ [#]У | х е А \ N}. Пусть у — произвольный элемент из 
П {А \ [х]У | х 6 А \ N}. Предрположим, что у ф N. Тогда у ф А\ [у^ 
и у е А\N. Это противоречит тому, что у е п {А\ [х]У \ х е А \ N}. 
Значит, у еN. Из предыдущего мызаклбчаем,что N = п {А \ [х^ х е 
Е Л \ N1 и ^ \ [ж]-/ 6 ^тах(-А) для всех X 6 А \ N. 

Следствие 2. Пусть А — унарная алгебра и пусть Н — непустгаео 
подмножество в А. Тогда: Н = ?(Н) тогда и только тогда, когда 
П ^тах(-А) Я Н иНе &(А). 
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Теорема 8. Пусть А — унарная альгебра. Пусть На ^ Л и На = Р(На) 

для каждого ос е Л (Л — непустое множество индексов). Тогда: 

(а) Р(и {На | осе А}) = и {На \ ос еА}. 

(б) Р(п {На | а еА}) = П {На \ ос еА}. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Предположим, что существеут по крайней мере 
одно такое осе Л, что На Ф 0. Тогда П 2РШш.(А) с и {На\ осе Л} е&(А). 
Из этого, согласно следствию 2, мы получаем утветждение (а). Если На = 0 
для всех осе Л, тоб очевидно., истинно утвержение (а). 

б) Если П {На | а б Л} = 0, то, очевидно, утверждение (б) истинно. 
Если П {На | а е Л} ф 0, то П ^тах(-А) д п { Я , | а е Л } б ^(Д). Из отогоб 
согласно следвтсию 2, мы получаем утвержение (б). 

П р и м е ч а н и е 1. Пусть А — унарная альгебра. Из следствия 2 и тоере-
мы 8 вытекает: Множество всех тех элементов N е &(А), что П ^тах(-А) ^ 
с N (присоединением нуля, если П ^тах(^) = 0), является полной 
дистрибутивной подстрцутурой структуры всех подмножеств множества 
Л (по теоретико-множественному включению, причем пересечение и объе­
динение имеют теоретико-меожественный смысл). 

П р и м е ч а н и е 2. На примере аддитивной группы целых чисел по тос ! 6, 
можно легко доказать, что не для каждой алгебры А имеют места слкду-
ющие утверждения: 

(ах) Если N е ^ т а х (-А), то Л \ N = [ж],/, где х е А \ N. 
(а2) Пусть алгебра А — моногенна и А не является *? — простой. Тогда: 

^ щ а х ( . 4 ) = ^*} и А \ ^ = N*, где ^ — множество всех обрезующих 
алгебры А. 

(аз) Если Л \ [&]</ Ф 0 и [#]</ — максимальный элемент в А^, то 

Л \ М ^ е ^ т а х ( - 4 ) . 

( а 4) ПуСТЬ .й/ С ^таХ(А), \*/\ > 2, N1 Е^/, N2 6 ^ , N1 ^ N2, А = Л \ ^ 

И -02 = Л \ N2 . 

Тогда: 

(а-и) ^1Г^^2 = 0. 

(а42) -01-^-^2. 

(а4з) Если N Е ̂ (А) и N П Х^ Ф 0, то А . .= N. 
(а44) Если ж Е 1>1 и у е Х>2, то [ж] П[у] ^ п «я/. 
(аб) Если ж Е Л и а; $ ^тах(-А), то Л \ [х^ Ф 0 и [о;],/ — максимальный 

элемент в Л/«/. 
Ы Если П ^ т а х ( А ) с N и N е &(А), то N = П {Л \ [я] ./ | ж Е Л \ N} 

и Л \ [Х]У е ^тах(-А) для всех xеА\N. 
(а7) Если На я А и Я« = Р ( # а ) для всех а б Л , то Р(и {Я« | а ЕЛ}) = 

= и {На\осеА}. 
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Далее на примерах можно легко показать, что не для каждой алгебры 
А имеют место следующие утверждения: 

(61) Если [х]У е 0*тт(А) для всех х е А, то А \ [х]</ е 0*тм(А) для всех 
х еА. 

(62) Е с л и П ^тах(-А) = 0, ТО А = ^ 0>тт(А) и \0>тт(А)\ > 2. 

(63) ЕСЛИ А = ^ 0>тш(А) И | ^ т ! п ( Л ) | > 2, ТО П ^тах(-4) = 0. 

Лемма 7. Пусть А — унарная алгебра. Пусть з/ с ^>

ТШХ(А),^ с ^ т а х (-4). 
Тогда: 

(&) Г\ я/ я п ^ тогда и только тогда, когда & я д/. 
(б) П «я/ = П «Й? тогда и только тогда, когда <$/ = &. 

Доказательство, а) Предположим, что П з/ я П 33, и что существует 
такой элемент IV' е ^тах(-А), что № е &\<я/. Пусть х—-любой элемент 
из А. Если х е п <$/, то х е №. Если х $ П<я/9 то существует по крайней 
мере один такой элемент N е з/, что х $ N. Так как N Ф IV', то -4 = 
= .У1) N'. Из этого мы получаем х е N'. Следовательно, N' = А. Это про­
тиворечит ТОМу, ЧТО N' б^тах(-А). 

б) Утверждение (б) вытекает из (а). 

Теорема 9. Пусть А — унарная алъгебра. Пусть М я А, N я А, 
М = ?(М) и N = Р(#). Тогда: 

(а) ^ т а х ( ^ ПЩ = ^ т а х ( Ж ) и ^тах(-У), 

(б) 0>тж(М иЩ = ^ т а х ( Ж ) П ^тах(-^) 

Доказательство, а) Пусть М = ?(М) и N = Р(-!У). Согласно теореме 
7, имеет место П ^ ш а х ^ п Щ = М П N. Следовательно, П 2Рт^(М П 
П .У)= .М П N = (П ^ т а х ( Ж ) ) П (П ^тах(-У)) = П ( ^ т а х ( ^ ) и ^ т а х (Щ. 

Из этого, согласно лемме 7, мы получаем утверждение (а). 
б) Утверждение (б) очевидно. 
Пусть А — алгебра и II — любое подмножество множества А. Знаком 

сойипЯ мы будем обозначать |^тах(Я)| т. е. сосвт Н = |^тах(Я)|, 
И ПОЛОЖИМ Й1т Я = |^тах(-4) \ ^ т а х ( Я ) | . 

Теорема 10. Пусть А — унарная алгебра. Пусть М я А, N я А. 
Тогда: 

(а) сКт 0 = сосйт .4 = 0, 
(б) сИт А = сойпп 0 = |̂ Шах(-А)|, 
(в) й т М = оТнп ?(М), 
(г) если М = ?(М), N = ?(Щ, то 
соЙ1т (М ^ Щ + сосШп (М П Щ = сооМт М + сосШп N1 
(д) сосИт М + &1тМ = |^тах(-4)|. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно миеют место утверждения (а), (б), (в) и (д). 

Согласно теореме 9 мы получаем: 

сосИт (МпЩ = \0>т^(М п Щ\ = \&т^(М) и 0>т^(Щ\, 

сооПт {МиЩ = \&тж(М и Щ = \0>тъХ(М) и 0>тм(Щ\. 

Далее имеет место 

| ^ Ю а х ( ^ ) и ^ т а х ( ^ ) | + | ^ т а х ( М ) П ^ т а х ( - ^ ) | = 

= \&тах{М)\ + |^тах(ЛГ)| = СОоИт М + СОсНт ДГ. 

Из ЭТОГО вытекает утвержение (г). 
Пусть А — унарная алгебра и пусть N е &(А). Скажем, что два эле­

мента х, у е А находятся в отношении VN> если х = у или х еN и у еN. 
Очевидно отношение VN является конгруенцией на А. Знаком А|VN мы 
будем обозначать фактоор алгебру <Л/^^;^ 7>, соответствующую кон-
груенции VN на А. Отображениен ср множества А на А ^ определенного 
следующим образом: хер = [x]VN для всех х еА, оно является гомоморфиз­
мом алгебры А на фактор-алгебру А|VN и называется каноническим гомо­
морфизмом. 

Если Ф — отображение множества X в множество У и А с X, В я У, 

то АФ обозначает образ множества А, а ВФ*1 обозначает прообраз мно­

жества В при отображении Ф множества X в У. 

Лемма 8. Пусть унарная алгебра А не является ^ — простой. Пусть 
N е&(А) и N Ф А. Пусть ср — канонический гомоморфизм алгебры А 
на А|VN, и положим О -= N4). Тогда имеет место: 

(а) Если В е 0>(А), то Е<р е &(А/УЯ). 

(б) Если Ъ е &(А^), то Еу-1 е &>(А). 
(в) Если Е е 0>т<т(А), то Еу е ^т^х(А^) тогда и только тогда, когда 

либо N ^ Е, либо N я А\Е. 

(г) Если Ъ Е &ШОЩУЯ) и О еЕ,то Еу-1 е ^ т а х ( - 4 ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о очевидно. 

Теорема 11. Пусть унарная алгебра А не является ^ —- простой. Пусть 
Nе0>(А), N = Р(Щ и N фА. Пусть у — канонигеский гомоморфизм 
алгебры А на фактор-алгебру А|VN и б = N9?. Пусть О еЕ для всех Е е 
е ^шах(-А/зд). Тогда: 
сит N + сит А ^ = сит А. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть з0\ = {Е \ Е е0*тв>х(А), N с Е}. Пусть Е\ е 
ея#\, Еъ = я/\ и Е\ фЕг* Тогда А\Е\ я А\N и, согласно лемме 6, 
имеет место А \ Е\ я Ег. Пусть хеА\Е\, то хуеЕ%у. Предположим, 
что х<реЕ\(р. Тогда (ху)у-г = х е Е\. Это противоречит тому, что хе 
еА\Е\. Следовательно, Е\у фЕур. Это, согласно лемме 8, обозначает, 
что существует взаимно однозначное отображение множества з&\ на &>

т3л(А\ 
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/г^. Значит, с о й ш ^ = (ИтА/щ- Из этого, согласно теореме 10, мы по­
лучает утверждение теоремы 11. 

Пусть А — унарная алгебра и пусть 0 Ф Н я А. 

Пусть IV = {у 6 А / у = / ( # ) . ь д е хеН,$е1?} и положим Р(Н) = [Я'] . Вмес­

то обозначения Р({х}), где хеА, мы пользуемся обозначением Р(х). 

Лемма 9. Пусть А — унарная алгебра. Пусть N е 3?(А), N Ф А и по­
ложим ^ = А\N. Тогда: 

N е ^тах(-А) тогда и только тогда, когда имеет место точно одно из 
следующих утверждений: 

(а)Х>= {х} иР(А) с N. 
(б) ^ = [х] для всех х е О, 
(в) ^ с [х] для всех х е ^ и Р(А) $ N. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . I . Пусть Nе^таxИ) и N Ф А. Тогда имеет место 
точно из следующих утверждений: 

(ос) ЩБ) пО = 0, 
(0) ЩБ) ПО ф0. 
ос) Предположим, что имеет место утверждение (ос). Очевидно Р(А) я N. 

Пусть х — произвольный элемент из Х>. Тогда N <= N и {х} Е^(А). Так 
как N е^тах(-А). ТО А = N и {х}. Значит, I) = {х} Из предыдущего 
вытекает, что имеет мусто утверждение (а) и не имеет место ни одно и 
утверждений (б), (в). 

/3) Допустим, что имеет место утверждение (/3). Тогда имеет место точно 
одно из утверждений 

тгф) я А 
{02) Я{Р) $ В и Ж[р) ПО ф0. 
/?г) В случае (/81), согласно лемме 1, мы получаем [х] я О = [х]/ я [х] 

для всех х е 2). Это означает, что имеет место утверждение (б) и не имеет 
местб ни одно из утверждений (а), (в). 

/?г) Предположим, что имеет место (/?г). Тогда Р(А) $ N. и существует 
по крайней мере один элемент х еО и по крайней мере один э л е м е н т / е Р 
такие, что /(у) е1) . Отсюда, согласно лемме 1, мы получаем I) = [у]^ с 
с [у] = [х] для всех х еО \\ ]?(А) ф N. Это означает, что имеет место 

утверждение (в) и не имеет место ни одно из утверждений (а), (б). 
I I . Пусть N еёР(А), N Ф А и О = А\N. Если имеет место (а), то, 

очевидно, N е ^тах(-А). Предположим, ЧТО имеет место произвольное из 
утверждений (б) и (в) и N $ ^тах(А). Это означает, что существует такой 
элемент № е^(-А), что N с № фА. Пусть у еN' ПО. Тогда А = 
= N V О Я N V [у] я N'. Это противоречит тому, что N' Ф А. Отсюда 
вытекает N е ^тах(-А). 

Пусть А — унарная алгебра. Элемент геА назовем инвариантным 
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в А, если /(г) = г для всех / еР. Унарную алгебру А назовем унарной 
алгеброй с инвариантным элементом порядка 2, если А содержит точно 
два элемента /(х) = 0А для всех хеА, где 0А — инвариантный элемент 
в А. Уранную алгебру А с инвариантным элементом ОА е А назовем 
Ос/ — транзитивной, если А Ф {0^} и уеР(х) для всех х е А, уеА 
и х Ф 0А. Очевидно, имеет место: Пусть А — унарняа алгебра с инва­
риантным элементом 0А и пусть А Ф {0А}. Тогда: А является 0У — 
транзитивной тогда и только тогда, когда А = Р(х) для всех хеА 
и X Ф {0А}. 

Унарную алгебру А с инвариантным элементом 0^ назовем ._/ — тран­
зитивной, если А Ф {0А} И у е [х] для всех хеА, у е А, х Ф 0А, у Ф 0^ 
и 4 \ {0л} е&(А). Очевидноб имеет место: Пусть А — унарная алгебра 
с инвариантным элементом 0А и пусть А Ф {0^}. Тогда: А является 
У — транзитивной тогда и только тогда, когда А \ {0А} е ^тт(-А). 

Теорема 12. Пусть А — унарная алгебра. Пусть N е&(А) и N Ф А. 
Тогда: N е &тв,х(А) тогда и только тогда, когда имеет место точно одно 
из следующих утверждений: 

(а) А^х — унарная алгебра с инвариантным, элементом порядка 2, 

(б) -4/г>лг — «/ -— транзитивна, 
(в) А/гх — 0У — транитивна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение теоремы 12 мы получаем непосред­
ственно из леммы 9. 

Обозначим через &\ сласс всех унарных «/ — простых алгебр. Пусть 
^ 2 класс, который содержит точно все унарные алгебры с инвариантнвм 
элементом порядка 2 и все 0*/ — транзитивные унарные алгебры. 

Определение 3. Пусть А — унарная алгебра; мы будем говорить что: 

а) унарная алгебра А является алгеброй типа Вт, если А = и {N^ \ г е I}, 
где N^е2Р(А) и (Дг\Ру еЗЗ\ для всех ге! (I — непустое множество 
индексов). 

б) Унарная алгебра А с инвариантным элементом 0А(0А е А) является 
алгеброй типа В 2, если 

бг) А 6 ^ 2 , б2) А = и {N,1 г е I}, где |/ | >2, N^е @(А), <ДГ<; ^ > 6 ®г 

для всех ^еIиN^Г\N= {0А} для всех ге1,^е!иъф]. 
в) Унарная алгебра А с инвариантным элементом 0А е А является 

алгеброй типа Вз, если А = ^ 1 » А%, А\ П Л 2 = 0, где А\ е 2Р(А)У 

(А\\]Р — типа Вх и А2 е2Р(А), <Л 2 ; ^>-типа В 2 . 
Из теоремы 4 вятекает 

Теорема 13. Пусть унарная алгебра А не является У — простой. Тогда: 
А — типа &± тогда и только тогда, когда П ^тах(-А) = 0. 
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Теорема 14. Пусть А — унарная алгебра. Пусть ^тах(-А) Ф 0, N е 0*(А) 
иN фА Тогда: 

N = Р(Щ тогда и только тогда, когда имеет место точно одно из 
следующих утверждений: 

(а) А^VN — типа Вт., 

(б) А|VN — типа В 2, 
(в) А|VN — типа Вз. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть <р — канонический гомоморфизм алгебры А 

на А\VN и 0 = N4). Очевидно, 0 — инвариантный элемент в А|VN^ 
I . Пусть ^шах(-А) Ф 0, N е 0>(А), N ф А и N = Р(/У) Положим 

.0(2^) = А\^ для всех ^ е0*тъх(А). Тогда: 
(1) А \ N = и ДО) | -̂  е^тах(-А), N я Ь}. 

ЕСЛИ |^тах(-У)| = 1, то N е&тэх.(А). Из этого, согласно теореме 12, 
мы получаем, что имеет место точно одно из утверждений (а), (б) и не 
имеет место утверждение (в). Предположим, что |^тах(-А)| > 2. Пусть 
2 — такое непустое подмножество множества А \ ./V, что 2 П .0(2./) 
содержит точно один элемент для каждого ^ е ^тах(А). Пусть ^ — любой 
элемент из ^тах(-А) и хеО(Ь). Тогда, согласно лемме 1, мы получаем 
Х)(Х) = [х]У. Далее, из (1), ввиду лемм 1 и 6, мы получаем: 

( а 1) N2 = N и [г]У е&(А), т. е., Аг = <./У2;.Р> — подалгебра алгебры 
А для всех г е 2 , 

(а2) N П [г]-/ = 0 для всех г е2, 

(аз) N е ^тах(-А2) для всех г е 2, 
(аз) Nи П NV = N для всех и, V е 2 и и Ф V, 
(он) А = и фг\ге2}. 
Так как в силу (аз) N е^тах(-А), то, согласно теореме 12, имеет место 

точно одно из следующих утверждений: 
1) Аг|VN — <? — транзттивна для всех г е 2, 
и) Аг|VN е ^ 2 для всех г е 2 , 

ш) существует по крайней мере такой элемент ге2, что Аг/гя — $ 

транзитивная и существует по крайней мере один акой элемент и е2, что 

Ли^ е ^ 2 . 
В случае 1), очевидно, имеет место утверждение (а) и не имеет место ни 

одноиз утверждений (б), (в). В случае и), очевидно, имеет место утвержде­
ние (б) и не имеет место ни одно из утверждений (а), (в). Наконец, в случае 
ш) обозначим через 2ч множество всех г е2 для которых Аг/уц— -/ — 
транзитиваня, и через 2% множество всех ие2, для которых Аие&г. 
Тогда можно легко доказать, что для А\ = и {[г],/ | г = г<р, г е2)} 
и Аг = и {N21V*' I 2 е2%} и имеет место: А\ е^(А/г^), 
<Ах\Я> — типа В ь А2 е 0>(А)^)> 
(Аг;1?У — типа В 2, А|VN = Ахи А^п Ах П Аг = 0. Это онааед, что 
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имеет место утверждениу (в) и не имеет место ни одно из утверждений* 
(а), (б). 

I I . Предположим, что имеет место любое из утверждений (а), (б), (в). 
Пусть х — любой элемент из А|VN \ {б}. Тогда [х]У П {6} = 0 и [х]У 
максимальный элемент из А|VN^ Из этого, согласно лемме 3, мы получаем, 
что 0 е А|VN \ \х]У е ^Этах(-А^) для всех х е А\VN \ {б}. Согласно 
лемме 8, это означает, что (А\VN \ \х\У)ер~х = А \ [х]У е ^ т а х ( - 4 ) , где 
х = хер-1 6 А \ N. Тогда П {А \ [х]У \ х е А \ N} = Г\{(А^ \ [х]У)<р^ \ 
хеА/гя \ {б}} = ( п {А^ \ [х]У | х 6 А ^ \ {О}})?'1 = б??"1 = N. Зна­
чит, N = Р(Щ. 

П р и м е ч а н и е 4. В этом примечании мы применим полученные резуль­
таты к изучению свойств маскимальных собственных инвариантных 
подмножеств, к изучению свойств пересечения максимальных собствен­
ных инвариатнных подмножеств в (#, Т) — биоперандах. Далее, изучим 
свойства инвариантных подмножеств в (#, Т) — биоперандах, пересечение 
которых с дополнением пересечения максимальных собственнх под­
множеств в ( $, Т) — биоперандах является не пустым множеством. 

Пусть зМт — (#, Т) — биоперанд (см. [1]). Множество всех инвариант­
ных подмножеств в $Мт обозначим через &(М). Элемент N е 2Р(М) назовем 
минимальным (максимальным) собственным инвариантным подмножест­
вом в $Мт, если N Ф М и не существует такой элемент N, е&(М), что 
# ' с N(N <= Я' Ф М). Обозначим через ^ т 1 п ( Ж ) (&ты(М)) множ 
всех тех N е 0>(М), что N — минимальное (максимальное) собственное 
инвариантное подмножество в $МТ. Главным инвариантным множеством 
в зМт, порожденным элементот х еМ, назовем инвариантное множество 
вида х и Нх и хТи НхТ и обозначим его через [х]м- На множестве М 
мы определим отношение Ум следующим образом: скажем, что два эле­
мента х, у е М находятся в отношении Ум, если [х]м = [у]м. Очевидно, 
отношение Ум на М является отношением эквивалентности. $Мт назовем 
Ум — простым, если не существует такой элемент N е &*(М), что N Ф М. 
Элемент х е М назовем образующим в зМт, если М = [х]м . зМт назовем 
моногенным, если зМт содержит по крайней мере один образующий 
элемент. Обозначим через N* такой элемент из &(М) (если он существует),, 
что -№* Ф М и N с Л"* для всех N е 0>(М) и N Ф М. Скажем, что два 
элемента [х]Ум е М\УМ, [у]м е М/Ум(х,у еМ) находятся в отношении 
< м на М\УМ тогда и только тогад, если [х]м ^ [у]м- Пусть N е0*(М). 
Скажем, что два элемента х,у еМ находятся в отношении VN на М тогда 
и только тогда, когда х = у или xеN и уеN. Очевидно, ото 
VN на М является конгруенцией иа зМт. Отображение ср множества М 
на М\VN определено следующим образом: хер = [x]VN для всех х е М, оно 
является каноническим гомоморфихмом (,5, Т) — биоперанда $Мт на 
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фактор (#, Т) — биоперанд зМ/уут- Элемен г е М называется инвариант­
ным элементом $Мт, если зг = гЬ = г для всех 5 е 5, I е Г . $Мт назовем 
(#, /7)-биоперандом с инвариантным элементом 0М е М порядка 2, если М 
содержит точно два элемента и зх = хЬ = О м для всех з е 8, х е М,Ь еТ. 
$Мт с инвариантным элементом 0М е 3/ и Л/ Ф {Ом} назовем (/5, 0) — 
транзитным ((О, Т) — транзитиыным), если 8х = М \ {Ом}(хТ — 
= I I \ {Од/}) для всех х ф 0А и Л//7 = {0М} (8М = {0М}). я-Л/т с инва­
риантным элементом ОмеМ,М Ф {0М} назовем слева (справа) 0 — транзи­
тивным, если для всех х еМ, у ЕМ и х Ф 0М существует такой элемент «5 е 
Е8(1 ЕТ) что зх = у(х1 = у) и II/ 7 = {0М}(8М = {0М}). #Л/т с инвариантным 
элементом 0М е М и М Ф {Од/} назовем ($, Т) — транзитивным, если 
8хТ = М\{0м} для всех # Ф Од/, з^/г с инвариантным элементом 
Од/ е II, и 3/ Ф {Од/} назовем 0 — транзитивным если для всех я е М, 
у Е 1/, х Ф Од/ существует такие з Е8 п1 ЕТ, что ?/ = $#г. 

Обозначим через 2Я\ класс всех Ум-простых (8, Т)-биорандов. Пусть 382 

класс, который содержит точно все с инвариантным элементом порядка 2 
(#, 0) — транзитивные, слева 0 — транзитивыне, (О, Т) — тпранхитив, 
ные, справа 0 — транзитивные, 0 — транзитивные (8, 5Г)-биоперанды. 
Мы будем говорить, что: 

(а) зМт является (5, 77)-биоперандом типа Вт., если М = и {N^ \ г е /}, 
где N^ е0*(М) и ^%т Е&\ для всех г Е I (I — непустое множество индек-
слв). 

(б) зМт с инвариантным элементом 0М Е М является (5, Т)-биоперан-
дом типа В2 если 

61) зМт Е882 

62) М = и ^г\1е 1} где |/ | > 2, ^ е &(М), 3 ^ т е @2 для всех г Е I 
и N1 Ф N3, N^ П N3 = {Од/} для всех г Е /, у е I и г фу. 

(в) зМт с инвариантным элементом Од/ е М является (#, У)-биоперан-
дом типа В3, если М = Мх и М2 и Л/х П 3/ 2 = 0, где М\ Е&(М), зМ\т типа 
Вх и М2 Е0>(М), зМ2Т — типа В 2. 

Пусть зМт — (А?, Т)-биоперанд. Если каждому з Е 8 (I ЕТ) сопоставлена 
унарная операция/$(/*) на М, определенная посредством/Дя) = зх ($ь(х) = 
= х1), где зх (хЬ) имеет то же значение что и в (#, Т) — биореранде зМт, 
и если положим Рг = {/8 \ з Е 8}, Р2 = {/* | Е Т} и Р = Гг и Р2, то М = 
= (М; Гу является унарной алгеброй. Назовем ее унарной алгеброй, 
присоединенной к (А?, Т)-биоперанду $Мт. Очевидно, имеют место: 

Теорема А. Пусть 8МТ — (5, Т)-биоперанд и пусть М = <Л/; /"> — 
унарная алгебра, присоединенная к (8, Тубиоперанду $Мт. Тогда для 
каждого непустого подмножества N множества М имееи место: 

(а) N е 2Р(М) тогда и только тогда, когда N е 2Р(ЪК). 
(б) N = [а]м (а Е 2У) тогда и только тогда, когда N е ^ ( М ) и N = [а]. 
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Теорема Б . Пусть ЬА = (М;1?у — унарная алгебра, присоединенная 
к (8,Т)-биоперанду зМт. Тогда: 

(а) М является унарной алгеброй с инвариантным элементом порядка 2 
тогда и только тогда, когда $МТ является (8, Т)-биоперандом с инвариант­
ным элементом порядка 2. 

(б) М является О У — транзитивной тогда и только тогда, когда имеет 
место Ыочно одно из следующих утверждений: 

(61) $Мт — (*§, 0) — транзитивный-, 

(бз) 8^т — (0, Т) — транзитиынвй, 

(63) з-Л/т — слева 0 — транзитивный, 
(64) $МТ — справа 0 — транизитивный, 
(65) $Мт — 0 — транзитивный. 
в) М — / — простая тогда и только тогда, когда зМТ — Ум — простой. 
г) М являетмя типа В1(В2, Вз) тогда и только тогда, когда з^т — типа 

В1(В2, Вз). 
Теперь ясно, как посредством теорем А, Б и теорем (доказаных в этой 

работе) о подалгебрах в унарных алгебрах мы получаем теоремы об ин­
вариантных подмножествах в (5, Т)-биоперандах, аналогичные к этим 
утверждениям. 

Далее, мы заметим: Пусть <$;.> полугруппа и (Н; .>, (Т; .> ее под-
полугркппы. Пусть А есть (Н, Т) — идеал поллугруппы <#; . > (непустое 
подмножество А множества # называется (Н,Т) — идеалом в <$; .>, 
если НА я А и АТ я А см. [5]). Если каждому элементу Ъ еН(1 еТ) 
сопоставлена унарная операция /л(/*) на А и определена посредством 
/п(х) = К . х($ь(х) = х .1) для каждого х е А, где Ъ, . х(х . I) есть произве 
дение элементов 1г,х(х,1) в определенном порядке полугркппы <#; .>, 
и если положим 1*1= {/н\Ье Н}, Р% = {/* | * е Т} и Р = 1*х и .У2, то 
А(А) = (А;Ру является унарной алгеброй. Назовем ее унапной алгеброй, 
присоединенной к (Н, Т) — идеалу А полугруппы <#; .>. Очевидно, что 
таким же образом, как мы это сделали выше, мы можем получить теоремы 
о (Н, Т) — идеалах в А (непустое подмножество N множества # назовем 
(Н, Т) — идеалом в А, если N является (Н, Т) — идеалом в <$; . > и N я А). 
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