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MATEMATICKO-FYZTKÁLNY ČASOPIS SAV, 16, 3, 1966 

QUADRATISCHE DOPPELVERHÄLTNISSCHAREN 
AUF REGELFLÄCHEN 

JOSEF VALA, Brno 

In der Arbeit betrachtet man die Eigenschaften der Kegelschnittflächen, 
die zur gegebenen quadratischen i?-Schar gehören. Weiter werden die Eigen­
schaften des Paares der quadratischen .ß-Systeme mit gleichen Grundkurven 
untersucht. 

a) Betrachten wir eine Regelfläche 0 in dem projektiven dreidimensionalen 
Raum P3, Die Fläche 0 sei keine Torse. Ihre Gleichung kann man in der Form 

(1) x = y(u) + vz(u) 

angeben. Die Differentialgleichungen der Leitlinien der Fläche 0 haben die 
Gestalt: 

(.2) //' = anH + ai22 + ßny' + ß12z', 
Z" = a2 iH + 0C22Z + ß2iy' + ßv&' ', 

die Striche bedeuten Ableitungen nach u. 
Durch die Differentialgleichung 

(3) v' + a(u) + 2ß(u)v + y(u)v* = 0, 

wo a, ß, y die gegebenen Funktionen des Parameters u sind, ist auf der Fläche 0 
eine Doppelverhältnisschar (R-Schar) bestimmt. Die Linien der i^-Schar schnei­
den die Erzeugenden der Fläche 0 in den projektiven Punktreiben durch. 

Die Tangenten der Linien der iü-Schar in den Punkten der Erzeugenden p 
der Fläche 0 bilden eine Geradenschar Fi der Quadrik W (Mayer [2], S. 4.). 
Die Quadriken *F längs aller Erzeugenden p der Fläche 0 bilden eine einpara-
metrische Schar Wu. Die Charakteristiken der Schar Wu bestehen immer aus 
der Geraden und aus der Kurve k dritter Ordnung. 

Wenn wir durch x±, x2, x3, x^ die Koordinaten des Punktes X bezeichnen, 

X = xiy + x2z + x3y
f + x±z', 

dann gilt für die Kurve k (bei dem konstanten Wert des Parameters u): 
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(4) X! •-= y 4 B' 4 2(_ß f y)(/ö 4 yv) — B(ßu -| vß2l), 

x2 =- v((P 4 B') - 2(B 4 v)(« 4 ßv) ~ B(ßn 4 rß22), 

x3 = \p + 2B, 

*4 = v(ip 4 2ß), 
wo Ii — — a — 2/)'D —-- yv2, 

(f = — ^2a2i 4 v(oc22 — a n ) -f ai2, y> =-= — fl2/?2i 4- '^(/fe - - ßu ) 4 P12 

(siehe [4]). 

W e n n sich der Pa ramete r u änder t , dann sind die Re la t ionen (4) Gleichungen 

der F läche ß . 

Grundkurven einer Doppel verhäl tn isschar nenn t man das K u r v e n paar , 

in dessen P u n k t e n die Kurven der F-Schar die asympto t i schen Linien 

(5) 2v' — ß2lv* 4 (#22 — ßn)v 4 /?i2 ---• 0 

der F läche 0 berühren ( B a r 11er [1], S. 57). 

Wei te r werden wir voraussetzen, daß //, z die G r u n d k u r v e n der H-Schar 

sind. Die Differentialgleichung aller R-Scharen, die die Linien y, z als G r u n d 

ku rven haben , l au te t d a n n : 

dv ß'2l ß12 

(6) - - - - - v*-2ß(n)v- -> 
du 2 2 

wo ß eine beliebige Funk t ion des Pa rame te r s u ist. Diese IV Scharen bezeichnen 

wir mi t R(y: z). 

I m folgenden werden wir vorausse tzen, daß keine der Linien //. z die asym­

ptot ische K u r v e d^v Fläche 0 b e r ü h r t u n d daß keine der Lin ien //, z du rch die 

F l e k n o d a l p u n k t e dvv F läche 0 geh t . Die Linien y,z seien im Sinne von T e r r a -

c i n i [3] n ich t konjugier t . 

Weiter werden wir einige Ergebnisse der Behandlung |4] einführen, diese 

Ergebnisse sind für die weiteren Be t rach tungen nü tzl ich. 

Es exis t ieren zwei R(y, z)-Scharen mi t der Eigenschaf t , daß die zugehörigen 

K u r v e n dr i t ter Ordnung k immer in eine Gerade und in einen Kegelschni t t 

zerfallen. Wir bezeichnen diese /*!-Scharen mi t Ri(y, z), R2(j/. z) und nennen 

sie quadratisch. Durch die Differentialgleichung (()) ist die Ri(y, ; ) -Schar 

bes t immt , wenn 

ßl2 /Ju/^12 
(7a) /)/M2 — — ai2 -r 

gilt, ähnlich bes t immt die Gleichung ((>) die R2(y, £)-Schar. wenn für ß 

ß',x ß2\ß22 
(7b) ßß2l - a2i — ^ 4 

gilt. 
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Die quadra t i schen Charak te r i s t iken der B\(y, z)-Schar bezeichnen wir m i t 

k\(y,z), ähn l ich die quadra t i s chen Charakter i s t iken der B2(y, s)-Schar m i t 

k2(y, z). 

D u r c h eine passende Transformat ion des P a r a m e t e r s u u n d durch eine pas­

sende U n m o r m u n g der Linien y, z k a n n m a n erreichen, daß die paramotr i sehe 

/i+Schar (v' ----- 0) folgende Eigenschaften h a t : Sie en thä l t die Linien y, z u n d 

ist gerade die i i -Schar , die A. Terracini in der Arbe i t [3] benü tz t . 

Wir se tzen voraus , daß die Gleichungen (1), (2) schon diese Fo rm haben . 

es gilt d a n n : 

(«) />12 = #81 = 1, ßn + ^22 = 0. 

Für die Kegelschni t tsfläohen ü+y, z), Ü2(y, z), die du rch die K u r v e n k\(y, z), 

bzw. k2(//, z) gebildet werden (bei der Änderung des Pa rame te r s u), b e k o m m e n 

wir folgende Gleichungen: 

(9a) .ri - v\—oc21 — 3ai2] + [a22 — ocu + 2oc12 — ß22 — 4af2 + 2a ]2/)22], 

A'2 ----- v2[—a2i — ai2] + v[oc22— a n + 2a12 — ß'22 + 4af 2 —2ai 2 / i 2 2 ] - 2ai 2 ? 

J* -- ^ a i 2 , 

x.\ 4 T a i 2 : 

(9b) X\ - L,2[2a2i | + v[a22 — a n — 2a21 — ß22 — 4a 2 1 — 2a2i/>22] + [ai2 + a2i.j. 

.r2 — D'-[a22 — an — 2a2J — ß22 + 4a2 1 + 2oc2\ß22] + v[oci2 + 3a2 i] , 

AS ^ - 4 v a 2 i , 

X.\ --- —-4v20C21 • 

Längs der K u r v e k\(y, z) b e r ü h r t die Fläche Ü\(y, z) eine Kegelfläche mi t der 

Spi tze Vi(//. z) 

(10a) ( - a ]2 + a2i)// + (a22 — an -|- 2a12 — ß22 + 4a l 2 — 2ai2/i22)r- ]- 4ai2rjr. 

Ähnlich b(Tühr t längs der Kurve k2(//, z) die F läche ü2(y, z) omv Kegel fläche 

mit der Spi tze V2(//, z) 

(10b) (a22 —ocu — 2oc2l — ß22 -— 4a 2 1 — 2oc2\ß22)y + (—ai2 + oc2\)z — 4a2]// ' . 

Die Vorbindungsgeradei i n(y, z) der P u n k t e V+y. z), V2(y, z), die immer 

demselben W e r t des Pa rame te r s u en tsprechen, bi lden eine Regelfläche. 

Wir bezeichnen mi t B(v, y, z) eine Doppelverhä l tnisschar m i t folgender 
Kigonsehaft: Die zugehörigen Berührquadr iken gehen durch die zugehörigen 
(d. h. für demselben W e r t des P a r a m e t e r s u) Geraden w(?y, z). Die Differential­
gleichung der Ii(n, //. s)-Schar l au te t : 

(11) 4ai2a2iT ' + a 2 i (—ai 2 + oc2i)v
2 + v[—ai2(a22 — an — 2a2 1 --- ß22 --

—- 4a2 1 - - 2a2i022) — a2i(a22 — a n + 2a1 2 — ß22 + 4a1 2 — 2oc\2ß22)\ \ 

+ ai2(—ai2 + a2i) — 0. 
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Wir werden noch einige Ergebnisse der angeführten Gleichungen angeben. 
Die Tangente der Linie ki(H, z) in ihrem Schnittpunkt mit der Geraden p 

der Fläche 0 (er liegt auf der Kurve z) und die Tangente der Kurve z in dem­
selben Punkte fallen zusammen, wenn 

a2i + 3ai2 = 0 

gilt. Ähnlich fallen die Tangente der Linie k2(H\ z) in ihrem Schnittpunkt mit 
der Geraden p der Fläche 0 (er liegt auf der Kurve y) und die Tangente 
der Kurve y in demselben Punkt zusammen, wenn 

ai2 + 3a2i = 0 
gilt. 

Aus den Gleichungen (10) bekommen wir: Der Punkt V2(//, ~) liegt auf der 
Tangente der Kurve y nur in dem Falle, wenn 

(12) ai2 = a2i 

gilt. Ähnlich liegt der P u n k t Vi(H, z) auf Tangen te der K u r v e z nu r in dem 

Falle , wenn dieselbe Rela t ion gilt. Wenn die Rela t ion (12) für alle W e r t e 

des P a r a m e t e r s u gilt, d a n n bezeichnen wir das K u r v e n p a a r y, z mi t K . 

b) Mit A3 bezeichnen wir den Schn i t t punk t der K u r v e k+y, z) m i t der 

a sympto t i schen Tangen te der F läche 0 im zugehörigen (d. h. für denselben 

W e r t des P a r a m e t e r s u) P u n k t e der K u r v e y. Ähnlich bezeichnen wir mi t A4 

den S c h n i t t p u n k t der K u r v e £2(2/, z) mi t der asymp tot i schen T a n g e n t e der 

F läche 0 im zugehörigen P u n k t e der K u r v e z. 

Weiter be t rach ten wir das Koord ina ten te t r aede r mi t den Ecken A\ = //, 

A2 — %, A3. A4. Aus den Gleichungen (9a) b e k o m m e n wir d a n n : 

A3 = 0i2H — 2ai2z + 4ai2H\ 

(13) A4 = 2a2i.H + O21Z — 4a 2 iz \ 

1 1 1 
y' = 12Л1+ -A2 + --4 3 

4ai2 2 4a i 2 

1 1 1 
z' =-~Ai -\ O21-42 Лx, 

2 4a2i 4a2i 

Ю #12 = a22 -— a ц + 2 a 1 2 — ß'.г., — 4 a 1 2 + 2ai2j82 2, 

# 2 1 = a 2 2 -— a n —• 2 a 2 1 — ß'2.y+ 4a2 1 + 2a2i/í22 . 

Weiter bezeichnen wir mi t 

Ö12 = a22 — a ц + 2a 1 2 — ß2» + 4a1 2 — 2ai 2ß 2 2 , 

#21 — a22 — a ц — 2 a 2 1 — ß'.„ — 4 a ^ — 2a2i/?22 . 
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Wenn wir mi t x\, X2, x%, x$ die Koord ina ten des P u n k t e s X im n e n e n 

Koord ina t ensys t eme bezeichnen, 

X = x\A\ + x2A2 -f- xzAz + X4A4, 

d a n n gilt nach (9) für die F lächen Üi(y, z), Q2(y, z): 

(14a) x\ = v(—a2i — ai2) , 

/ «12 \ 
X2 = V2( a21 ai2) + V I 012 H 021 I ' 

\ a21 / 

# 3 = 1 , 

ai2 
x$ = —v — ; 

Oßl 

/ - ^21 „ \ , 

(14b) X! = v 02i + 0i2 + (ai2 + a2 i) , 
x2 = v(ot\2 + a2i), 

a2 i 

x% = —v ' 
ai2 

x4 = v2. 

Für u = konst. bes t immen die Gleichungen (14) die Kegelschni t te k\(y, z), 

bzw . k2(y, z). 

N a c h (13) u n d (10) b e k o m m e n wir für die Koord ina ten der P u n k t e Vi(//, z)y 

V2(y,z): 

ai2 ai2 
(15a) Xi = ocj2 + a 2 i , x2 = 0 i 2 H 02 i , %z = 0, x\ = —• < 

0C21 a2i 

bzw . 

- - «21 .-- _ a21 
(15b) ,TI = 0 2 i + — 0 1 2 , #2 = — a l 2 — a2i, xz = "' # 4 = 0 . 

ai2 ai2 

Die quadra t i schen F lächen W, die zur I2i(H, £)-Schar gehören, bezeichnen 

wir mi t *Pi(H, z), ähnl ich bezeichnen wir mi t W2(y, z) die Flächen *P, die z u r 

fhd/, z)-Schar gehören. 

Satz 1. Die Erzeugenden der beiden Scharen der Fläche ^ (H , z) im Punkte A 

der Hüllfläche Ü2(y, z), die Tangente des Kegelschnittes k2(y, z) der Fläche 

^2(1/, z) im Punkte A und die Verbindungsgerade des Punktes A mit der Spitze 
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des Berührkegels der Fläche ih(y, z) längs der durch A gehende Kurve k2(//. -) 

haben die harmonische Lage. 

Der gleiche Satz gilt auch für die Mäche ü\(y, z). 

B e w e i s : Längs der Kurve kidj, z) (für u --=• Ho) be rühr t die Fläche ü-i(y. z) 

die Kegolfläeho mit der Spitze V2(//, z) und die Fläche *F2(//, z). Die Frzeugenden 

der beiden Seharen der Fläche V^O/, z) im Punkte* A der Kurve k-i(y, :) gehören 

zu den Asymptotenl in ien der F läche l/J
2(y,z). Die durch A gehende Frzeugende 

der e rwähnten .Kegelfläche u n d die Tangente der Kurve ko(y< z) im Punk te A 

sind nach dem Satze von Dup in die konjugierten T a n g e n t e n der Fläche Ü-i(y. z). 

Satz 2. Die Erzeugende p der Fläche 0 , die durch den Punkt ;/(.<o) (u() -= kon^t) 

geht, die asymptotische Tangente der Fläche 0 in diesem Punkte, die Tangente 

der Kurve Ic2(y, z) im Punkte H(Ho) und die Verbindungsgerade des Punktes y(u{)) 

mit dem Punkte V+j+A)), Z(UQ)] haben die harmonische Lage. 

Dieser Satz ist ein spezieller Fall des Satzes 1. wenn de r Punk t A der Fläche 

/-?.>(//. z) auf der Kurve // liegt. 

Ein ähnlicher Satz gilt auch für den Fall, wenn der Punk t A der Fläche 

Q\(y< z) auf der Kurve z liegt. 

e) Wenn sieh der Parameter u änder t , d a n n bilden die Goraden ( A 3 , A i ) 

eine Regelfiäohe. Betrachten wir eine /r-Schar auf der F läche 0 mit der Figen-

sehaft, daß zu dieser / t-Schar gehörende Flächen lfJ für joden Wert des Para­

mete r s u die Verbindungsgerade der Punk te A3. Ai en tha l t en . Diese / ' -Schar 

bezeichnen wir mi t R(a, //, z). Man kann leicht die Differentialgleichung dieser 

/?-Schar l inden. Die Tangen te der Kurve der R(a. y. ~)-Schar ist durch die 

P u n k t e 

// -(- vz ----- Ai -)- TA2. //' + vz' -}r r'z 

bes t immt ; v' ist eine quadra t i sche Funkt ion des P a r a m e t e r s /;. Die Koord ina ten 

des zweiten von diesen P u n k t e n sind nach (13) 

XI = 

W e n n wir n u n die Bedingung des Durchschni t tes der T a n g e n t e n der Linien 

der R(a, y, z)-Schar (in den Plückerischen Koord ina t en ) mit der Geradon 

(A3 , A4) ( immer für den gleichen Wer t des P a r a m e t e r s u) aufschreiben, d a n n 

bekommen wir folgendes Ergebn i s : 

1 v ( 1 1 . _ \ 1 
(1(>) V' — T2 (.. .. . -_._ ß 2 l 4 0 1 2 -f _ Q. 

2 4 \ a 2 i ai2 / 2 

1 V 1 V 1 г 
12 4 X2 ~ = • + 021 + v' , .rз " = ' *ř 1 

4ai2 2 2 4a2i 4a>i. 4*21 

D a s ist die Differentialgleichung der R(a, y, £)-Schar. 
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Mit t(a, y, z) bezeichnen wir das Linienpaar mit der Eigenschaft , daß in den 

P u n k t e n des Linienpaares die Linien der R(a, y, z)-Schar die Linien der 

parame t r i schen Schar von Terracini (siehe (8)) berühren . W e n n 

1 1 
- 0 2 1 4 #12 = 0 

a2i ai2 

gilt, d a n n t rennen die Linien des Paares t(a, y, z) die K u r v e n y, z ha rmoni sch . 

Satz 3. Wenn der Punkt Vi(//, z) immer auf der zugehörigen (d. h. für den 

gleichen Wert des Parameters u) Garaden ( A i , A\) liegt, dann fällt die R(a, y, z)-

Schar mit der R\(y, z)Schar zusammen. 

Ein ähnlicher Satz gilt auch für die Rz(y, z)-Schar. 

B e w e i s : Aus der G leichung (15a) folgt, daß der P u n k t Vi(y,z) auf der 

Verbindungsgeraden der P u n k t e A\, At\ nur in dem Fal le liegt, wenn 

1 1 
012 H 021 = 0 

ai2 a2i 
gilt. 

Y\renn wir diese Relat ion in die Gleichung (16) einsetzen, d a n n b e k o m m e n 

wir 

1 1 
v' — - v2 + v(--2ai2 + fe) + - - 0 , 

2 2 
das ist die Differentialgleichung der Ri(y, z)-Schar. 

d) Die Tangen ten der Linien der Ri(y, z)-Schar in allen P u n k t e n der F läche 0 

bilden eine Geradenkongruenz Ki(y, z), ähnl ich bilden die Tangen t en der 

Linien der K2(l/, 2)-Schar in allen P u n k t e n der Fläche 0 eine Geradenkongruenz 

K*(y, z). Die Linien der Ri(y, z)-Schar bilden eine Schar von Torsall inien der 

Kongruenz K\(y, z) auf der Fokalfläche 0 , ähnl ich bilden die Linien der 

Rzdh z)-Schar eine Schar von Torsallinien der Kongruenz Ki(y, z) auf de r 

Fokali läche 0 . Be t r ach ten wir den Fall , wo die Netze von Torsall inien der 

beiden Kongruenzen auf der gemeinsamen Fokalfläche zusammenfal len. Diese 

Bedingung ist nur in dem Falle erfüllt, wenn die Linien von Ri(y, z) u n d 

R-i(y, z)-Scharen ein konjugier tes Netz bilden. (Das Doppelverhä l tn i s der 

Erzeugenden der Fläche 0, der asymptot i schen Tangen te und der Tangen te 

der beiden Jv-Scharen in j edem Punk te der Fläche 0 ist gleich —1.) 

.Bei der Anwendung der Gleichungen (5), (6), (7) (^12, ß<zi, /?n + ^22 ersetzen 

wir nach (8)) bekommen wir leicht, daß die angeführ te Bedingung nu r in dem 

Falle erfüllt ist, wenn ai2 — #21 gilt. 

Die Torsalsysteme der Kongruenzen K\(y, z), K^y, z) auf der F läche 0 

fallen dann und nur d a n n zusammen, wenn die K u r v e n y, z ein P a a r K 

(siehe a)) bilden. 
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Satz 4. Zu der gegebenen Linie C\, die keine Asymptotenkurve berührt und durch 
keine Fleknodalpunkte der Fläche 0 geht, gehört eine einparametrische Schar K(K) 
der Linien auf der Fläche 0. Jede Linie der R(K)-Schar bildet mit der Linie 
C\ ein Paar K. Die E(K)-Schar ist eine Doppelverhältnisschar. 

Beweis . Betrachten wir die Regelfläche 0, die keine Torse ist. Die Gleichung 
der Fläche 0 sei in der Form (1). Weiter werden wir voraussetzen, daß die 
parametrischen Linien in der Gleichung (1) Asymptotenlinien sind und die 
Umnormung so durchgeführt ist, daß 

(17) 012 = 021 =011 = 0 2 2 = 0 

gilt. 
Weiter betrachten wir auf der Fläche 0 zwei verschiedene Linien n , r2: 

// + X\z, \j + faz, 

die keine der asymptotischen Kurven berühren und durch keine Fleknodal­
punkte der Fläche 0 gehen. AVeiter setzen wir voraus, daß r i , r2 im Sinne von 
A. Terracini nicht konjugiert sind. 

Betrachten wir alle I^-Scharen, welche die Linien c\, r2 als Grundlinien 
haben. Die Differentialgleichung dieser Scharen bekommen wir in der Form 

(18) v' + (v—h)(v — X2)Q = 0, 

wo Q eine beliebige Funktion des Parameters u ist. 
Setzen wir 

a = A\X2Q, 0 = — \ Q(h + X2), y = O, 

B = —fafaQ + Q(h + X2)v— QV*, f = 0 (nach (18), (17)) 

in die Gleichung (4) ein. Nach einer längeren Berechnung bekommen wir die 
Gleichung aller Flächen ü, die zu allen R-Scharen mit c\, r2 als Grundkurven 
gehören. 

(19) xi = v*{— 2Q*} + v*{— oc2\ — Q' + 3^(/ i + A2)} f 
+ D{a22 — an + [Q(XX + h)Y ~~ Q2(h + hf — 22i/2"2j | 
+ {ai2— (fafao)' + hh(h + X2)Q 

x2 = v3{—a2L — Q — Q2(h + A2)} + 
+ v2{a22 — a n + [Q(XX + A2)Y + Z^hh + O2(Ai + A2)

2} r 
+ ^{ai2 — (XihQ)' — *Q*hh(h + A2)} + {2X\£QZ}> 

^3 = v*{—2Q} + V{2Q(M + X2)} + {—2Aa2O], 
XA = «3{—2p} + ^2{2O(A! + A2)} + V{—2XXQ}. 

Wenn wir in den Gleichungen (19) u = konst. voraussetzen, dann sind 
durch diese Gleichungen die Kurven k dritter Ordnung auf der Fläche 0 
gegeben. Diese Kurven zerfallen in die Kurven niedrigerer Ordnung nur in 
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dem Falle, wenn die Determinante aus den Koeffizienten bei vk, k — 0, l, 2, 3., 
gleich Null ist. 

Nach einer längeren Berechnung bekommen wir folgende Relation: 

(20) o*{(h + h)'[(hh)'(h + h) — (h + hYhh] — [(hh)']2} + 

+ o(—h + h){oci2(hx — X2) + (0C22 — ocn)(Xlh — h2h) — a2i(A1/2 — hX\)) + 

+ [a22 — an — a2i(/li + h)] . [—ai2(Ai -f h) — (a22 — ocn)hh] — 

— [ai2 + oc2ihh]2 = 0. 

Wir betrachten nur den Fall, daß die Kurve k in einen Kegelschnitt und 

in eine Gerade zerfällt; den Fall, daß die Kurven a, c2 im Sinne von Terracini 

konjugiert sind, haben wir aus unseren Betrachtungen ausgeschlossen 

(siehe [4]). 

Wenn O in der Gleichung (18) die Relation (20) erfüllt, dann ist die Schar (18) 

quadratisch. Wenn wir aus der Gleichung (20) die Größe o berechnen und 

in die Gleichung (18) einsetzen, dann bekommen wir die Differentialgleichungen 

von zwei quadratischen Systemen; C\ und c2 sind die Grundkurven dieser 

Systeme. Wenn der Koeffizient bei O1 in der Gleichung (20) gleich Null ist, 

dann haben die Tangenten der beiden quadratischen Systeme, die Erzeugende 

und die Tangente der asymptotischen Linie (v — konst) die harmonische 

Lage in jedem Punkte der Fläche 0. Diese Bedingung lautet dann nach (20): 

;.Hai2 + /2(a22 — an) — A^a2i] == h[oti2 + h(oc22 — an) — Afa2i]. 

Wenn die Linie ci fest ist (d. h. h = f(u),f ist eine gegebene Funktion des 

Parameters u) und h — v(u) (v ist eine beliebiege Funktion des Parameters u) 

dann bekommen wir für alle C2, die mit Ci ein K-Paar bilden, eine Differential­

gleichung von Riccati. 

Satz 5. Wenn die Kurven y, z ein K-Paar bilden, dann gehören alle Linien 

auf der Fläche 0, die mit der Kurve z ein K-Paar bilden, zu einer R-Schar: 

diese R-Schar ist R(n, y, z)-Schar. 

Be weis: Betrachten wir die Regelfläche 0, die keine Torse ist, ihre Gleichung 

sei in der Form (1), die parametrische 7^-Schar sei eine R-Schar von Terracini 

mit den Leitlinien y, z. Weiter soll ai2 = (x.21 gelten. 
Auf der Fläche 0 betrachten wir zwei Linien 

(21) y=y+lz, z = z, X = X(u). 

Setzen wir voraus, daß diese Linien keine Asymptotenkurve berühren und 

durch keine Fleknodalpunkte der Fläche 0 gehen. Die Linien (21) seien nicht 

im Sinne von Terracini konjugiert. 

Die Gleichung der Fläche 0 transformieren wir weiter in die Form 

(22) x = y + vz. 
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Die Differentialgleichungen der Leitl inien //, z sind d a n n : 

(23) //" - ~ öcuy + äl2? + ßnf/' 4- ßv>z\ 

Z" — Ulf*/ + ä22^ -)- ^21/7' -i 022^'-

Aus dem Gleieliungen (21) bekommen wir dann 

(21a) //' ----- y' + X'z + / + , y" =- y" + 2X'z' + Xz" \ / " : . z' - z\ :" -

Wenn wir für y, z, y', z', y", z" nach (21), (21a), (2) in die Gleichung 

einsetzen, bekommen wir leicht folgende Re la t ionen ; 

(24) a n •"'-" a n |- Aa2i, ai2 ~ X" — XX' + X'ß22 — / 2a 2 i --1- /(a2-i 

ä2i — a 2 i , ä22 — a22 — ^a2i — X', 

011 ----- - + 2 2 +- A 012 --- 2A' — X2 + 1 -I- 2A022. 

021 r 1, 022 = 022 — X. 

Nach den Gleichungen (6), (7) bekommen wir die Gleichungen der quad ra ­

t ischen Scharen, die die K u r v e n y, z als Grundkurven haben . 

012 1 / 01 2 0U012\ 021 
(25) v' + - + 2v - - —äiz + — - - — — — *2 - - - = 0, 

2 012 \ 2 2 / 2 

"012 1 / ß ' 2 l 021022\ 021 
v' + - - - + 2v — - ä2i — — + - - - — 'r2 - - = o. 

2 02i \ 2 2 / 2 

Aus den Gleichungen (25) u n d (5) (da m u ß m a n zur ccik, ßik, fk - 1.2, den 

Streifen zufügen), finden wir leicht die Bedingung, daß die Tangen ten beider 

quadra t i schen Ä-Scharen, die Erzeugende , die Tangen te der Asympto ten linie 

in jedem P u n k t e der Fläche 0 eine harmonische Lage h a b e n : 

(26) 021 (—2öi2 + ß[2) + 0i2(2ä2i — 021) = 0 . 

Durch Einsetzen öLac, ßik, i, k — 1, 2, aus den Gleichungen (24) in die 

Gleichungen (26) bekommen wir leicht (unter Vorausse tzung ai2 — a 2 i ) : 

(27) 2ocl2X' + X{—(a22 ~ a n ) + 0 . , + 2a12022} - 0. 

Wenn n u n die Kurven y + v(u)z, v(u) — X, mi t der K u r v e z K - P a a r e 

bilden, d a n n m u ß X der Differentialgleichung (27) en tsprechen. Durch den 

Vergleich der Gleichung (27) mi t der Gleichung (11) für ai2 a2i beweissen 

wir leicht die B e h a u p t u n g des Satzes 5. 
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