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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, 16, 3, 1966

QUADRATISCHE DOPPELVE.I_{HALTNISSCHAREN
AUF REGELFLACHEN

JOSEF VALA, Brno

In der Arbeit betrachtet man die Eigenschaften der Kegelschnittflichen,
die zur gegebenen quadratischen R-Schar gehoren. Weiter werden die Eigen-
schaften des Paares der quadratischen R-Systeme mit gleichen Grundkurven
untersucht.

a) Betrachten wir eine Regelfliche @ in dem projektiven dreidimensionalen
Raum Pj3. Die Fliche @ sei keine Torse. Ihre Gleichung kann man in der Form

(1) © = y(u) + va(u)

angeben. Die Differentialgleichungen der Leitlinien der Fliche @ haben die
Gestalt:

(2) Y = any + oz + puy’ + Pz,
2" = a1y + agez + Pary’ + Paee’;

die Striche bedeuten Ableitungen nach .
Durch die Differentialgleichung

(3) v+ ofu) + 2B(u)y + y(u)p2 = 0,

wo a, 8, y die gegebenen Funktionen des Parameters « sind, ist auf der Fliche @
eine Doppelverhdltnisschar (R-Schar) bestimmt. Die Linien der R-Schar schnei-
den die Erzeugenden der Fliche @ in den projektiven Punktreiben durch.

Die Tangenten der Linien der R-Schar in den Punkten der Erzeugenden p
der Flache @ bilden eine Geradenschar I der Quadrik ¥ (Mayer [2], S. 4.).
Die Quadriken ¥ lings aller Erzeugenden p der Flache @ bilden eine einpara-
metrische Schar ¥, . Die Charakteristiken der Schar ¥, bestehen immer aus
der Geraden und aus der Kurve k dritter Ordnung.

Wenn wir durch z, a2, x3, x4 die Koordinaten des Punktes X bezeichnen,

X = my + w2z + 23y’ + 242,

dann gilt fiir die Kurve k£ (bei dem konstanten Wert des Parameters u):



(4) xp = q -+ B4 2B A+ )+ yr) - B(fu 4 vfa),
X '15((/, 1 B’) — 2(]f -+ ’q))(O( - /f?) - 1;(/f1_) - )‘/')’3-_)),
x3 = y - 2B,
xg = v(y -+ 2B),
WO B = o 200 - p02,
@ == — v v(aee — o) b ooz, Y = — V3o 4 (e - Pu) - e
(siehe [4]).
Wenn sich der Parameter » dndert, dann sind die Relationen (4) Gleichungern
der Fliche Q.
Grundkurven einer Doppelverhéltnisschar nennt man das Kurvenpaar.
in dessen Punkten die Kurven der R-Schar die asymptotischen Linien
(5) 20" — /’))217’2 { (/;22 /’f”)l’ + /))12 = )
der Fliche @ berithven (Barner [1], S. 57).
Weiter werden wir voraussetzen, dall y, z die Grundkurven der R-Schar
sind. Die Differentialgleichung aller R-Scharen, die die Linien y, = als Grund-
kurven haben, lautet dann:

dv /)‘, /:))1‘)
X 21 2
(6) ceEm T 28 - s
du 2 2

wo i eine belicbige Funktion des Parameters « ist. Diese R-Scharen bezeichnen
wir mit R(y, 2).

Im folgenden werden wir voraussetzen, dafl keine der Linien y, 2 die asym-
ptotische Kurve der Fliche @ beriithrt und dafi keine der Linien o, » durch die
Fleknodalpunkte der Fliche @ geht. Die Linien y, z seien im Sinne von T'errva-
cini [3] nicht konjugiert.

Weiter werden wir einige Ergebnisse der Behandlung [4] einfihren, diese
Ergebnisse sind fir die weiteren Betrachtungen niitzlich.

Iis existieren zwei £(y, z)-Scharen mit der Kigenschaft, dall die zugehorigen
Kurven dritter Ordnung £ immer in eine Gerade und in ecinen Kegelschnitt
zerfallen. Wir bezeichnen diese R-Scharen mit Ri(y, z), Ro(y. z) und nennen
sie quadratisch. Durch die  Differentialgleichung  (6) ist die (s, 2)-Schar
bestimmt, wenu

(7a) Bfhe = — aqp 4 -

gilt, dhnlich bestimmt die Gleichung (6) die Ro(y, z)-Schar. wenn i

5, [21f322
(7})) /)’/le A /'l -

D) )

gilt.
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Die quadratischen Charakteristiken der Ri(y, z)-Schar bezeichnen wir mit

Li(y, =), édhnlich die quadratischen Charakteristiken der Rs(y, z)-Schar mit
ka(y, 2).
Durch eine passende Transformation des Parameters w und durch ecine pas-
sende Umnormung der Linien y, z kann man erreichen, dal dic parametrische
R-Schar (2" == 0) folgende Eigenschaften hat: Sie enthilt die Linien y, z und
ist gerade die R-Schar, die A. Terracini in der Arbeit [3] beniitzt.

Wir setzen voraus, dafl die Gleichungen (1), (2) schon diese Form haben,
ex gilt dann:

(8) frz == a1 = L, P+ foa = 0.

Itir die Kegelschnittsflichen Q((y, 2), £y, z), die durch die Kurven ki(y, 2),
bzw. ka(y. ) gebildet werden (bei der Anderung des Parameters ). hekommen
wir folgende (Gleichungen:

(92) a1 - vl o2 — 3] 4 [oe2 — o1 29(;2 - /)),“ - 40(?2 -+ 2a19p92].

w0 oy onz] A vloee — o - 2%y, —— fo, 4 4o, — 2o19flee] - 2002,
ay = Ao,

RIS 4’?7361;12

(D) w1 - w2200 ]+ vlons — o1 — 200, — floy —- 4o, — 2omfPaa] + ouz 4 o2l
Lo = 0oy oy — 200, — f 4oy b 2afes] 4 vlous + Baan].
£y v,
RITEREC —'4?)2121 .

Lings der Kurve ki(y. ©) bertihrt die Fliche £;(y. 2) eine Kegelfliche mit der
Spitze iy, 2)

(100) (a2 1 22y (o2 — o | 206, iy b dad, — 20afa)z |- ooz

Ahnlich berithet lings der Kurve ke(y. ) die Fliche Qs(y, 2) cine Kegelflache
mit der Npitze 1a(y, 2)

(l()l)) (o2  — o1 — 206;5[ 7/)’31 —_— 40(._71 - 2’){31/322).1/ —+- ( 12 - OCg[)Z o 40(2].?/’.

Dic Verbindungsgeraden n(y, z) der Punkte Vi(y. z), Va(y, z), die immer
demselben Wert des Parameters « entsprechen, bilden cine Regelffiche.

Wir bezeichnen mit R(n, y, z) eine Doppelverhdltnisschar mit folgender
Kigenschatt: Die zugehorigen Berithrquadriken gehen durch die zugchorigen
(d. h. fiir demselben Wert des Parameters «) Geraden #(y. z). Die Differential-
eleichung der R(7, y, z)-Schar lautet:

(l 1) 40(120(;'1(' i oA21 (~)0619 + O(ol)v- -} @,[,,,gw( Ao — A1} 29(;,1 -— ﬁz, -
o) - 2oanflas) — oor(oee — oy A+ 205 — fluy + dat, — 2009f00)]
+ ana(—ous + o21) = 0.



Wir werden noch einige Ergebnisse der angefithrten Gleichungen angeben.

Die Tangente der Linie ki(y, z) in ihrem Schnittpunkt mit der Geraden p
der Fliache @ (er liegt auf der Kurve z) und die Tangente der Kurve z in dem-
selben Punkte fallen zusammen, wenn

x21 + 30(12 =0

gilt. Ahnlich fallen die Tangente der Linie ko(y, z) in ihrem Schnittpunkt mit
der Geraden p der Fliche @ (er liegt auf der Kurve y) und die Tangente
der Kurve y in demselben Punkt zusammen, wenn

212 + 3oer = 0
gilt.
Aus den Gleichungen (10) bekommen wir: Der Punkt Va(y, z) liegt auf der
Tangente der Kurve y nur in dem Falle, wenn

(12) x12 = g1

gilt. Ahnlich liegt der Punkt Vi(y, z) auf Tangente der Kurve z nur in dem
Falle, wenn dieselbe Relation gilt. Wenn die Relation (12) fiir alle Werte
des Parameters u gilt, dann bezeichnen wir das Kurvenpaar v, z mit K.

b) Mit A3 bezeichnen wir den Schnittpunkt der Kurve ki(y, z) mit der
asymptotischen Tangente der Fliche @ im zugehorigen (d. h. fiir denselben
Wert des Parameters u) Punkte der Kurve y. Ahnlich bezeichnen wir mit .4,
den Schnittpunkt der Kurve k:(y, z) mit der asymptotischen Tangente der
Fliche @ im zugehérigen Punkte der Kurve z.

Weiter betrachten wir das Koordinatentetraeder mit den Ecken A, = y,
Az = z, A3. A4. Aus den Gleichungen (9a) bekommen wir dann:

Az = Oray — 20192 + 49y,

(13) Ay = 2001y + O91z — 4oz,
1 1 1
y =—= Ondi+ A+ A,
doy2 2 410
1 1 1
2 =A;+ - @145 — Ay,
2 dag] 421

’ 4 2 P -
Wo B2 = aze — 11 + 20, — Py — 4oy, + 200962,
o1 = as2 — 1] — 2%, — Past 4o, + 2x01f2.

Weiter bezeichnen wir mit
- ’ ’ 2 N
O12 = age — a1 + 2075 — Pon + Fois — 2012322,

O = age — 11 — 206y, — P, — 4a5; — 2aa1fee.

260



Wenn wir mit z;, 2, x3, x4 die Koordinaten des Punktes X im neuen
Koordinatensysteme bezeichnen,

X = :’1_71141 + 952112 + E:;AI& + §4A47
dann gilt nach (9) fiir die Flachen Q:1(y, 2), Q:(y, 2):

(14a) Z1 = v(—og — a12),

x12
T2 = v¥(—agr — 12) + v (912 + @21) ’

21
r3 =1,
o2
Ty = —0—;
%21
_ x21
(14b) T = v|On +—— Op) + (a2 + aa1),
x12
o = v(oq2 + az),
B o1
,’1,‘3 == —P >
o2

T4 = V2.
Fiiv w = konst. bestimmen die Gleichungen (14) die Kegelschnitte ki(y, 2).
bzw. ko(y, z).

Nach (13) und (10) bekommen wir fiir die Koordinaten der Punkte Vi(¥, z).
Vo(y, 2):

_ _ _ x12 _ _ x12
(15a) Tr=oge + a1, o= 0Op+ 0, T3=0,2 =——:
21 x21
bzw.
_ - 21 _ _ 125
(15l’) F1=02 + — Oz, Tz = —o12—amn, Tz = —-—> Ty= 0.
x12 12

Dic quadratischen Flichen ¥, die zur R\(y, z)-Schar gehoren, bezeichnen
wir mit ¥(y, z), dhnlich bezeichnen wir mit ¥s(y, z) die Flichen ¥, die zur
Ra(y, z)-Schar gehoren.

Satz 1. Die Erzeugenden der beiden Scharen der Fliche Ws(y, z) im Punkte A
der Hullfliche iy, z), die Tangente des Kegelschnittes ko(y,z) der Fliche
Qs(y, z) tm Punkte A und die Verbindungsgerade des Punktes A mit der Spitze
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des Berithrkegels der Fliche 25y, 2) lings der dwreh o gehende Kouree ka(y. =)
haben die harmonische Lage.

Der gleiche Satz gilt auch fiiv die Vliche 4(y, 7).

Beweis: Liangs der Kurve ka(y, z) (fir « = w) bertthrt die Fliche 2x(y. 2)
die Kegelfliiche mit der Spitze Ve(y, 2) und die Fliche Ya(y, 2). Dic Krzeugenden
der beiden Scharen der Fliiche Wa(y, z) im Punkte 4 der Kurve fs(y. ) zehoren
zu den Asymptotenlinien der Fliche Wa(y, z). Dic durch A gehende Erzeugende
der erwithnten Kegelfliche und die Tangente der Kurve La(y. z) im Punkte -
sind nach dem Satze von Dupin die konjugierten Tangenten der Fliche 2,(y. 2).

Satz 2. Die Erzeugende p der Fliche @, die durch den Punkt y(uo) (g —= konst)
geht, die asymptolische Tangente der Fliche @ in diesem Punkte, dic Tangevte
der Kurve ks(y, z) im Punkte y(uo) und die Verbindungsgerade des Punkies y(ig)
mit dem Punkte Voly(uo), z(uwo)] haben die harmonische Lage.

Dieser Satz ist cin spezieller Fall des Satzes 1. wenn der Punkt A der Fliche
{s(y. z) aut der Kurve y liegt.

Ein dhnlicher Satz gilt auch fir den Fall, wean der Punkt A4 der Fliche
O1(y. z) auf der Kurve z liegt.

¢) Wenn sich der Paramecter u dandert, dann bilden die Geraden (g, )
cine Regelfliche. Betrachten wir eine R-Schar auf der Fliche @ mit der Kigen-
schaft, dafl zu dicser R-Schar gehirende Fliachen ¥ fiir jeden Wert des Para-
meters w die Verbindungsgerade der Punkte Ag, 4, enthalten. Diese f2-Schar
bezeichnen wir mit R(a. y, z). Man kann leicht die Differentialgleichung dieser
R-Schar finden. Die Tangente der Kurve der R{a. y. z)-Schar ist durch die
Punkte

y ooz o= Ay bede e '

bestimmb; v’ ist cine quadratische Funktion des Parameters oo Die Koordinaten
; )|
des zweiten von dicsen Punkten sind nach (13)

| 17 1 v 1 v
R T e T BN N S

N Ay
40(]2 2 2 4{121 4—3(317

421

Wenn wir nun die Bedingung des Durchsehnittes der Tangenten der Linien
der Rla,y, z)-Schar (in den Plickerischen Koordinaten) mit der Geraden
(A3, Aq) (immer fiir den gleichen Wert des Parameters a) aufsehreiben. dann
bekommen wir folgendes Ergebnis:

1 v 1 1 1
(16) oo | Oy o O R =0,
2 4\ ooy 212 2

Pas ist die Differentialgleichung der R(a, y, z)-Schar.

i
P
<
|85



Mit t(a, y, z) bezeichnen wir das Linienpaar mit der Eigenschaft, daf} in den
Punkten des Linienpaares die Linien der R(a, y, 2)-Schar die Linien der
parametrischen Schar von Terracini (siche (8)) berithren. Wenn

1 1
O F B =0
o2 o2

wilt. dann trennen die Linien des Paaves £(«, y, z) die Kurven y, z harmonisch.

Satz. 3. Wenn der Punkt Vi(y, z) immer auf der zugehorigen (d. h. fir den
gleichen Wert des Parameters w) Geraden (A1, A3) licgt, dann fallt die R(a, vy, z)-
Sehar mit der Ri(y. 2)-Schar zusammen.

liin dhnlicher Satz gilt auch fiir die Rx(y, z)-Schar.

Beweis: Aus der Gleichung (15a) folgt, dall der Punkt Vi(y, z) auf der
Verbindungsgeraden der Punkte 4., A4 nur in dem Falle liegt, wenn

1 1
O O =0
x12 o1
ailt.
Wenn wir diese Relation in die Gleichung (16) einsetzen, dann bekommen
wir
1 1
v — v w(-—2012 | P) + =0,
2 2
das ist die Differentialgleichung der Ri(y, z)-Schar.

d) Die Tangenten der Linien der R1(y, z)-Schar in allen Punkten der Fliache @
bilden eine Geradenkongruenz Ki(y, z), dhnlich bilden die Tangenten der
Linien der Rs(y, z)-Schar in allen Punkten der Fliche @ eine Geradenkongruenz
Ko(y, z). Die Linien der Ri(y, z)-Schar bilden eine Schar von Torsallinien der
Kongruenz K, (y, z) auf der Fokalfliche @, dhnlich bilden die Linien der
Ro(y. z)-Schar cine Schar von Torsallinien der Kongruenz Ks(y, z) auf der
Fokaltliche @. Betrachten wir den Fall, wo die Netze von Torsallinien der
beiden Kongruenzen auf der gemeinsamen Fokalfliche zusammenfallen. Diese
Bedingung ist nur in dem Falle erfiillt, wenn die Linien von Ri(y, z) und
Ro(y. z)-Scharen ein konjugiertes Netz bilden. (Das Doppelverhiltnis der
lirzeugenden der Fliche @, der asymptotischen Tangente und der Tangente
der beiden R-Scharen in jedem Punkte der Fliche @ ist gleich —1.)

Bei der Anwendung der Gleichungen (5), (6), (7) (B12, fa1, P11 + Poe ersctzen
wir nach (8)) bekommen wir leicht, dal dic angefiihrte Bedingung nur in dem
falle erfiillt ist, wenn aje = ooy gilt.

Dic Torsalsysteme der Kongruenzen Ki(y, z), Ka(y, z) auf der Fliche @
fallen dann und nur dann zusammen, wenn die Kurven y, z ein Paar K
(siche a)) bilden.
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Satz 4. Zu der gegebenen Linie ¢q, die keine Asymptotenkwrve berihrt wnd dwreh
keine Fleknodalpunkte der Fliche @ geht, gehort eine esnparametrische Schar R(K)
der Linien auf der Fliche ®. Jede Linie der R(K)-Schar bildet mit der Linic
¢1 ein Paar K. Die R(K)-Schar ist eine Doppelverhdltnisschar.

Beweis. Betrachten wir die Regelfliche @, die keine Torse ist. Die Gleichung
der Fliche @ sei in der Form (1). Weiter werden wir voraussetzen, daf die
parametrischen Linien in der Gleichung (1) Asymptotenlinien sind und die
Umnormung so durchgefiihrt ist, daf3

(17) Br2 = Por = P11 = far = 0
gilt.
Weiter betrachten wir auf der Fliche @ zwei verschiedene Linien ey, co:

die keine der asymptotischen Kurven berithren und durch keine Fleknodal-
punkte der Fliche @ gehen. Weiter setzen wir voraus, daf} ¢;, ¢o im Sinne von
A. Terracini nicht konjugiert sind.

Betrachten wir alle R-Scharen, welche die Linien ¢y, 2 als Grundlinien
haben. Die Differentialgleichung dieser Scharen bekommen wir in der Form

(18) v (v — A)(v— A2)o == 0,

wo o eine beliebige Funktion des Parameters wu ist.
Setzen wir

= hhip, p=—1Ltolh+ 4), y=o
B = —Xip + o(h + A)v— 002, w = 0 (nach (18), (17))

in die Gleichung (4) ein. Nach einer langeren Berechnung bekommen wir die
Gleichung aller Flichen 2, die zu allen R-Scharen mit ¢, ¢2 als Grundkurven
gehoren.

(19) oy = 03{—202} 4 V2 |—ag — 0" + 39’

+ v{aoe — o1 + [0(A + A2)]" — o2
+ {oaz — 11120) + Ale(A + A2)0?},

X9 — 7)3{-——0(21 —_ Q — Q (l] + lg) %
+ v3age — an + [o(4 + A2)] -+ 2024k 4 0¥
-+ v{alo — 11120)’ — 3()211 22(11 -+ }.9)} -} {22%/1::0‘:} N

xr3 = )2{ ZQ} -+ 1){2()(;1] - }2)} + 4 —2 )lllmg

xy = v3{—20} + v2{20(1 + A2)} 4 v{—24Ae0}.

Wenn wir in den Gleichungen (19) w == konst. voraussctzen. dann sind
durch diese Gleichungen die Kurven & dritter Ordnung auf der Fliche @
gegeben. Diese Kurven zerfallen in die Kurven niedrigerer Ordnung nur in
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dem Falle, wenn die Determinante aus den Koeffizienten bei vk, k = 0, 1, 2, 3,
gleich Null ist.
Nach einer lingeren Berechnung bekommen wir folgende Relation:

(20)  0%{(A + A)[(MAe) (A + A2) — (A + A2)' Mde] — [(Mde)' ]2} +
oo+ Ze){oaa(Ay — Ay) + (e — o) (A de — Apdr) — o (2,45 — 2,27)} +-
4 ooz — a1 — o1(A + A2)] . [—oua(Ai + A2) — (a2 — an1)Aide] —
— [oa2 + a1 A2]? = 0.

Wir betrachten nur den Fall, dal die Kurve £ in einen Kegelschnitt und
in eine Gerade zerfallt; den Fall, dal die Kurven ¢;, ¢z im Sinne von Terracini
konjugiert sind, haben wir aus unseren Betrachtungen ausgeschlossen
(siche [4]).

Wenn o in der Gleichung (18) die Relation (20) erfiillt, dann ist die Schar (18)
quadratisch. Wenn wir aus der Gleichung (20) die Grole o berechnen und
in die Gleichung (18) einsetzen, dann bekommen wir die Differentialgleichungen
von zwei quadratischen Systemen; ¢; und ce sind die Grundkurven dieser
Systeme. Wenn der Koeffizient bei ¢! in der Gleichung (20) gleich Null ist,
dann haben die Tangenten der beiden quadratischen Systeme, die Erzeugende
und die Tangente der asymptotischen Linie (v = konst) die harmonische
Lage in jedem Punkte der Fliache @. Diese Bedingung lautet dann nach (20):

Alons + Ao(oee — anr) — Ajum] = Axfanz + Aa(oe — o) — Aforan].

Wenn die Linie ¢; fest ist (d. h. 4, = f(u), f ist eine gegebene Funktion des
Parameters «) und A = v(u) (v ist eine beliebiege Funktion des Parameters u)
dann bekommen wir fiir alle ¢», die mit ¢; ein K-Paar bilden, eine Differential-
¢leichung von Riccati.

Satz 5. Wenn die Kurven y,z ein K-Paar bilden, dann gehiéren alle Linien
auf der Fldche @, die mit der Kurve z ein K-Paar bilden, zu einer R-Schar:
diese R-Schar st R(m, y, z)-Schar.

Beweis: Betrachten wir die Regelfliche @. die keine Torse ist, ihre Gleichung
sei in der Form (1), die parametrische R-Schar sei eine R-Schar von Terracini
mit den Leitlinien y, z. Weiter soll ajs = a9 gelten.

Auf der Fliche @ betrachten wir zwei Linien

(21) y=y + 2z, z=12 Ai= Mu).

Setzen wir voraus, dafl diese Linien keine Asymptotenkurve beriihren und
durch keine Fleknodalpunkte der Flache @ gehen. Die Linien (21) seien nicht
im Sinne von Terracini konjugiert.

Die Gleichung der Fliche @ transformieren wir weiter in die Form

(22) T =y -+ 7.

to
[«p)
Tt



Die Differentialgleichungen der Leitlinien j, Z sind dann:
(23) 'I/U Sy - Apz - /’))11f// | /3‘1-_)5.
Aus den Gleichungen (21) bekommen wir dann
(21a) ¢ -y A B XNE Y =yt 22 e A Y S R

Wenn wir fiir 7, 2.9/, 2", ¥, 2" nach (21), (21a). (2) in die Gleichung (23)
einsetzen, bekommen wir leicht folgende Relationen:

(24) an - on | Axer, die = A= A b Aflea - 221 4 A2 - ann) 4 xe.
%oy = 021, G2 == age — /'locol — )',
Prio= —fPar b A Pz o= — 2 4 1 4 22Ps.
P 1, Poz = /'ﬂzz —- 2.

Nach den Gleichungen (6), (7) bekommen wir die Gleichungen der quadra-
tischen Scharen. die die Kurven ¥, 7z als Grundkurven haben.

2 1 Bis puifrz Jiat
(25) 7‘*’ S e
5 2 2 2
Pre 1 B 21 /7’01 /3*” a1
v A 25 | — )
2 fa1 2 2 2

Aus den Gleichungen (25) und (5) (da mull man zur «i, pir, 7.k = 1.2 den
Streifen zufiigen), finden wir leicht die Bedingung, dall die Tangenten beider
quadratischen R-Scharen, die Erzeugende, die Tangente der Asymptotenlinic
in jedem Punkte der Fliche @ eine harmonische Lage haben:

(26) Par(-=2d12 + Bio) + Pra(281 — fyy) = 0.
Durch IEinsetzen o'cm,;f%m, i, k == 1,2, aus den Gleichungen (24) in die
Gleichungen (26) bekommen wir leicht (unter Voraussetzung o» = x21):

(27) Daiod! | M (oo o) Bl - 2enofan)

Wenn nun die Kurven y 4 v(u)z, v(u) = 4, mit der Kurve :z K-Paare
bilden, dann mufl 2 der Differentialgleichung (27) entsprechen. Durch den
Vergleich der Gleichung (27) mit der Gleichung (11) fiir os < %21 beweissen
wir leicht die Behauptung des Satzes 5.
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