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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, 16, 3, 1966

POZNAMKA K DUALNYM POLOGRUPAM
DOROTA KRAJNAKOVA, Bratislava

Voprdct 2] S, Schwarz vysetruje struktaru istych pologrip s nulou, tav.
dudlnyeh polograp. Zaviedol pojem Tavého (pravého) anulatora podmnoziny A
pologrupy S a pojem dudlnej pologrupy nasledujicim sposobom.

Definicia 1. Nech A je neprdzdna podmnoZina pologrupy S s nulow. Laviym
{pracym ) anuldiorom L (A) (Z(A)) podmnoZing A nazygvame mnoZinw vethjch
N pre Kord platl A4 == 0 (ol = 0).

Definicia 2. Pologrupu S 7 0 nazijeame dudlnow, ak pre kaZdiy lavy idedl I

pologrupy S plati

Y L) - L
v pre kady pravy idedl Ropologrupy S plali
) 2P R

Ako vieme, pologrupy zvvskov (modm), kde m je prirodzené dislo, sa
pologrupy s nulou. Vznikd otdzka, & pologripa S zvyskov (mod m) je dudlna.
Na tuto otazku dava odpoved veta, ktord je obsahom tejto poznamky.

Najpry vysetrime niektoré viastnosti pologrupy &8 zvyvskov (mod ), ktoré

budeme potrebovat k dokazu vety.

Lema 1. Neeh S je pologrupa zvyskov (mod p?), kde p je proocislo « o celé
Fladné Eislo. Pre Laidé o e S nesidelitelne s p platt S = xS = S.

Dokaz. Z prace [ 1] podla vety 4 vyplyva, ze pologrupa S zvyskov (mod p»)
ma prave dva idempotenty. St to 0.1, Teda pologrupa S sa da rozlozit ako
mnozinovy stcéet dvoch disjunktnych tried Ky, Ki. Triedu Ky tvoria prvky
patriace k idempotentu 0 a sa to tie prvky pologrupy S, ktoré st siadelitelné
s p.Triedu Ky tvoria prvky patriace k idempotentu 1 a st to prvky pologrupy S
nesadelitelné s p.

Ak @ je nesudelitelné s p, potom x € Ay, a teda existuje také prirodzené
Cislo o, ze a¢ == 1. KedZze pologrupa S ma jednotku, je x € Sw. Ale tiez a» € Sk
pre Tubovolné prirodzené ¢islo n. Teda tiez a2 = 1 € Sx. Potom plati § ==

S. 17 Se. Z toho vyplyva Se - 8.
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Pologrupa S zvyskov (mod p®) je komutativna, teda xS = Sx = N.

Lema 2. Vlastny ideal M pologrupy S zvyskov (mod p*) neobsahwje privky
nestdelitelné s p.

Dokaz. Podla predpokladu M < S. Pripustme, 7z¢e M obsahuje prvok y
nesadelitelny s p. Potom Sy = M. Ale podla lemy 1 Sy = S. Teda § -
= Sy = M. To je spor s predpokladom M = S.

Lema 3. KaZdy idedl M pologrupy S zvyskov (mod p2) dd sa pisal vo {rare
M = Spr, kde r je celé kladné Cislo 0 = r < a.

Dékaz. Je zrejmé, ak M = S, potom r = 0; ak M == (0), potom r - x.
Ostava nam dokdzat: ak (0) = M # S, existuje také r, ze M = Spr.

Nech (0) # M =+ S. Podla lemy 2 M obsahuje prvok a -# 0 sudelitelny s p.
Moézeme ho pisat vo tvare a = ¢ . p», pricom (¢, p) = 1. Potom S(tp”) = M.
Ale S(tpn) = (St)p» = Spr = M. Z toho vyplyva, ze p»e M a vsetky vyssie
je pr. Tvrdime, ze M = Spr.

Pripustme, ze Spr = M. Potom existuje dalsi prvok y € M, ktory sa da
pisat vo tvare y =t . pr—*%, pridom £k je celé kladné ¢islo 1 <=k < r—1.
a (t,p) = 1. Ale S(tp™*) = Sp™* = M. Z toho vyplyva, ze p~% e M a to
je spor s tym, Ze p’ je najnizsia mocnina, ktori M obsahuje.

Veta. Pologrupa S zvyskov (mod m) je dudlna vtedy a len vtedy, ked m = px,
pricom p je lubovolné prvocislo a « celé kladné &islo.

Doékaz. a) Nech m = p*. Podla lemy 3 kazdy jej idedl mézZeme pisat vo tvare
Spr, 0 = r =< a. Kedze S je komutativna pologrupa, sta¢i ukazat, ze kazdy
ideal Spr splita podmienku (1).

LIR(Spr)] = L[p*rS] = Spr.

b) Ak m = p§.p§...p. (p1,p2, ..., Pa sG rozne prvodisla, «, f..... v si
celé kladné ¢isla), ukdzeme, Ze pologrupa § nie je dudlna. Staéi, ak dokdzeme,
ze aspon jeden idedl pologrupy S nesplnuje podmienku (1). Uvazujme o ideale
Sp1 U Sp2, (p1 # pe). Na zdklade [2] (lema 1, 2) mézeme pisat:

L[#(Sp1 Y Spe)] = L[A(Sp1) N R(Spe)] = L[Spi vl ... p, 0 Spipl! .. p)] =
= F[Sp%.ph...pll = Z(0) =8 # Sp1 U Sps.

Tym je veta dokazana.
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Doslo dna 1. 4. 1965.
Katedra matematiky
Chemaickotechnologickej fakulty
Slovenskej vysokej skoly technickej,

Bratislava
A NOTE ON DUAL SEMIGROUPS
Dorota Krajnakovd
Summary
A semigroup of residue classes (mod m) is dual if and only if m = p* (p is prime and

a a positive integer).
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