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MATlLMATUTvO-KVZIKALNV Č A S O P I S SAV. 16, 3, 10(50 

POZNÁMKA K DUALNYM POLOGRUPAM 

DOROTA KRAJNÁ KOVÁ, Bratislava 

V práci | 2 | S. S c h w a r z vyše třuje s t r u k t u r u i s týeh pologrúp s nulou, tzv . 
d u á l n y c h pologrúp . Zavicdo l pojem íavého (pravého) a n u l á t o r a p o d m n o ž i n y A 
pologrupy S a pojem duálne j pologruj)y nasledujúcim spósobom . 

Definíeia 1. Nech A je neprázdná podmnožina pologrupy S s nulou. Lavým 
(pravým) anuláiorom Jď(A) (J$(A)) podmnožiny A nazýváme množinu vsetkých 
x t N. prc ktoré platí xA ------ 0 (Ax ------ 0). 

Definíeia 2. Pologrupu S / 0 nazýváme duáluou, ak pre každý lavý ideál L 
j)olo<jrupy S platí 

A) (A^(^)\ --= I; 

*t pre každý pravý ideál H pologrupy S platí 

(2) -jAmi)] ^ #. 

Ako vieme, pologrupy zvyškov (mod m), k d e m je j)rirodzenó číslo, sú 
pologrupy s nulou. Vzniká o tázka, či polognipa ASY zvyškov (mod m) je d u á l n a . 
Na tiito o t á z k u d á v á o d p o v e d veta, k t o r á je o b s a h o m te j to p o z n á m k y . 

Naj |)rv vyše tř íme niektoré v las tnost i pologrupy ASY zvyškov (mod m), k t o r é 
budeme pot r o h o v a t k dókazu vety. 

Lem a I . Xceh S je pologrupa zvyškov (mod//'*), kde p je prvočíslo a a celé 
kladné číslo. Pre každé x e AS nesudělitelné s p platí Sx = xS -= S. 

D o k a ž . Z práce 11] p o d l á ve ty 4 vyplývá, že pologrupa ASY zvyškov (mod/> a ) 
má právě dva idempoten ty . Sú to 0.1. T e d a jndogrupa AS1 sa dá rozložit a k o 
množinový súcet dvoeli d i s j u n k t n ý c h triod /vo, Ki. Tr iedu 7vo tvor ia prvky 
patr iaee k ideni | )otentu 0 a sú t o t ie p r v k y pologrupy S, k t o r é sú súdel i te lné 
s p. Triodu A"i tvoria prvky pa t r iaee k i d e m p o t c n t u 1 a sú t o p r v k y pologrupy AS 
nesúdeliterné s p. 

Ak x je nesúdel i te lné s p, j)otom x e K\ . a t e d a existuje t a k é pr i rodzené 
číslo o, že X& ----- L Kedze j)ologrupa S m á j e d n o t k u , je x e Sx. Ale tiež xn e Sx 
pre Tubo volné prirodzené číslo n. T e d a tiež xč = 1 e Sx. P o t o m plat í S — 

AS' . 1 ^ /SY.r. Z t o h o vyplývá Sx S. 
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Pologrupa S zvyškov (mod pa) je komutatívna, teda xS = Sx = -S. 

Lema 2. Vlastný ideál M pologrupy S zvyškov (mod pa) neobsahuje prvky 
nesúdelitelné s p. 

D ó k a z . Podlá předpokladu M c= S. Připusťme, že M obsahuje prvok y 
nesúdelitelný s p. Potom Sy g= M. Ale podlá lemy 1 Sy -— S. Teda N -
= Sy g= J/. To je spor s predpokladom M <= #. 

Lema 3. Kazdy ideál M pologrupy S zvyškov (mod pa) dá sa písať vo tvar( 
M = Spr, kde r je celé kladné číslo 0 5g r 5g a. 

D ó k a z . Je zřejmé, ak J / = $, potom r = 0; ak M = (()), potom r a. 
Ostává nám dokázať: ak (0) •=£ M ^ S, existuje také r, že M = Spr. 

Nech (0) 7^ M -^ /S. Podlá lemy 2 J / obsahuje prvok a ^ 0 súdelitelný s p. 
Móžeme ho písať vo tvare a = t . pn, pričom (t, p) = I. Potom S(tpu) cz J/. 
Ale #(l#>w) = (#ř);pM = # p w c jf. Z toho vyplývá, že pn e M & všetky vyšsie 
mocniny pn+1, pn+2, ... sú z M. Nech najnižšia mocnina p, ktorú M obsahuje, 
je pr. Tvrdíme, že M = Spr. 

Připusťme, že Spr c= M. Potom existuje další prvok y e M, ktorý sa dá 
písať vo tvare y = t . pr~k, pričom k je celé kladné číslo 1 ^ k fg r — l. 
a (t>P) = !• A l e S(tpr~k) = Spr~k cz M. Z toho vyplývá, že prke M a to 
je spor s tým, že j9r je najnižšia mocnina, ktorú M obsahuje. 

Veta. Pologrupa S zvyškov (mod m) je duálna vtedy a len vtedy, ked m = pOÍ
J 

pričom p je lubovolné prvočíslo a oc celé kladné číslo. 
D ó k a z . a) Nech m = pa. Podlá lemy 3 každý jej ideál móžeme písať vo tvare 

Spr, 0 ^ r ^ a. Kedze S je komutatívna pologrupa, stačí ukázať, že každý 
ideál Spr spíňa podmienku (1). 

&[St(Sp')\ = ^[pa~rS] = Spr. 

b) Ak m = p\ . př2 ... p* (pí, p2, ..., pn sú rózne prvočísla, a, /?, . . . , v sú 
celé kladné čísla), ukážeme, že pologrupa S nie je duálna. Stačí, ak dokážeme, 
že aspoň jeden ideál pologrupy S nesplňuje podmienku (1). Uvažujme o ideále 
Sp± U Sp2, (pí -^ p2). Na základe [2] (lema 1, 2) móžeme písať: 

&\0t{Spx U Sp2)] = &\9HSpů n M(Sp2)] = <?[Sp\-y ...fnn Sp\p{~1... pv
n] = 

= &[Sp\ .pp
2...Pn] = &(0) = S ^ Spi U Sp2. 

Tým je veta dokázaná. 
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A NOTE ON DUAL SEMIGROUPS 

Dorota K r a j h a k o v a 

Summary 

A semigroup of residue classes (mod m) is dual if and only if m = pa (p is prime and 
a a positive integer). 
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