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MATEMATICKO-FYZIKALNY 

О Н И Л Ы 1 0 Т Е Н Т Н Ы Х ЭЛЕМЕНТАХ, 
ИДЕАЛАХ И РАДИКАЛАХ П О Л У Г Р У П П Ы 

РОБЕРТ ШУЛКА (ЯоЬеП 8и1ка), Братислава 

В работе рассматриваются некоторые соотношения между множеством всех 
идеалов полугруппы 5" и множествами нильпотентных элементов полугруппы б' 
относительно этих идеалов, соотношения между идеалами полугруппы 5 
и нильидеалами (соответственно нильпотентными идеалами) относительно 
этих идеалов, а также соотношения между множеством всех идеалов полугруппы 
.$" и соответственно, множеством всех радикалов К л и ф о р д а (А. Н. СПГГогс!), 
Шварца (8. 8стшаг2) и М а к к о й а (И. Н. МсСоу) (опред. 4, 5 и 8) относительно 
этих идеалов. Наконец, рассматриваются соотношения между всеми идеалами 
полугруппы ^ и множеством вполне простых радикалов (опред. 12) относи­
тельно этих идеалов. Оказывается, что отображение, ставящее в соответствие 
всякому идеалу полугруппы 51 множество всех нильпотентных элементов 
относительно этого идеала, представляет собой п, и-гомоморфизм структуры 
всех идеалов полугруппы 5 в структуру всех подмножеств полугруппы 5\ 
причем структурными операциями являются теоретикомножественные объе­
динение и пересечение. Отображение, ставящее в соответствие всякому идеалу 
полугруппы 5*, соответственно радикалы Клифорда, Шварца и Маккойа, 
представляет собой п-эыдоморфизм структуры, элементами которой являются 
все идеалы полугруппы ;> а структурными операциями являются теоретико-
множественные пересечение и объединение. Наконец, отображение, ставящее 
в соответствие всякому идеалу полугруппы 5 вполне простой радикал относи­
тельно этого идеала, представляет собой п,и-эндоморфизм приведенной выше 
структуры всех идеалов полугруппы б1. Как показал Б оса к (}. Возак) в работе 
[1], приведенные выше радикалы относительно одного и того же идеала в не­
коммутативной полугруппе 5, могут быть различны. В случае коммутативной 
полугруппы 5", все четыре вида радикалов относительно одного и того же 
идеала полугруппы 5 совпадают с множеством нильпотентных элементов 
относительно этого идеала. 

Идеалом в настоящей работе следует понимать двусторонний идеал. 
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1. Множества нплыютентных .элементов относительно 

идеалов полугруппы 5 

Определение 1. Пусть 5 - - пол>группа, ^ — се идеал. Элемент N6 5 мы на­

зываем нильпотеншым относительно .7, если существует 1акое натуральное 

число я, что хп е Т. 

Множество всех нильпотеншых элементов полугруппы 5' о I н о е т елыю 

идеала Т обозначим через N(^). 

Лемма I. Пусть 8 полугруппа и пусть ^x и ^2 ее идеалы. Тогда 

а) ^x с у2=> ыих) с= N(.7,), 
б) 1\их)п /У(У2) = N(7, п У2), 

в) N(7^ и Ш 2 ) = КЫг и У 2 ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Первое утверждение очевидно. 

б) Всякий элемент ХЕ.Ы^ХГ\Т2) является нильпотен гным о п ю е и т е л ы ю 

^x п ,/2, значит, также относительно ^^ и У2, следовательно, он принадлежи! 

к N(^x) и N(^2), то есть Л7^/* п 7 2) ^ N(^1) п N(^2). С другой стороны, если 

N 6 N(7,) п у\'(У2), го л нильпотентно относительно ^x(xше^x) и 72(.\-"е 7 2 ), 

значит, оно нильпотентно также относительно ^x п ^2(xт'^п е^х п У2), сле­

довательно, оно принадлежит к N(^1! п У2), г. е. N(^x) п N(^2) <= N(.1! п ^2). 

в) Так как У. с У, и У2 и У2 с: у1 и У2, то N(x^) с Л7(У< и У2) и УУ(У2) С 

с N(7, и У2), т. е. N(.7,) и ^ У 2 ) с лу(У, и ^2). Пусть теперь N6 N(^x и ^2). 

Тогда х нильпотентно относительно ^x и Т2, следовательно, N нильпотентно 

также относительно Тх(хп е Тх), или относительно ^2(xп е ^2). Поэтому 

N(^x и Т2) с N(.7,) и N(/2). 

Теорема 1. Отображение, ставящее в соответствие всякому идеалу ^ полу­

группы 8 множество N(7) всех нилъпотеитных элементов относительно 

идеала У, предстаелнет собой п , ^-гомоморфизм структуры всех идеалов 

полугруппы 8 в структуру всех подмножеств полугруппы 8. Структурными 

операциями являются при этом теоретикомножественные пересечение и объе­

динение. 

Следствие. Система всех множеств нилъпотентных элементов относитель­

но идеалов полугруппы 8 является подструктурой структуры всех подмно­

жеств полугруппы 8. 

Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из леммы 1. 

2. Ниль- (нилыютентные) идеалы относительно идеалов полугруппы 5 

Определение 2. Пусть 51 — полугруппа, У— ее идеал, а / — идеал в 5, всякий 

элемент которого нильпотентен относительно ^. В таком случае, идеал I мы 

называем нильидеалом относительно идеала У. 
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. 1елша 2. Пусть /> полугруппа, пусть ^]. ^2^ и ^к. к е К ее идеалы. 

//уешь Л нильидеал относительно ^]. /2 — нильидеал относительно ^2. 

а / к . N е /\" нильидеал относительно ^I . ке К. Тогда 

а) ./, ?_; у 2 =•» /. тиьиоеал относительно ^2. 

б) /, г, Л нильидеал относительно ^x п У2, 
в ) и к с к /, нильидеал относительно идеи/а и ц - е к Л -

Д о к а *а ! ел ьс . во. а) Э ю утверждение очевидно. 

б) Всякий >:1смсн1 из I. л Л нильпотсм [сн огиосигсльно ^.|(.\^т Е ^^) И О! НО­

СИ! ельно ^2{.x!' Е ^2}. \\о тогда V нильиотешно гакже огиосигсльно ^] п ^2. 

11(̂ )1 ому /, п /? являемся нильидеалом ошосмтельно ^^ п У,. 

в) /к.к^К нильидеал о I н о е т ел ьно ^н.сК^к. Огсюда вытекает, что 

и и,, с 1<ч /н я в. 1яс I ся нильидеалом от н о е т ел ьно и,, с А Л -

Определение .>. Пус1ь /з - - полугруппа, ^ ее идеал, а / гакой идеал в Л\ 

ч ю для некоторого натурального числа /?, /" я. ^. Идеал / м ы назовем тогда 

НИЛЫЮ1СП I ным идеалом относительно ^. 

Демма «Ч. Пусть 6" полугруппа, ^^ и ^2 — ее идеалы. Пусть /, является 

нилыютеитиым идеалом относительно идеала ^] и /2 пусть является пиль-

патентным идеалом относительно ^2. Тогда 

а) ^x с= ^2 => /3 — нильпотентный идеал относительно идеала ^2, 

б) /] п / : — нильпотентный идеал относите./ьно идеала ^x п У2, 

в) /, и /2 нильпотентный идеал относительно идеала ^x и ^2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Это утверждение снова очевидно. 

б) Существуют такие натуральные числа пх и я 2 , что /"' .= ^x, / 2

2 ^ ^2. 

Пусть /? = Мах (пх, я 2 ) . Тогда (1Х п / 2 ) и = ^x, (I! п / 2 ) и .=. У2, значит, (I! п /2)" с 

^ У, п У2 и /. п / 2 — нильпотентный идеал относительно идеала ^ п / 2 . 

в) Существуют такие натуральные числа пх и л 2 , что 1п

х ^ ^x и Г2 ^ ^2. 

Всякое произведение х = ххх2 . . . хп +п, с /7! -+- п2 элементами из I! и / 2 имеет 

либо, по крайней мере пх элементов из I,, либо, по крайней мере п2 элементов 

из / 2 . Поскольку 1Х и / 2 — идеалы, то такое произведение можно написать либо 

в виде произведения хотя бы пх элементов из I,, либо в виде произведения 

хотя бы п2 элементов из / 2 . Итак, либо 1 6 1,, либо 1 б У 2 , т. е. хе ^^ и ^2. 

Поэтому (Л и 12)
П1+П2 с ^^ и ^2. 

3. Р а д и к а л ы Клифорда относительно идеалов полугруппы ^ 

Определение 4. Пусть .5* — полугруппа и ^—ее идеал. Идеал /?*(/), являю­

щийся объединением всех нильидеалов полугруппы ^ относительно идеала У, 

мы назовем радикалом Клифорда относительно ^. 
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»'1емма А. Пусть 8 — полугруппа и пусть У1 и ^2 — ее идеалы. Тогда 

а) ^1 с ^2=>я*(^^) <= л*(/2), 
б) /?*(/-) п д*(у2) = /г*(/- п у2), 
в) /?*(/0 и Д*(У2) с /?*(/, и У 2 ). 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Поскольку/?*(У,) является нильидеалом относительно 

^^, то оно является также нильидеалом относительно У2, и поэтому Я*(^{) с 

с Д*(У2). 

б) Из доказанного только что утверждения вытекает, что /?*(Л п / 2 ) .= 
<= /?*(У.) п 1?*(У2). Собственно, ^^ п ^2 ^ ^x и ^x п ^2 ^ ^2, а поэтом} 
/?*(У! п У2) с Д*(У.) и ^ * ( Л п У2) с Д*(У2). 

С другой стороны, /?*(•/!) п Я*(У2) также является идеалом и всякий его эле­
мент нильпотентен относительно ^ и У2, значит, также относительно ^^ п ^2. 
Поэтому /**(./,) п Я*(У2) с /?*(/, п У2) и значит, Я*(^^V^2) = Я*^{) п Д*(У2). 

в) ^1 с / 1 и У2 => Л*(У0 с Я*(У, и У2). У2 с ух и У2 => Д*(У2) с /?*(у1 и У2) 

Из этого вытекает, что 1?*(УХ) и 1\*(У2) .= -Д*(У1 и У2). 

Теорема 2. Отображение, ставящее в соответствие всякому идеалу У полу­

группы 8 радикал Клифорда /?*(У) относительно идеала У, представляет собой 

п-эндоморфизм структуры, элементами которой являются все идеалы полу­

группы 8, а структурными операциями — теоретикомножественные пересечение 

и объединение. 

Следствие. Множество всех радикалов Клифорда относительно идеалов полу­
группы 8 является подполу структурой п-полу структуры всех идеалов полу­
группы 8. 

Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из леммы 4. 

4. Радикалы Шварца относительно идеалов полугруппы 5 

Определение 5. Пусть 5*— полугруппа, а У— идеал в /5\ Идеал /?(У), который 
является объединением всех нильпотентных идеалов полугруппы .!> относительно 
идеала У, мы назовем радикалом Шварца относительно У. 

Лемма 5. Пусть 8 — полугруппа, и пусть ^1 и ^2 — ее идеалы. Тогда 

а) ^1^^2^ л^) е Вд), 
б) вд) п д(/2) = .ад п з2\ 
в) Д(У1) и Я(У2) с 7?(У1 и ^2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) ВСЯКИЙ элемент x е Я^х) порождает нильпотентный 
главный идеал (х) относительно У1. Но (л:) — нильпотентный идеал также 
относительно ^2, и поэтому х е (х) _= /?(У2). 
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б) Так как у, п ^2 ^ ^x и ^x п ^2 = у 2 , ю мы получим /?(у, п у 2 ) с Р(^1)у 

Р(^^ п ^2) с Д(у2), значит /?(/! п У2) с: Я(У.) п Я(У2). 

С другой стороны, если л~ е Р^х) п /?(</2), т о главный идеал (х), порожденный 

)лсмснтом .V, является нильпотентным идеалом относительно У! и относительно 

У2. Но (л) является тогда нильпотентным идеалом относительно ^x п У2, 

I. е. д е (л) с /?(У. п У2). Это означает, чго /?(Уг,) п /?(У2) ^ /л(У< п У2) и, слс-

довакмьно, Р^х п У2) = /?(«Л) п /?(./2). 

в) вытекает из а). 

Теорема !{. Отображение, которое всякому идеалу У полугруппы 8 ставит 

в соответствие радикал Шварца /?(У) относительно идеала У, представляет 

содой п -эндоморфизм структуры, элементами которой являются все идеалы 

полугруппы 5, г/ структурными операциями — теоретикомножественные 

объединения и пересечения. 

Следстние. Множество всех радикалов Шварца относительно идеалов полу­

группы 8 является подполу структурой сл-полу структуры всех идеалов полу­

группы 8. 

Следующий пример показывает, что леммы 4 и 5 не могут быть усилены, 

I. е. невозможно доказать, что всегда /?*(У\) и Р*(^2) = /?*(/] и У2) и Р(^x)и 

и Я(Л) = /?(У, и У2). 

П р и м е р . Пусть 5 — полугруппа, порожденная элементами а, /?, с с един-

сIвенным определяющим соотношением с2 = а. Пусть ^x = (а), ^2 = (1?), 

I. е. У, и ^2 == (с/) и (/?). Тогда (г) 2 ^ У, и ^2 (уже ( г ) — {с) <= у, и У2), значш 

г б /?(У, и У2). Пусть .V = са и у = сЬ. Ни для какого натурального числа п 

не будет в этом случае элемент х" е У2 и элемент у" е ^x . Поэтому не может бьп ь 

(с)" ^ У2, и не (с)" ^ У,, т . е . не е е /л(У,), и н е г е /?(У2), значит, не СЕ Р(^x) и 

и /?(У2), хотя и СЕ Р^х и У2). 

Точно также не может быть СЕ /\*(У,), НИ г б В*(^2), значил, не СЕ Р*(^x)и 

и /?*(У2), хотя и г е /л*(Уг и Л ) -

о. Радикалы 1Маккопа относительно идеалом полугруппы .V 

Определение 6. Идеал Р полугруппы ^ мы называем простым идеалом, если 

для всяких двух идеалов А, В из -5*, для которых А В с= рч имеет место либо 

4 ^ Р, либо В с р. 

Определение 7. Множество Н полугруппы 51 мы назовем ш-системой в .V, 

если для всяких двух элементов г, с! из Н существует элемент х е 5, такой, ч т 

сх(1 Е /У. Пустое множество мы будем также считать ш-системой. 

О п р е д е л е н н е е . Пусть У — гдеал полугруппы 5*. Пусть М ( У ) — множество 

всех элементов г Е 5, для которых справедливо, что пересечение с У всякой 
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ш-сисгемы из 5", содержащей г, непусто. М(^) мы назовем . огда радикалом 

Маккойа относительно идеала У. 

Определение 9. Простой идеал Р является минимальным простым идеалом. 

принадлежащим к идеалу У. если У с; Р. и не существует . акого п р о с ю ю 

идеала Р\ для которого имеет место У ^ Р' а Р. 

Тогда справедливо (смотри [2] и [3]). 

Лемма 6. РаОикал Маккойа М(^) относительно идеала У полугруппы 8 

является пересечением всех минимальных простых идеалов, принадлежаицсх 

к идеалу У. Значит. М(^) является также идеалом в 8. 

Лемма 7. Пусть 8 -- полугруппа и пусть ^x и ^2 — се идеалы. Тогда 

а) У, ^ У2 => мих) •= Л4(У2), 

б) м(тх) п л/(у2) = М(ТХ п ^2). 
в) Л/(У,) и Л4(У2) с /\4(У1 и ^2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Это утверждение очевидно. 

б) Если А'6 М(ТХ п У2), то всякая ш-система, содержащая д% содержит также 

некоторый элемент из Тх п У 2 . Значит, всякая ///-система, содержащая д, 

содержит также некоторый элемент из У, и У2. Поэтому .V е М(^^) и л е М(У2), 

значит, М(ТХ п ^2) с М(ТХ) п Л4(У>). 

Если .те М(У\) п/14(У2), то хеМ(Тх) и хеМ^2). Итак, всякая ///-система 

Нк(к е К), содержащая л\ содержит также некоторый элемент ск Е Тх(к е К) 

и некоторый элемент с!ке У2(/с е К). Так как скеНк, с!кеНк и //к являются 

га-системой, то существует элемент зк е -5", такой, что скзкс1к е Нк. Но так как 

ске^x и а1

ке^2, где У) и Л — идеалы, то скзкс1ке ^x^2 с у, п У2. Поэтому 

пересечение с ^^ п Т2 всякой ш-системы, содержащей х, также непусто. Из этого 

вытекает, что М^х) п Л/(У2) с М(^x п У2), что и требовалось доказать. 

в) вытекает из а). 

Теорема \. Отображение, ставящее в соответствие всякому идеалу У полу­

группы 8 радикал Маккойа Л/(У) относительно идеала У, представляет содой 

с\-эидоморфизм структуры, элементами которой являются все идеалы полу­

группы 8, а структурными операциями — теоретикомножественные пересече­

ния и объединения. 

Следствие. Множество всех радикалов Маккойа относительно идеалов полу­

группы 8 является подполуструктурой ^-полуструктуры всех идеалов полу­

группы 8. 

Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из леммы 7. 

Примечание . В разделе 8 мы покажем, что в лемме 7 в) не всегда имеет м е с т 

знак равенства, т. е. лемму 7 в пункте в) нельзя усилшь. 

214 



(>. Нполнс простые радикалы о т н о с и т е л ь н о идеалов полугруппы 8 

Определение 10. Идеал I* полугруппы 5 мы называем вполне проспим 

идеалом, если из аЬ е Р вытекает либо а е /\ либо Ье Р. для всяких двух эле­

ментов а и Ь из 5. 

Нам извес1 но, что дополнение 5" — Р = М вполне простого идеала Р является 

подполугруппой, а идеал Р является вполне простым идеалом тогда и только 

т г д а , когда М = 5 Р представляет собой подполугруппу. Здесь и в даль­

нейшем подполугруппой мы понимаем также пустое множество . Для дальней­

шего удобно ввести понятие сильной подполугруппы. 

Определение 11. Подмножество М полугруппы^ мы будем называть сильной 

подполугруппой, если аЬ е М тогда и только тогда, когда а и Ь из М. Пустое 

множество мы будем также рассматривать как сильную подполугруппу. 

Из л о г о определения прямо вытекает 

/1емма 8. Непустое множество Р элементов полугруппы 8 является вполне 

простым идеалом тогда и только тогда, когда М = 8 — Р — сильная подполу­

группа, отличная от 8. 

Дадим теперь определение некоторого радикала полугруппы 5 относительно 

идеала У полугруппы 5". 

Определение 12. Пусть 5 — полугруппа, а У — идеал полугруппы 5. Пусдь 

С^) — множество всех элементов г е 8, таких, что всякая сильная подполугруп­

па, содержащая элемент г, имеет непустое пересечение с идеалом У. Множество 

С(^) мы назовем вполне простым радикалом относительно идеала У. 

В дальнейшем мы сможем установить, что С(/ ) является идеалом и пересече­

нием всех минимальных вполне простых идеалов (опред. 13), содержащих 

идеал У. Доказательство происходит аналогично доказательству теоремы 2 

в работе [3] для колец. Но, вместо Аи-систем необходимо привлечение сильных 

подполугрупп и доказательство для полугрупп значительно короче. 

. 1емма 9. У .= С(У); У и С(У) содержатся в одних и тех же вполне простых 

идеалах. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Первое утверждение очевидно. Далее, очевидно, ч ю 

всякий вполне простой идеал, содержащий С(У), содержит также У. Если бы 

для некоторого вполне простого идеала Р имело место У ^ Р, но не С^) 9= Р, 

ю существовал бы элемент г е С^), не из Р, т. е. г е 8 — Р = М, где М является 

сильной подполугруппой, пересечение которой с У непусто. Но это невозможно, 

п о э ю м у С^) ^ Р. 

.1смма 10. Пусть У — идеал в 8, М — сильная подполугруппа, имеющая пустое 

пересечение с У. Тогда М содержится в максимальной сильной подполугруппе, 

пересечение которой с У пусто. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из того, что объединение всякой цепи сильных 
подполугрупп представляет собой сильную подполугруппу, и из леммы Цорна. 

Определение 13. Вполне простой идеал Р является минимальным вполне 
простым идеалом, принадлежащим к идеалу У, если У с= р и не существует 
вполне простой идеал Р', для которого имело бы место У ^ Р' а Р. 

Лемма 11. Множество Р полугруппы 5 является минимальным вполне 
простым идеалом, принадлежащим к идеалу У тогда и только тогда, когда 
5 — Р является максимальной сильной подполугруппой в классе сильных под­
полугрупп, пересечение которых с У пусто. 

Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает прямо из леммы 8. 
Теперь мы уже можем перейти к доказательству леммы 12. 

Лемма 12. Вполне простой радикал С(^) относительно идеала У полугруппы 5 
является пересечением всех минимальных вполне простых идеалов, принадле­
жащих к идеалу У. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из леммы 9 вытекает, что С( У) содержится в пересечении 
всех вполне простых идеалов, принадлежащих к У. Из леммы 10 и 11 тогда 
вытекает, что С(У) содержится в пересечении всех минимальных вполне простых 
идеалов, принадлежащих к У. 

Следовательно, остается доказать, что всякий элемент пересечения мини­
мальных вполне простых идеалов, принадлежащих к У, содержится в С(^). 
Итак, пусть г ф С(У). Тогда существует сильная подполугруппа М, такая, что 
хотя она и содержит г, но пересечение ее с У пусто. Согласно лемме 10 существует 
максимальная сильная подполугруппа М' содержащая г, пересечение которой 
с У пусто. Но, так как, согласно лемме 11 5 — М' является минимальным вполне 
простым идеалом, принадлежащим к идеалу У, не содержащим элемент /\ 
то г не будет из пересечения минимальных вполне простых идеалов, принадле­
жащих к У. Тем самым лемма доказана. 

Следствие. Вполне простой радикал С^) относительно идеала У является 
идеалом. 

Теперь мы можем доказать и лемму 13. 

Лемма 13. Пусть 5 — полугруппа, и пусть Тх и ^2 — ее идеалы. Тогда 

а) У,с ^2=> сих) с СЫ2), 
б) С^х) п С^2) = С^{ п У2), 
в) С(/,) и С^2) = С(^x и У2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) и б) доказываются аналогично, как и в лемме 7, но, 
разумеется, вместо т-систем берутся сильные подполугруппы. 

в) Соотношение Сих) и С^2) с: си\ и У2) доказывается как в) в лемме 7. 
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Значит, достаточно еще доказать, что С(/, и ^2) _= СиУ) и С(/2) . Сих) = 
= пкск-°[. \ где Я*1*,/се А*— все вполне простые идеалы, содержащие ^^. С(У2) = 
= ^;.е/.^я2) ГД° ^ 1 2 ) ' ^ е ^ — в с е в п о л н е простые идеалы, содержащие ^2. Тогда 
Л к./) = 1̂° и ^ ; 2 ) является вполне простым идеалом, содержащим У, и У2 

для всякого /V е.- /V, Л е/.. Кроме того, имеет место С ^ ) и С(У2) — 
= (п,скЯ1 п )и(п Я б , / ' « 2 ) ) = п к е К , , е | , ( ^ " и Р^) = п ( к > Я ) е К х А Р и , Я ) => СО, и 
п У2), поскольку Си± и У2) является пересечением всех вполне простых иде­
алов, содержащих У, и ^1. 

Из леммы 13 вытекает 

Теорема л. Отображение, ставящее в соответствие всякому идеалу У полу­
группы Л* вполне простой радикал С(У) относительно идеала У, представляет 
содой п . и-эндоморфизм структуры, элементами которой являются все 
идеалы полугруппы 5, я структурными операциями — теоретике)множественные 
пересечения и объединения. 

Следствие. Множество всех вполне простых радикалов относительно идеалов 
полугруппы 5 является подструктурой структуры всех идеалов полугруппы Л\ 

7. Мпожестно нплмютентных .элементом п радикалы 
к фактор-полугруппах Риса 

Целью этого раздела является доказательство следующей теоремы: 

Теорема (). Пусть 5 — полугруппа, У — идеал в 5. Пусть /$УУ — фактор-
полугруппа Риса и 0* — ее пуль. Обозначим через N(0*), К*(0*), Я(0*), М(0*), 
С(0*) соответственно множество нильпотентных элементов, и соответству­
ющие радикалы в .$7 У относительно идеала в 5"/У, имеющего единственный 
элемент 0*. Тогда справедливо 

а) N(^) = (N(0*) — {0*}) и У т. е. N(0*) = (/У(У)— У) и {0*}, 
б) /?%/) = (Д*(0*) — {0*}) и У т. е. К*(0*) = (Я*(^)—^) и {0*}, 
в) /?(У) = (К(0*) — {0*}) и У ш. е. /?(0*) = (Я(У) — У) и {0*}, 
г) ми) = (М(0*) — {0*}) и У т. е. М(0*) = (М(У) — У) и {0*}, 
л) С(У) = (С(0*) — {0*}) и У ш. е. С(0*) = (С(^)~~^) и {0*}. 

Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы мы проведем по нескольким этапам в лем­

мах 14, 15, 16, 17 и 18. 

. 1емма 1/|. ЩЛ = (N(0*) — {0*}) и У. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сперва мы покажем, что N(7)—У = N(0*)—{0*}. 
В самом деле, если .у е N(^) — У, то хп е У для некоторого натурального числа 
// и .\ф^ч т. с. в 8Ы есть хп = 0* и д: Ф 0*. Из этого л-е N(0*) — {0*}. Если 
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х е N(0*) —- {0*], то в 5.1 — л' = 0 * для некоторого натурального числа //, 
л- Ф 0*, т. е. в 5 будет .у" с У, Л' ф У, значит V е N(.7) -- У. 

Так как N(7) = (/У(У) ^} и У. то мы получаем N(7) = (N(7) У) и У = 

= (N(0*) —{о*;) и у. 

Лемма 15. Л*(У) = (Д*<0*) — {О*]) и У. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сначала мы докажем следующие два утверждения: 

а) Если / — нильидеал в 5 относительно У, то /' = (/ — У) и {0*} — ниль-
идеал в 5/У относительно {0*]. 

б) Если /' — нильидеал в 5 У ошосигельно {0*}. го / = (/'— [0*}) и У 
нильидеал в 5 относительно У. 

Итак, пусть / — нильидеал в ^ относительно У. Тогда /' является идеалом 
в 5/У, и поскольку для всякого хе1 — У = /' — {0*} в 5 будет хп е ^ для 
некоторого натурального числа п, то в 5/У есть У = 0*, а /' есть нильидеал 
в 8Ц относительно {0*]. 

Пусть теперь будет /' нильидеалом в ̂ /У относительно {0*}. Тогда / является 
идеалом в 5 , и так как в .$7 У для всякого х е Г — {0*} = / — У, будет л" = 0* 
для некоторого натурального числа л, го в 5*есть хп е У, а / является нильидеалом 
в ^ относительно У. 

Определяя радикал Клифорда /?*(У), нам, очевидно, достаточно ограничиться 
объединением нильидеалов относительно У, содержащих У, так как У является 
также нильидеалом относительно У. Если 1К = (Гк — {0*}) и У, к е К — все 
нильидеалы в ^ относительно У, содержащие У, то /к, к е К — все нильидеалы 
в 5/У относительно {0*}. Поэтому /?*(У) = икеК 1К = и к е К ( ( / к — {0*]) и У) = 
= ( и к е к / к — {0*}) и У = (/?*(0*) — {0*}) и У и лемма доказана. 

Лемма 16. Д(У) = (Я(0*) — {0*}) и У. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сперва мы докажем два утверждения: 

а) Если / — нильпотентный идеал в ^ относительно У, то /' = (/ — У) и {0*1 
является нильпотентным идеалом в 57 У относительно {0*}. 

б) Если /' — нильпотентный идеал в 5/У относительно {0*], го / = (/'-
— {0*}) и У является нильпотентным идеалом в 5" относительно У. 

Если / — нильпотентный идеал в /5" относительно У, то в 5 будет /" с у, 
для некоторого натурального числа я, стало быть, также (/ — У)" с У. Поэтом\ 
в 81 ̂  имеем (I — ^)п = (/'— {0*})" <= {0*}. значит, (/')" = {0*} а /' есть ниль­
потентный идеал в 5;У относительно |0*}. 

Если /' — нильпотентный идеал в 5/У относительно {0*], то в 5 У будет 
(/')" = {0*} для некоторого натурального числа /?, стало быть, также (/ — 
— {0*})" с {0*}. Оттуда в 5 — (/'— {О*})'1 = (/— ^)п <= У, но тогда Г = ((/ '-
— {0*}) и У)" ̂  У. А это означает, чго / является нильпотентным идеалом 
в 5* относительно У. 
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В дальнейшем доказательство проводится аналогично доказательству для 

радикалов К л и форда. 

. 1(>мма 17. Ми) = (М(0*) — {0*}) и У. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего, определяя радикал Маккойа Л/(У» 

в полуфуппе 5 относительно идеала У достаточно рассматривать простые 

идеалы Рщ содержащие У. Сначала мы покажем, что справедливо следующее 

у I верждение: 

Идеал Л содержащий идеал У, является простым идеалом тогда и только 

югда, когда для всяких двух идеалов А и В из 5, содержащих идеал У, имее! 

место, ч ю из А В с: р вытекает либо А с= .Р, либо В с= Р. (Значит, достаточно 

о г р а н и ч и л с я идеалами А и В, содержащими У.) 

Очевидно, если Р з У — простой идеал, то для всяких двух идеалов А и В 

из /з, содержащих У, имеет место: из А В с р вытекает либо А я /\ либо 

В ^ Р. 

Пусть теперь, наоборот, для идеала Р =2 У справедливо, что для вяских двух 

идеалов А и В, содержащих У, мы получим, что из А В с= Р вытекает либо 

А ^ Л либо В ^ Р. Пусть А и В — два произвольных идеала из ^, и пусть 

ЛВ с Л но А $ Р, В $ Р. Тогда для идеалов Я и У и В и У (содержащих У) 

1акже будет иметь место (А и У) (1? и У) <= /1/? и У ^ Л но Л и I ф Р, В и ^ ф 

$ Л что противоречит условию . Тем самым наше утверждение доказано . 

Далее мы докажем таких два утверждения: 

а) Если / ° 2 У — простой идеал в 5, то Р' = (Р — У) и {0*} является простым 

идеалом в 5/У. 

б) Если Р' — простой идеал в 5/У, го Р = (Р' — {0*}) и У является простым 

идеалом в 5\ 

Пусть Р з у будет простым идеалом в 5. Пусть А'В' с р ' ? причем /4' и В' 

являются идеалами в 5УУ. Тогда А = (А' — ( 0 * } ) и У и В = (В' — {0*}) и У 

представляют собой идеалы в ^ и так как А'В' <^ Р' в 5/У, то в 8|^ будет 

(А' <0*))(# '—• {0*}) с Р ' и поэтому в ^ будет (А — ^)(В — ^) ^ Р и ЛВ = 

= ((А -- У) и У) ( ( ^ — У) и У) с Р и У = Р. Следовательно, АВ ^ Р, и по­

скольку I* является простым идеалом, то либо А ^ Р, либо В ^ Р. Поэтому, 

либо А У с Р— У, либо В — ^^Р — ^в5, т. е., либо А' — {0*} с р' 

(О*), либо /9' — {0*} с Я' —{0*} в 5/У, т. е., либо А' с Р', либо /Г с Р . 

Значит Р' ес1ь простой идеал в 5/У. 

Пусть 1еперь Я' является простым идеалом в 5/У. Пусть АВ с Я, причем 

А и /5 идеалы в 5. Тогда А' = (А — У) и {0*} и /5' = ( 5 — У) и {0*] пред­

ставляют собой идеалы в /57У, и так как А/? с Я, то будет (А — У) (В — ^) ^ Р 

в 5\ значит (А' — {0*]) ( 5 ' — {0*}) с Р' в 5/У, откуда — /ГЯ' = ((А' - - {0*)) и 

и [()*>) ( ( # ' — (0*)) и {0*}) с Р' в 57У. Значит, А Р ' с Я', и так как Р' — про­

слои идеал, то лтбо А' с />', л и б о /Г с р \ Поэтому либо (Л' — {0*}) с Я', ли-
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бо (В' —{0*)) ± Р' в 5/У. т. е.. либо (А — У) ь= Л либо (В— У) .= /> в 5, зна­
чит, либо А ^ Р, либо /5 _=; Р. Поэтому Р также является простым идеалом. 

Пусть Рк = (Р'к — |0*]) и У, к е К — все простые идеалы в 5, содержащие 
идеал У. Тогда Рк, к е А' суть все простые идеалы в 5/У. Следовательно, ЛУ(У) = 
= п к, к/> к = п к , к ( ( / ' 1 ; - { 0 * | ) и У ) = ((п 1 С € А . / ' 1 ; )- | 0 * ; ) и У = Д / « 0 * ) - | 0 * ! ) и 
и У, и лемма доказана. 

. 1емма 18. СЫ) = (С(0*)— [0*]) и У. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Определяя вполне простой радикал С\^). доеитточно 
рассматривать вполне простые идеалы Р, содержащие идеал У. 

Докажем сначала следующие два у!верждения: 
а) Если Р =2 У— вполне простой идеал в 5, то Р' = (Р — У) и [0*| —- вполне 

простой идеал в 5/У. 
б) Если Р' — вполне простой идеал в 57У, то Р — (У — |0*[) и У — вполне 

простой идеал в 5. 

Пусть Р =2 У — вполне простой идеал в 5. Пусть а'Ь' е Р' в Л" У. Пусмь </ -
произвольный прообраз элемента а' при естественном гомоморфизме ф пол\-
группы 5 на фактор-полугруппу 57У, и Ь — произвольный прообраз элемента /У 
при этом гомоморфизме. Тогда ср(аЬ) = ф(а) . ф(Ь) = а'Ь' е Р\ и [ак как(,9~ 1(Р') = 
= Р, то аЬеР. Ввиду того, что Р вполне простой идеал, ю либо а е Р. 
либо Ъ е Р. но, поскольку ф(Р) = Р\ то либо а' = ф(а) е Р\ либо Ь' = Ф(Ь) Е /°'. 
и Р есть вполне простой идеал в 57У. 

Пусть Р' — вполне простой идеал. Пусть аЬ Е Р в 5. Тогда ./'// = (̂ и/) . </)(/>) = 
= ф(аЬ) е Р'. Так как /*' — вполне простой идеал, то либо а' = Ф(а) е Р\ либо 
Ь' = Ф(Ь) е Р', т. е. либо а Е Р. либо ЬЕР. Следовательно, У* яв.тяется вполне 
простым идеалом. 

Далее доказательство ведется аналогично доказательству для радикалов 
Маккойа. 

8. Множества нилыюкмгшых .элементов п радикалы 

относительно идеалов коммутативно к полугруппы 5 

Прежде всего мы обнаружим, что во всякой, и некоммутативной полугруппе 
5' имеет место 

.Гемма 19. #(У) <= МЫ) с я*(У) с /У(У) с С^). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если мы образуем фактор-полугруппу Риса 8^ и нуль 
в 5/У обозначим через 0*, то Я(У) = (Я(0*) — {0*}) и У, Л/(У) = (Л/(0*) — 
— {О*}) и У, Д*(У) = (Д*(0*) — {0*}) и У и С(У) = (С(0*) — {0*1) и У. Здесь 
/?(0*), Л/(0*), /?*(0*) и С(0*) являются соответствующими радикалами полу­
группы 5/У относительно идеала полугруппы 57У, имеющего единственный 
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элемсн! О*. Л ух Цзян (ЕиЬ Лап§) в работе [2] доказал, что /\(0*) ^ Л1(0*) с 
с: /?*(()*) с С(0*) (во всякой полугруппе с нулем 0*). Поэтому справедливо 
шкжс /?(У) с Ми) с /?*(у) с С(/). 

Из определения 1 и 4 очевидно, что Я* и) <= ^ / ) . Требуется еще доказать, 
чго /У(У) ^ С(У). Если л'б N(.1), то существует натуральное число п такое, что 
Л" е ^. Далее, всякая сильная подполугруппа, содержащая х, содержит также 
все положительные натуральные степени элемента л:, следовательно, она со­
держи I также л'1. Следовательно, пересечение всякой сильной подполугруппы, 
содержащей х, с ^ непусто и xе С(У). 

Применив лемму 19 и пример раздела 4 мы докажем, что в некоммутативной 
полугруппе не обязательно М(Т\) и М(Т2) = М(Тх и / 2 ) . Если взять полу­
группу 5 и идеалы Т{ и Т2 из приведенного выше примера (см. раздел 4), то 
согласно лемме 19 с е К(Т1 и ^2) => с е М(Т\ и У2), с Ф -^*(Л) ^ с Ф ^^\)-> 
с ф Я*и2) => с ф Л4(/ 2) И поэтому с ф Миг) и М(Т2). Это означает, что Ми±) и 
и Ми2) является собственным подмножеством множества Ми\ и / 2 ) , что 
и .ребовалось доказать. 

Для коммутативной полугруппы справедлива 

Тгорема 7. Пусть 8 — коммутативная полугруппа и пусть ^ — ее идеал. 

Тогда'/?(/) = ми) = а*и) = ыи) = си). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Образуем фактор-полугруппу Риса 5у/ и ее нуль обозна­

чим, как и в лемме 19, через 0*. Тогда /?(/) = (/?(0*) — {0*}) и /, М(У) = 
= (М(0*) — {0*}) и У, К*и) = (Я*(0*) — {0*}) и У, N(7) = (N(0*) — {0*}) и У, 
и Си) ~ (С(0*) — {0*}) и /. Из этих соотношений, из леммы 19 и того, что 
в коммутативной полугруппе с нулем 0* имеет место 1?(0*) = М(0*) = Я*(0*) = 
= С(0*) (см. Лух Цзян [2]), вытекает справедливость теоремы 7. 
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ON N 1 L P O T E N T E L E M E N T S , I D E A L S A N D R A D I C A L S OF A S E M I G R O U P 

Robert Sulk a 

S u m m a r y 

Let S be a semigroup and J a two-sided idea) of S. An eierncnt x e S is called nilpoient with 
respect to the ideal J if there exists an integer // 0 such that A*" e J. The set of all nilpotent elements 
wi'di respect to J will be denoted by /Y(J). An ideal /every element of which is nilpotent with respect 
o 3 will be called a nilideal with respect to J. The union of all nilideals with respect to J will be 

denoted by R*(J) and called the Clifford radical with respect to J. 
An ideal / of S is called nilpotent with respect to 3 if /" cz J fov some integer n 0. The union 

of ail nilpotent ideals with respect to J will be denoted by R(J) and called the Schwar/ radical with 
respect to J. 

An ideal P of the semigroup S is called a prime ideal if for any two ideals ,1, B of S AB c; P 
implies A cz p or Zi cz p. The intersection of all prime ideals containing the ideal J will be denoted 
by M(3) and called the McCoy radical with respect to J. 

An idea! P of the semigroup S is called a completely prime ideal if for every couple of elements 
o,b G S ah e P implies a e P or /.* e P. The intersection of all completely prime ideals containing 
the idea! J will be denoted C(J) and called the completely prime radical with respect to J. 

The following results are proved: 
1. The mapping J - N(3) is a n , u-homomorphism of the lattice of all ideals of S into the 

lattice of all subsets of the semigroup S. 
2. The mappings J > R*(J), 3 > R(3) and J -> M(J) are n-endomorphisms of the lattice 

of all ideals of the semigroup S. 
3. The mapping J-> C(J) is a n,U-endomorphism of the lattice of all ideals of the semigroup S. 
4. In every semigroup R(3) cz M(J) cz R*(J) cz /V(J) cz C(J). 
5. In every comutative semigroup R(J) M(3) -- R*(J) N(3) C(3). 
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