Matematicko-fyzikalny ¢asopis

Cyril Palaj
Contribution a I'application des matrices spatiales dans la théorie des courbes
algébriques planes du 4° degré

Matematicko-fyzikdlny casopis, Vol. 14 (1964), No. 1, 54--74

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/126639

Terms of use:

© Mathematical Institute of the Slovak Academy of Sciences, 1964

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/126639
http://project.dml.cz

MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, XIV, L-1964

CONTRIBUTION A CAPPLICATION DES MATRICES
SPATIALES DANS LA THEORIE DES COURBES
ALGEBRIQUES PLANES DU 4¢ DEGRE

CYRIL PALAJ, Zvolen

La théorie des formes quadratiques est une des parties de la géométric analytique
des plus belles et le plus complétement traitées par les méthodes algébriques. L exposé
particulierement systématique dans la théorie classique de ces formes a été atteint
par l'usage des matrices a deux dimensions ou de leurs déterminants. Il est tout
naturel de se poser la question s’il est possible de traiter les formes algébriques de
degrés supérieurs en se servant des matrices a plusieurs dimensions. Le traité qui suit
veut étre une contribution a la théorie des formes algébriques du 4° degré au point
de vue de 'application des matrices & 3, 4 el 5 dimensions. Ces matrices a plusieurs
dimensions, avec n = 3, d’aprés N. P. Sokolov, seront appelées matrices spatiales.

Considérons une forme quadrilinéaire avec 4 séries de n + 1 variables:

1 2 3 4y . .
D P D i i =+ (h
c. a d. la forme:
n+1
: \ () (4)
f= Yooa, X (2)
iy, .oig=1

D’une fagon analogue a la construction de la matrice de la forme bilinéaire
a partir de ses coefficients, construisons avec les coefficients de la forme quadrilinéaire
(2) la matrice a 4 dimensions
A=lla;, il

du (n + 1)° — degré. En nous servant de la théorie des matrices spatiales. nous
montrerons que Phyperdéterminant

A = laii,.“'i (3)

ia

de fa matrice A de la forme quadrilinéaire (2) est son invariant de poids 1 par rapport
au groupe des transformations linéaires pour chaque série des variables (1). Dans ce
but décomposons la matrice A dans le plan a I’aide de ses coupures bidimensionnelles
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d’orientation (i,i,), ¢. a d. des coupures A;, ...i, avec les valeurs constantes des indi-
ces iy, i, des éléments a;, ;, [1]. Nous trouvons un tableau carré

N ( ; ‘
1 A, A [ ] A,
- -1 - - i
i ‘
‘ . i | |
A, Assiyi, [ As i 1 L
A= : o
e TN e e I Ly
i | | LG
' : oy
‘ i ! -
PAL i A i, A, i D
avec
B iy i iyn2 Qijiytnr .
i :
A - :?”i,i:m diiy22 2,041 v
iy .ie T s Iyl =

i ‘l i

U Qiizn+1.1 Qijign+1.2 Aijizgon+1,n+1 |

Sousmettons la forme f a une transformation linéaire réguliére

n+1

(e) __ (¢) y(2)
N = Z LAY,
=

ougestundes nombres I, ....,deti= 1, ..,n+ I.
La matrice de la transformation linéaire (5) est

TO = |61l ij=1 ..n+ |

son déterminant 7@ étant différent de zéro.
Apres la transformation nous aurons la forme

4
Q) (2) (1) (e~ 1)y(e) (et+1)
! = Z lfli,...ig.‘igig,,.,.iAf\”i, -~xi0.. X,-Q xiw,
Ty oeeenlg =
avec la matrice
n+l

(e

@ _ N )
A" = ”,‘V;aib,.ig“,/"ig,l‘. ialai, [

qui, apres la décomposition dans le plan d’aprés leurs coupures
d’orientation (i,i,), prend la forme

(2) Lot )

‘ Al i LYEIN l Y SWTTNS o
oo

I R L R v

1 A N0 % ’ @ e
N ! A211314 ' A22i3i4 poeee | A2,n+1‘i_\i4 ‘} i
S R TR R

1 . ‘ . ’ Sy
\—7(:)4 - e (ei B (2) Bl y
1 ' X 0 i .
VA e AR 2 i o | AR akt i L G

> (iz)
> (is)
(4
)
I, ...n + 1
(5)
(6)

bidimensionnelles

(7

(S}
o



ol

te) (¢) (0) i\
Aijizny Aijiz12 s i1 n
(¢) (e) (©)
Ai\iy21 ”iu’:l’l s iy e i L. )
A, .= iy =1 on+ | (8)
(e) (¢) (e) }'
‘aili?.n".l ”iyi;.u*‘l.l aiu’;,n-&l.rﬁl
avee
nt1
L0 . (0)
iy i, = zl”i, iy ahiy ey sl Qi - 9)
i= " ¢

Posons ¢ = 4. Nous aurons:
n+l

(4) (4)
R Zui,f;i;}\[/u.:' (10)

a

En tenant compte de ce que dans les matrices (4) et (8) les deux premiers indices sont
constants, introduisons des notations symboliques par les relations suivantes:

(e) ___ (e) _ o)
Aiviyinia = (@) iy = Qigiy-

iyigis = @i iy = Ligiy

Lexpression (10) prendra alors la forme

n+l

4) Ry
@)= Y %l - (11)
1

La relation (11) nous montre que les coupures bidimensionnelles (8) sont les
produits des coupures (4) par la matrice T®. La matrice A™ est alors le produit
de la matrice A par la matrice T selon Pindice 7,. Nous avons donc

A = Al T

Si nous transformons la forme quadrilinéaire par les transformations (5) pour
o = 3. 2. 1. en comparant les coupures bilinéaires correspondantes de la matrice A
et de la matrice A, nous trouvons d’unc fagon générale

AY = Afi,} T (12)
pour chaque ¢ = 1, 2, 3, 4.

La matrice A a comme I’hyperdéterminant

[Yao = & Y =lay . T =4a.T (13)

A1 dn iy Al i A iy ia

Amsi Phyperdéterminant A est Uinvariant (de poids 1) de la forme quadrilinéaire f par
rapport au groupe des transformations linéaires réguliéres pour chaque série des

variables x{*. 0 = 1. 2. 3. 4.
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Si nous faisons subir successivement a la forme f toute une série de transformations
linéaires (5) pour ¢ = 1. 2, 3, 4, nous trouverons la forme

n+1
T (1) 4
f= Z ai, i X X
iy... g
avee la matrice
. ,
A =||a; .,

[0 iy oiyg= 1. ..n+ 1.

Pour I'hyperdéterminant 4’ de la matrice A’, d’aprés (13) nous avons
A'___Iali il:A.T“'..‘T(“
iy . ia

c¢.oad.

4
A" =4[] T
0=1

Si. dans la forme quadrilinéaire f. nous faisons subir a toutes les séries des variables
.0 =1, ..., 4 la méme transformation linéaire avec la matrice T dont le déter-
minant 7 % 0, nous aurons la forme /" avec la matrice A’ dont I"hyperdéterminant

est lié & I'hyperdéterminant de la forme /. en tenant compte de (14), par la relation
A = A.T" (15)

Si. dans la forme quadrilinéaire (1), nous posons (x''') = (x'?) = (' = (W) =
= (x). celle-ci deviendra unc forme algébrique du 4° degré

n+i

/= Z iy ieViy - Xiy (16)
i

avec une matrice a 4 dimensions symétrique du (n + 1)° degré:
A=lla, il

Son hyperdéterminant est Pinvariant de la forme (16) de poids 4 et la relation (15)
resic valable pour lui, A élant Phyperdéterminant de la matrice symétrique A’ que
nous trouvons a partir de la forme (16) au moven de la transformation linéaire, avec
le déterminant 7 % 0.

Nous aurons donc:

Théoreme L. L invperdérerminant (3) de la matrice A de la forme quadrilinéaire (1)
est son invariani de poids 1 par rapport au groupe des transformations linéaires
régulicres pour chaque série des variables .\'ﬁll L .\‘f-:“: iy =100+ 1.
Quanit a lua forime algébrique du 4° degré (16), Uhyperdéterminant de forme (3) de la
matrice syméirigue correspondante de cetie forme est son invariani de poids 4.

Dans la suite nons allons chercher la signification géométrique de I'invariant A,
pour n = | ¢t 2. et des invariants simultanés de deux et trois formes algébriques
ternatres du 49 degré qui se rattachent & Iinvariant A.



Considérons d’abord le cas n = 1, c. a d. la forme binaire du 4° degré:
2
f= % a. X - X (17
iy.ig=1

La matrice A, aprés le développement dans le plan d’aprés ses coupures bidimen-
sionnelles d’orientation (i;i,), prendra ici la forme:

| |
‘|f11111 ‘an;‘hzn dy212

1“1121 01172!“1221 dy222

A = H__,, _,.ﬁ_‘-A

’ 111 92112 l“zzn drz12
|

I ‘
|| @2121 Q2122 ' dy22y d232a ]

I
” ~~~—1. (18)
| |

ou les symboles A; . ;, représentent les matrices carrées correspondantes aux indices
fixes en 1% et 2° place. L’hyperdéterminant A4 de la matrice quadridimensionnelle
(18) est

12i3iq |
!

= ’ SO B )

Celui-ci peut s’exprimer comme la différence de deux déterminants cubiques d’orien-
+t
tation (i,i,i;is).
Nous avons:

+ +
— (i1i2) y —  (i1i2) .
> (i3) > (ia)
i
A=Al Al “ A Az, .
(i3) (i3)

En développant les déterminants cubiques et en effectuant I'addition. nous trouvons:
2
A = ay11,8322; — 4ay112d1222 + 341,22 (19)

Dans I'expression (19) nous reconnaissons un invariant connu dont la valeur nulle
est une condition nécessaire et suffisante pour que les quatre points déterminés par
I’équation f = 0 soient dans le rapport équianharmonique. Nous avons donc:

Théoreme L. La valeur nulle de I’hyperdéterminant de la matrice quadridimensionnelle
de forme (17) est une condition nécessaire et suffisante pour que les quatre points déter-
minés par Uéquation f = 0 soient dans le rapport équianharmonique.

Considérons maintenant le cas n = 2, c. a d. la forme algébrique ternaire du 4°
degré:

=3 ai N X (20)

[ SR PR |
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L’équation f = 0 détermine généralement une courbe algébrique plane du quatrieme
degré. Passons a la notation symbolique. La forme f s’écrira alors:

3 4 /3 4
f=(a)=0B)=. = (Z apc,-) 5(2 bi.\‘i) = ..
i=1 i<

Y

ou, aprés ’élévation des trindmes entre parenthéses a la puissance 4, nous posons:

d;, e diy = iy g hi: "‘hi4 :bil.“u (2l)
avec I'égalité:
aix Lig T bl iq (22)
Ensuite considérons la droite:
) 3
uy =y ux; =0 (23)

ct cherchons la condition qui doit lier les coefficients u; de I’équation de cette droite
aux cocfficients a;, _;, de la quartique f = 0 pour que la droite u, = O coupe la
quartique f = 0 en quatre points en rapport équianharmonique. En supposant
1y + 0, de I'équation (23) nous tirons:

u,x1-+ Uy Xy

Xy= —
? us;

Apres la substitution de x5 par cettc expression dans f = (a,)* = (b,)* = 0 et aprés
la simplification nous aurons:

(kyxy + kpxz)* =0, (lix, + Lxy)* =0 (24)
avec
k, = au; — asu,. k, = auy — asu,, (25)
I, = byuy — byu,. 1, = byuy — bsu,,
ou
a; = b;.

En élevant les puissances indiquées, les équations (24) donnent

e - 2 (4 -
> (/{)(kl-’ﬁ)‘t *(kyxp)t = 0. > 1 (11/‘71)4 “(Ix2)* =0
A=0 i=0
d’olt, en nous servant des expressions:
k"n"‘kh = kit-..iJ' Il':"‘liq = li, Lia (26)
nous aurons:
Z/(,".“,-d.\‘,']....‘Ci4 = O, Z‘Il].“l'r\‘i,""\-i.; =0 (27)



avege
Py =102 (28)

Les deux équation (27) déterminent les mémes 4 points. Pour que ces quatre
points soient dans le rapport équianharmonique, d’aprés le théoreme II il faut
et il suffit que

+

Kyviy Ky ko ka0 2
‘ | Lo i
kiiar Kiiaa Lkiaay Kiaas o
4= L = 0. (29)
kayin kariz kaziy Kaoio M
. (i3)
kpvay kyiay karay Kyagn i Y

En nous servant de (26) et (28) nous donnerons a I'expression (29} la forme

\.k“;k, k2k? ikzkz k ks‘ : §~ > (ig)
:'~71211212 3‘; ~ o (30)
R, BGORG LG IY
Lp2g2 3! (i3
R L Y

liy)

En mettant en facteur k, et [, dans les coupures tridimensionnelles respectives
de la matrice de ’hyperdéterminant (30) et en décomposant le nouvel hyperdétermi-

ot

nant en différence de deux déterminants cubiques d’orientation (i i,i.iy). la relation
(30) deviendra:

+ .
— vTi_v — !";":
. 12 p 12 ;2 i
. [ ST PO Y EO R U ST SV S S N A L 0. Gi
122 2042 43 Y 2 43 2 ;a2 Y = 0.6
Ckth, koks L h (iz) kyks k> [0, 1,5 i

Ensuite en mettant en facteur les coefficients communs des éléments des coupures
bidimensionnelles respectives des matrices des déterminants cubiques dans (31).

nous aurons:
o+
— (i)

: ki kyky L7 Ly e
kllz(kllzf ! ; sl ;_ vl'
, N SV SR ST P PO SR

— (ﬂi;)
-kZil ikf kll‘lil; 1][25 [—>(i4)

= 0.
kiks k2L L B
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Evidemment. la derniére relation peut étre écrite sous la forme:

— (2

k;’ l\ll\z‘lf 1112 iw) (i

4)
ki, v Akydy = kyl) =0
ok, K311, T2 L(iv)
d’ou nous aurons
L2 ) 2
()R Kika gl [12[20-(/"1/2 ~ kaly) = 0.
I, 15 Phkoky k3 o
’ ko L kk,
kllz(l\-llzi 2| ik )(kl/2 —kyl) =0
11, i
ef tinalement
Ky M52ty = k) =0
11,
c.ad.
(kyly — kil = 0. (32)

En substituant &, k5. 1,, 15 dans (32) par des relations (25) nous aurons:
[y — asuy) (hyuy — byus) — (azuy — asus) (b — byu)]* =0
ol apres remaniement et divison par le facteur commun u3:

(ahsuy — aybyuy — azbyuy — aybuy + asbyu, + aybiuy)t =0

c.ad.
a, a, a; ,‘4
by by by =0 (33
Uy U, Uy
ou simplement
(abu)* = 0. (34)

La relation (33) ou (34) est une expression symbolique de la relation cherchée
qui doit &tre remplie par les coefficients u; de la droite (23) et ceux a;, ;, de la
quartique f = 0 pour que la droite (23) coupe cette quartique en quatre points
dans le rapport équianharmonique. Si, la quartique f = 0 restant fixe. la droite (23)
change de position. I'équation (33) ou (34) est une équation symbolique de I'enveloppe
des droites coupant la quartique f = 0 en 4 points dans le rapport équianharmonique.
Cherchons I’équation non symbolique de cette enveloppe. Les calculs seront de
nouveau facilités et raccourcis par I'emploi des matrices et des déterminants
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a plusieurs dimensions. Dans ce but construisons les matrices quadridimensionnelles
du 3¢ degré:

i i | | > (i2)
“f Agiiyis [ Aizigia Aisigig | >
rl_ - - ! J’ | > (i)
A= | AZ”Jia i A22i3i4 i A23lsl4 ! | ‘Y
[ H | (i3)
il | Y
Az G Ay, Assig,
| Biiiyis Buaigiy Bisiie, > i)
! : ‘i - > (ia)
0 ! i .
—_ i | |
B = i Biiiyis | Ba2iyis i Basigi | v (35)
i B ‘ . (i)
! B 'B | (i (ivli
i 3liziq | 32i3ig i 33i3i4 !
Ui Ui Uisigg, P > ()
il- L X e L))
=i ‘ [ o
U - Il U2113|4 | U22|314 | U23n|4 i by
i | ! . (i3
v i
T Usviig Uszig Uasgy, o @0

ol les symboles A,  ,.,B; ; représentent des matrices carrées du 3° degré aux
ayant des indices i, i, fixes, et les symboles U; .

éléments a;,. ;.. bi o,
aux indices

représentent des matrices carrées du 3° degré aux éléments u; ...u;,

fixes iy, i,.
Pour les coupures tridimensionnelles de la matrice A ou B ou U dans (35).

d’orientation (i), convenons successivement des notations A, ,A,,. A ou B, .
B,,.B, ouU, . U, U_  cad

—> (02) - > (ia)
A, = A G A T A J,
(i3)
— (i2) .
> (iq)
A, = Asziigig | Arziyi, , Asigia v
(i3)
— (i2) .
—=> (ia)
Ar_; = || Asyiyi, | Asziyi, ' Assisi, | \j
(i)
— (i2) .
> (iq)
Br, = ” B]li;i., l Blli3i4 l Blsi3i4 [ Yr
(i3)
— tiz) .
> (i4)
Br; = | Bzﬁji‘, , BZZE;L; ' 323“3:‘4 fi \‘,
(i3)
— (i2) .
=> (ig)
Br_; = | B31i3i4 l BSZf3i4 [ 333:‘314 l v
(i3)
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(i2)

—> —> (is)
U, = [ Uyyigis | Uraigig | Unzigi I
(i3)
—> (i2) .
—> (iq)
Ur: = | Uzn‘;u ‘ u22i3i4! U2.3i3i4 I ,',
(i3)
—» (i2) .
> (ia)
Ur3 = | U.nim | U32i314 l U33i314 I Y'_ .
(i3)

Ainsi les matrices quadridimensionnelles (35) peuvent s’écrire:

i ; > (i2) ; ‘ > (i2) n b > (i2)
“A't Lo o> ” B,, 0o > (ia) ‘] U,‘ ‘ ! r > (ia)
co bl ; ‘
A=A i v . B=|B, |~ S U=U, |y (36)
it G ;l | i (i3) “ \“(("3)
! Ly | ny 1
‘] Ar3 l?(ix) i Br: “:(il) i A'J (i)

Avec les matrices quadridimensionnelles (36) nous pouvons construire une
matrice a cing dimensions de 3¢ degré:

—> (i) (i)
. ! i ! <> (i
‘ >dy LA, B, U, .

— o) > n i T | ‘ R
P=|AIBIU| :HAU(B”}UQI Y (37)
ro a s

(i h Ar; i BU ! Ura | (i

ou I'orientation (i) indique le sens du changement des lettres A, B, U.
Le déterminant P = P ,, . de la matrice P a cinq dimensions peut s’exprimer

(ioiy ... i4)
sous la forme:
P=M + M, + My - M, — Mg — Mg (38)
avec
+ +
. > (i2) ! | - > (i)
Ar, * I A11i3i4 Alzm., ; A13i3i4 ' +
| s> ) ‘V* —— ""‘-{—"*' e | — > (ig)
jwl = : Br:, i = B"lna4 i 8221314 \ BZ’uqz‘, !
| Y o e e — Y
[ LY : | Yy o+
L t iy | Un.m IUso00 YUssni, & 6y
(igi1) (ioiy)
+ +
| ! > (i2) 1 | [ — —> (i2)
| A’: : + \ AZIl\u k A”Zz;u ! A23|3u4
‘ ‘ > (iq) : o e (7))
—_ i ) — ! |
MZ - Br_; ! - " B}lnu i 8371314 ‘ B*Hnu ] 1
| Y f RS P | \1
| Y + Y +
U | U11.~3,-4 Uiz, Uiz + (i3
(ioiy) (ioi1)
ES +
i : = (i) | | e e e (i2)
; Ar_; - + i A31i3i4 . A32i3i4 ‘ A33i3i4 { +
; e L e e — |m> )
| i H
M;= B, | i = | anm‘ Blzzm; Biaii,| ||
N e e N
et | I
. Ur: 1 _i (i3) | U21[314 | U2213t4 ; u23i3i4 ; (i3)
(foi1) (ipiy)
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S (i) .
A"j + ‘Allik\ia ! All’i;u A3$l'_)l‘4
S (ig) \
M,= B, . =1 Byiii, Boziyiy Basisia,
Y rmf i - i Y
Y + H | Yy
Ur, t (i3) ! uliiliz Ulzi_)ia Ulli,xi.@ * (i3)
(ioi1) (ipiy)
+
> (i2)
r I Alli;iq A22i3i4 ) Al}i_;u X
> iy - :
] .
Ms = B, , = By, B, Bisig
Y \4
Y t A\ t
Ul'_; t iy UJlixl',n UJJI‘AU U.‘.‘\i,;i.l LR EAY]
(ioi1) Cioir)
1
. > (i) .
Ar,i - :Alli,;u;AlZi_‘i..fAIJHu‘ ;
| i > (ig) fo~ - = [ po!
R i . — ' H '
Mg = B,, | : = B.nim B32i3i4 : Bssm,. !
i Py e = et U
Y + ! | Y s
U, & o Uoiiy Yooia 'Uasiiy 1 o
(ipiy) (ipiy)

qui sont des hyperdéterminants quadridimensionnels.
Pour ’hyperdéterminant quadridimensionnel M, nous avons

M, =N + N, + N, = N, — Ny = N,

ou
—
e tinDr 1)

| - > i)
Ny=1A i Basi I Usyi, | v

(iy)

—_F
——» ligigi2)

. , B (Y
No= A By T Us g, v
(i3)

—F
——p {ipiti2)

‘ - ()
Ny =1Aus00 0 Bayii [ Usagi, |
(i)
—~ T
- lioini2) > (i
l R
Ny= 1Al Bzziml uuiml \I,
(i3)
— +

(igiyia) )
— tlolthz (> tia)

- | AlZi3i4 l BZli3i4 | U33i,i4| v

i
— (o > (i)

Ne = [ Apriyig I Basiyiy [ Uszigi, | ‘[‘— '
(i3)
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B.

ip...ig”

Si nous exprimons les matrices A; ., U, i, au moyen de leurs éléments

et si nous introduisons les produits symboliques par les relations

a. o=a hil...ia = hinizh (40)

if...l4 i1iza

i3iq> iyigq

et si nous mettons en facteur les coefficients communs des éléments dans Jes coupures
bidimensionelles correspondantes, nous aurons:

+
—> (io)

2 — > (iq)
Ny = dyihyyus lag | b, Tugu, | \l,
(iy)
b
> (io} X
> (iy)
Ny = aybysuzuy (a1 i, |, | \‘,
(i)
+
- tio .
> (iy)
"VJ = H13b21u3“2 l Uisig [ bhia I Ui Ui, ‘ \[(
(i)
+
-— (io) .
o> (ia)
‘N4 = a13b22u3u1 |ai3i4 | biﬂ'J l Uy, y
(i)
b
— (io) .
2 = (la)
Ns = ay3byus | Ainig | bigig Ui, | JY
(i3)
-
—» (i) .
e (ia)
N¢ = agbasuzuy a1 bigi, luiug, | L
(i)

en sorte que d'apres (36) nous pouvons écrire:

2
My = (ay1byyuy + ayabastizuy + agbyusus — ay3byyusu, —
s
—> (ig)

2 > (iq)
— ayybyuy — ag byusuy) | ayy,, | biyig | uiu;, .

L)
Y
(i3)
Apres Pintroduction d’une décomposition symbolique des éléments a;,;,. hi,;,

par les relations

a; i, = ;i him = b;.b;, (41)
¢t en utilisant la notation
= () iy — o)y
l@igig | by | uius, | \ = |aia;, | bibi, | uu;, | i
(i3) (i3)
nous aurons
M, =w.w, 42)
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avee
2,2 2 2
wy, = aybyuy A aya,bybyush, + agazb.byuzu, — ayazbiug g

2 2
— @,a,0,b,uy — aybybiusu, .

Pour le déterminant cubique w nous avons:

i ‘/’f bib, biby
.

| ui o u, Uy
2 2 i 2
w = | byb, b; bzbz,,‘I +laxa, a5 ayay |+ upuy uy o iUy +
|

a; a,a, a,a,

lusuy usu, uj “byby bib, b2 Lasa, daia, ay
luf u, wuy | bbb, byby | ai aya; aya,

+ ’bzbl by byb, |+ aay a;  aay + luyug w5 usuy
|asa, asa, a3 ‘ UaUy Uty UL byb, byb, b3

et apres simplification

w = (@ busy + byu,ay + ua,by — ubray — agquyby — biayus) . (43)
avec
;al a, d;
@ = by by by = (abu).
iy, Uy Uy |

L’expression entre parentheses dans la relation (43) est évidemment aussi égale a o.
Nous avons donc:
w = p? = (abu)*. (44)

En substituant dans (42) nous avouns
M, = (abu)* . », (43)
En procédant d’une fagon analogue pour M,. M5, ..., M, nous trouvons

M; = (abu)®*.w;, =23 ..6 (46)
avec
0,y = asbius + arasbibyuu, + ayazbbyuyuy — ayashbyu; —
— abybyuyuy — ayazbiusus.

272 2
wy = asbiui + ayarb,byuguy + arash byuu, — azh,buiuy —
! 2
- 0243172b3uf - a1a2b3u|u2,

3 2 2
wy = biasud + ayasb byuuy + ayasbrbiuu, - ajabiuuy —
f 2 2
= dya3b,byu; — asbbuu,,

2122 2
ws = aybsu; + aasbbauuy + ajazbibsuuy — ajazbibiuy —

— ayaybiuu, — alb,byuyusy,

66



2,22 2
o = d3bius + ayayb bibyuy + dyab byuuy — ash by —

2 2
— a,a,b.huy — ayashiusu,.
En substituant dans (38) les M, par les valeurs (46) nous avons:

P, . = (alm)2 AWy + wy + Wy = 0y — 5 — wy). (47)

Cigiy ... i)
Nous trouvons facilement que

2
Oy F 0y Wy — wy — w5 — w, = = (abu)”.

En substituant dans (47) nous avons

P,. . = (abu)*. (48)
Cioiy o i)
Ainst le déterminant £, . . de la matrice 2 5 dimensions (37) prend la forme

(inly ... iq)
symbolique du 17 membre de I'équation (34). 1l est évident que le procédé inverse
permet de transformer ['équation de 'enveloppe des droites coupant la quartique
f = 0 en quatre points dans le rapport équianharmonique. écrite sous forme sym-
bolique (34). en une équation de la forme

- > (i)
> tioy > iy
— — t
P=r,. ., =|A|IBlU| |
(ipiy ... iq) Vi
iy

(49)

—_
=

Ln tenant compte de la relation imposée «;, ;. = b, nous pouvons donner

a I'équation (49) une forme définitive

‘: > (i
> iy L > i)
P=|AIAIU| = 0. (30)
_Y(ixt
()

Nous avons done:

Théoreme M. L'équation (50) dans laquelle A, U sont des matrices quadridimen-
sionnelles de (35) est une équation de Ienveloppe des droites (23) coupant la quartique (20)
en quatre points dans le rapport équianharmonique.

Considérons ensuite deux quartiques

. 4 4 -
S =(a,) = 0. g=(h)" =10 (31
avee les matrices
> (i) > (in
— (i) - > (ig) Y | > (i)
— . 1 _ [T
A =] igiy.ig 'y . B = | ’74'4,;,“.,‘4 oy
Y(iz) Y(isy
(i) (i)

,.
~1



ou les relations (22) ne sont généralement pas valables. Coupons ces quartiques
par la droite
u, = 0. (52)

En éliminant la variable u; des équations (52) et (51) nous aurons. apres simpli-
fication. les relations

(kyxXy 4 kax)t =0, (Lixy + Lxy)* =0 (33)
ou

k, = auy — azu,, ky = ayuy — asu,,

Iy = byuy — hyu,. l, = byusy — byu,.

En développant les relations (53), pour les points d’intersection de la droite (32}
avec les quartiques (51), nous aurons les équations

4 /4 4 /4
A P - T RV RPN
> <i>(l\l)‘" (k,x,) =0, Y ( (Iyx,)" " (x,) = 0.
i=0 \"/ RN
Demandons que ces deux ensembles de points soient apolaires. La condition né-
cessaire et suffisante pour qu’il en soit ainsi s’écrit:

4

- YEAW - i
Z (\—l)"(, (/\'112)4 "(kpty)'=0
PR A
c.ad.
i‘]"\:! ﬁ: O

que nous pouvons. dapres (32), (33) et (34), écrire sous la forme

(abu)* = 0, (54
les relations (22) n’étant pas valables.

En comparant la relation (54) avec les relations (48) et (49) nous trouvons que
la condition (54) peut s’écrire sous la forme

+ > (i2)
— (ip) ) > (ia)
|A|B|U| =0, (55)
Y(iy)

(iy)

ou A, B sont des matrices quadridimensionnelles symétriques formées des coeffi-
cients des quartiques (51).

La droite (52) n’a été soumise a aucune autre condition que celle de couper les quar-
tiques (51) en deux divisions de quatre points mutuellement apolaires. Ainsi donc
I’équation (55) est celle de I'enveloppe des droites coupant les quartiques (51) en
divisions apolaires. Nous avons donc:
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Théoreme 1V. L enveloppe des droites coupant les quartiques (48) en deux divisions
de 4 points nuicuellement apolaires a pour équation

* + > (i2)
i tig) , > (is)
(AIBIU| . - 0.
V(i)
i)

o A, B, U sont les matrices (35).
Considérons ensuite trois quartiques:

[ = (@) = 0. g=(b)* =0, = (c,)* = 0. (56)

L’enveloppe des droites coupant les quartiques f et g en deux divisions de quatre
points mutuellement apolaires est donnée par I'équation tangenticlle (55). De-
mandons que cette courbe soit apolaire envers la quartique /4. Pour y satisfaire
il faut ct il suffit que la somme des produits des coelficients correspondants de
I'équation ponctuelle de la courbe /2 et de I'équation tangentielle de la courbe (55)
soit égale a z¢éro. Cette somme des produits peut etre effectuée de telle sorte que
dans I'¢quation (55) nous poserons

"1.---”.‘4 = (7,-‘“_,-4

ol les ¢, ;, sont les coefficients de I'équation de la quartique 4. Nous aurons

+ > (i2)
—» (i) See > (ia)
|A|B|C| ') - 0. (57)
(Y;m

Nous pouvons arriver a la condition (57) aussi en demandant que la quartique g
soit apolaire envers 'enveloppe des droites coupant les quartiques f et /2 en deux
divisions de 4 points mutuellement apolaires. Nous aurons

+ > (i) + => (i2)

— (i) > (iq) — (i) > (ig)
|A|C|B]| =|A|B|C| |, =0
Y(iz) M(i3)

(i) (i)

ce qui est aussi 'équation (57).
Pour que la quartique f soit apolaire envers ’enveloppe des droites coupant les
quartiques g et 2 en deux divisions de 4 points mutuellement apolaires, la condition

cnoest:
- > (i) . > (i2)
— (io) | > (iq) — (icy | > (iq)
IB|CIA| =|A[B|C| =0
Y(i3) Viy)
(ig) (i)

ce qui est de nouveau I'équation (57). Nous avons donc:



Théoréeme V. La condition nécessaire ¢t suffisante pour que chacune des tiois
quartiques f, g, h soit apolaire envers 'enveloppe des droites coupant les deux auires
quartiques en deux divisions de 4 points mutuellement apolaires. s’exprime par

- > (ix)
— (io) > tig)

'A|B|C| | =0

Y
Y (i)
(iy)
o A, B. C sont les matrices des quartiques f. g. h.
Cela signifie que la relation (57) est une condition nécessaire et suffisante pour
que la quartique [ soit apolaire envers la courbe

+ > (i)

B (io) o> i
/[BIClU] | =0
iy
(i)

la quartique g apolaire envers la courbe

i . > (i)
i) ! > (ig)
JA|CIUl =0
Y(iz
(i)

et la quartique /i apolaire envers la courbe

+ > iy
> i S i)
[A{BIU| | -0
Yy
i

Admettons maintenant que deux des trois quartiques (36) se confondent. ot
par exemple /Ao g, La relation (57) deviendra
i > (i)
— (i) > (iz)
(AIB|B]

NAREY]
(i

I
‘I
7

En prenant en considération que, d'apres le théoreme 1V, [équation

F > tin)
— tip) > {iy)
IA[BiU] =0
YARRR)
(i)

est celle de I'enveloppe des droites coupant les quartiques f et g en deux divisions
de quatre points mutuellement apolaires et que. d'apres (58). I'équation

+ o i)

— (i) > (iq)
IB|BlU| =0
Y(iz)

(i)



est celle de I'enveloppe des droites coupant la quartique g en 4 points dans le rapport
¢quianharmonique. nous trouvons facilement que la relation (58) exprime une
condition nécessaire et suffisante d’une part pour que la quartique g soit apolaire
envers enveloppe des droites coupant les quartiques f et g en deux divisions de
4 points mutuellement apolaires. d’autre part pour que la quartique f soit apolaire
envers 'enveloppe des droites coupant la quartique g en 4 points dans le rapport
¢quianharmonique. Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant:

Théoreme V1. La valeur nulle du déterminant a cing dimensions

+ > iy
—_ (io) L tig)

|AIB|B|
Y (i)
(i)
ac AL B sont des matrices quadridimensionnelles symétriques formées des coefficients
des quartiques | et g est une condition nécessaire et suffisanie d’une part pour que
la quartique g soit apolaire envers I'enveloppe des droites coupant les quartiques f et g
en deux divisions de quatre points mutuellement apolaires. d’autre part pour que la
quartique [ soit apolaire envers ’enveloppe des droites coupant la quartique g en quatre
poinis formant vn rapport équianharmonique.

IT est évident gue

N > (i
— tig) > (ig)
'AJAIB] | =0
Y (i3
Giy)

est une condition nécessaire et suffisante pour la propriété que nous aurons a partir
du théoreme VI en échangeant mutuellement les quartiques f et g.
St toutes les trois quartiques f. g. h se confondent. la relation (57) deviendra

- > i)
— tio) <> (ig
|ATAIA] | -0 (59)
AALEY
(ry)

En considérant que enveloppe des droites coupant la quartique f g h en quatre
points dans le rapport équianharmonique a pour équation

+ > G2
— g} > (i)
|AfA|U| = 0.
Yia)
(i)

il en ressort que la relation (59) est une condition nécessaire et suffissante pour
que la quartique f soit apolaire avec l'enveloppe des droites coupant la méme
quartique en quatre points dans le rapport équianharmonique. Nous avons donc:

71



Théoréme VII. La relation

+ > (1)
> Gio) > iy

IA[A[A] . — 0 (60)

(W
est une condition nécessaire et suffisante pour que la quartique | soit apolaire envers
Fenveloppe des droites coupant cette quartigue en quaire points dans le rapport
équianharmonique, c¢. a d. envers son contravariant cquianharimonique.

Le déterminant a 5 dimensions du 3° degré dans la relation (60) avec les coupures
quadridimensionnelies égales A d’orientation (i,) peut s’exprimer comme un
3l-multiple de I'hyperdéterminant de la matrice A. Nous avons

.

_— e tin)
> (i)
+ S i) Alliﬂa Alll_xi.\ Al3hi4 > (i
—  lin) ;-- > (ig) ' !
[AJATA]| Iy = Ay, Arai, Asyi, @ @ v (o
i) } ' (iy)
(i) Y
A, Assi, Ay, (i)

ou le signe @ signifie la répétition de la couche quadridimensionnelle A. En dévelop-
pant le déterminant a cinq dimensions (61), selon la régle de Sarrus généralisce.
en une somme de déterminants quadridimensionnels. nous aurons

-> (i)
+ > (i) ‘ A, e Az, . A, > (i1)
—> o) > (i)
. . ] _
[A|A|A] |y = 3! AZIU:’J Azzi-,i_, Az,mn Y =314
V(i) - (is)
(iy) i Y
Ajiiviy Asziyi, !l Assiy, ' (i)

ol A est I'hyperdéterminant de la matrice quadridimensionnelle A.
Ainsi la relation (60) peut s’écrire sous la forme

A=0.

En méme temps nous avons trouvé aussi la signification géométrique de
I'invariant A pour n = 2. Nous avons donc:

Thésréeme VIIL. La condition nécessaire et suffisante pour que la quartique | soir
apolaire envers son contravariant équianharmonique est A = 0. A drant 'hyper-
déterminant de la matrice quadridimensionnelie A de la quartique f.

En résummant les résultats précédents nous pouvons constater quau cours
de nos recherches nous sommes arrivés aux relations de deux types. a savoir celle
du type (55) et celle du type (57). Les relations du type (55) représentent les tormes
contravariantes simultanées équianharmoniques de deux courbes algébriques planes
du 4° degré. Si, dans les relations (55), une de ces courbes se trouve représentée
deux fois par sa matrice. la relation (55) donne un contravariant équianharmonique
de cette courbe.
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La relation du type (57) représente la valeur nulle de 'invariant simultané de
trois courbes algébriques du 4° degré. Sa signification géométrique est exprimée par
le théoréme V. Si une des courbes considérées est représentée deux fois par sa matrice
dans la relation (57), nous en déduisons des relations invariantes simultanées spéciales
pour deux courbes algébriques du 4° degré. Si A = B = C, la relation (57) peut
¢tre mise sous la forme (62) dont la signification géométrique est donnée par le

+ > (i)
> (ig) Lo i
théoréme VIIL. L'expression | A |B|C| est done un invariant simultané
Ytis)
(i)

fondamental de trois courbes algébriques du 4° degré. Des cas spéciaux de cet
ivariant (lorsque les courbes se confondent) donnent des invariants simultanés de
deux courbes et linvariant d’une courbe du 4° degré en méme temps que leurs
significations geométriques.

LITTERATURE

i1} Cowonos H. 1L, lpocmpancmeennvte sampuyst u ux apuaoxcenuys, Mocksa 1960

Regu le 24, aout 1963,
Kutedra matematiky a deskriptivnej geometrie
Vvsokej skoly lesnickej a drevdrskej
vo Zvolene

Ob UCITONb30OBAHUUN MPOCTPAHCTBEHHbLIX MATPUL B TEOPUN
AJITEBPANYECKUX MJTOCKUX KPUBLIX UETBEPTOT O NMOPAJAKA

npun IMairan

Pesiome

B cTarbe aBTOP CHAY@/1d KOHCTATUPYET, YTO B KJIACCMYCCKON TCOPUU KBALPATHBIX GuUryp Obliio
JOCTUIHYTO OCODO0M HAMISITHOCTH UCHOJIL30BAHUEM JIBYMEPHBIX MATPULL HIlHM e UX ACTCPMUHAHTOB.
B nipeuiaracMoi CTaTbe OH YKa3biBaeT HA TO, 4TO AHANOIMYHO BOIMONKHO 00paboTaTh anredOpaunyec-
KHE QUIYPbi BLICHINX CTEMEHEH UCMOB30BAHMEM MHOTOMEPHbIX MaTPHULL, KOTOPBIC ABTOP B COOTBETC-
rBui ¢ HassauueM, sseacHibiM H. [T, COKOMOBBLIM /Uit HATYPASIbHBIX 11 = 3, HA3BIBAET NPOCTPAHC-
rBCHHBIMU MaTpuuaMu. CTaTbsi COACPKUT HOBbIE PE3YJIbTAThi O ) UCIIOIL3IOBAHUM TIPOCTPAHCTBEH-
HBIX MATPHUL B TCOPUK QIreéOpanyeckux rmioCKUX KPUBBIX YETBEPTOrO MOPSIKA.

ABTOp pa3doupact OaHy, ABE M Tpu anredpanvcckue TepHAPHbIE GOPMbL YECTBEPTOrO MOPSUKA
J. g. h ¢ uerbipexmephbivi cummeTpudeckumu matpuuamu AL B, € n obpasyet nstumepubie ne-
TCPMUHAHTBI BUAA

+ > (i)
> i) > i)
|A|B| U] (63)
v
Y (i)
(iv)
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1ne U sBaseres 4eThIPeXMEPHOUM MATPUIICH MCMCHTOB 16, ... 1t;, It BU1A

N - > (i)
> Giay ‘< > (ig)
[AIB|C| | . (64)
Yiz)
(i)

Bobipaxenue (63) sBJISICTCS COBMCCTHBIM KOHTPaBapuantom ¢opmbl f, g ETo reoverpuuyccroe
3HAUYCHUE BbIpakeHo TeopemMoi 1. Ilpu paBenciBe YyerbipexMepHbIX MATPULL Gopw fo g, T. e, npi
A = B reometpuueckoe 3Havenue konTpapapuanta (63) Beipaxeno Teopemoit IV, Feonmetpuueckoe
IHAYCHHE HY.ICBON BEIIMYMHLI COBMCCTHOIO MHBapuaHTa (64) tpex anredpandcckux hopm foo g b
sbIpakeHo Teopemoii V. Mpu B = € umeetcs COBMECTHBIA MHBAPHAWT ABYX aiircOPanucckux Gop
C TCOMETPHYECKUM 3HAYCHUEM. BbIpaxcHHbIM Teopemoit VI Mpu A = B = C uusapnanr (64
PABHACTCA FUNEPACTCPMUHAHTY HETBIPEXMEPHOH MaTPUItEl A GOPMBE £ 1 CLO TeoMeT pPHYeCKoe 3i-
4qeHue Bbipakator reopembr VIE n VI
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